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3^er crftc %f)ül biefeS SQBerfe erfd^ctnt l^ier nal^eju in bcrfelbcn aBeifc, 
Töic in bcr crftcn Sluflage; e^ würbe nur bcr lefetc §. über frummlinige 
ßootbinaten, foroie ber änl^ang tüeggelaffen unb ber Ie|tere bafür burd^ einen 
befonberen n. %^dl erfe^t, fo ba§ 2;i^eil I jefet auö jtoei SKbfd^nitten beftel)t, 
tüooon ber eine bi^ §.18 bie allgemeine 5£^eorie ber gläd^en unb 6urt)en, 
unb ber anbere fpeciefi bie gläd^en jweiten ©rabeö entl^ält. S)ie SJarftettung 
rid^tet ftd^ burd&auö nod^ bem SRufter unb SSorgang franjöfifd^er SRatl^ematifer, 
in^befonbere t)on SDflonge; ba§ 6^aralteriftifd&e berfelben befielet in ber engen 
38erbinbung jroifd^en Sttnal^fiS unb ©eometrie unb jtoar in ber SBeife, bafe 
bie geometrif^e SSebeutung ber gornteln im ®injelnen mit Seid^tigfeit oerfolgt 
unb nad&gemiefen werben fonn. ®a§ biefe ^uffaffung ber onalptifii^en ©eo^ 
metrie t)iele Sßortl^eile barbietet unb fi(| aud^ bei fold^en ©tubirenben practifd^ 
erroeift, bereu Stniage mel^r nad^ ber geometrifd^en aU nad^ ber anal^tifd^en 
Seite l^inneigt, ift unbeftritten, allein auf ber anbem ©eite lann nid^t ge- 
leugnet werben, ba§ fie namentlid^ ^infid^tlid^ ber attgemeinen SSerwenbbarfeit 
ber gormein fid^ ju il^rem 5Rad^t]^eil non berjenigen SeJ^anblung^roeife unter- 
fd^eibet, bereu ^auptrepräfentant ®au§ in feiuen Disq. ift. aSon biefer be^ 
rül^mten 2lbl)anblung, meldte eine neue Slera in ber anal^tifd^en ©eometrie 
eröffnete unb nad^ unb nad^ eine eigene Sitteratur I)ert)orgerufen l^at, epftirt nur 
eine franjöfifd^e Überfelung, eS bürfte alfo ber S?erfud^, meld^er l^ier gemad^t 
mürbe, etmaS ju weiterer SJerbreitung berfelben beizutragen, an fi(| fd^on nid^t 
ungered^tfertigt fein. Slugerbem fommt aber aud^ ber Umftanb in 33etrad^t, ba§ 
bie Disq. in boppelter Sejiel^ung eine ©rgänjung beS erften %f)dl^ bilben, ber 
gorm nad^, inbem bie Sel^anblung^weife fid^ auf eine allgemeinere SBluffaffung 
grünbet, unb bem Snljalt nad^, infofem als ber jweite 2lbfd^nitt beS erften %i)tiU, 
weld^er von §. 21 an bie Sll^eorie ber eHiptifd^en ßoorbinaten unb il^re 3ln= 
wenbung auf bie gläd^en II. ®rabs entl^ält, eigentlid^ nur ein fpecietteS Sei- 
fpiel ift für ben in Slrt. IV ber Disq. angeregten fo aufeerorbentlid^ frud^tbaren 
©ebaiifen, wonad^ bie aSeftimmuug ber Sage eines ^ßuufts auf einer gläd^e 
auf jwei Slrten gejeigt ift, einmal burd^ bie ßartefifd^en ©oorbinaten naä) ber 
biSl^erigen SBeife, unb bann burd^ ©infül^rung oon jwei neuen SSariabeln, oon 
meldten bie erfteren als Functionen betrad^tet werben. 

3ur 3^^*/ <JtS ©aufe feine Disq. fd^rieb, !annte man bie ettiptifd^en 
©oorbinaten nod^ nid^t ; feitbem aber, unb namentlid^ in ben legten ^al^r jel^nten, 
l^aben fie nid^t blo§ in ber ©eometrie, fonbem aud^ oermöge ilirer allgemeinen 
Serwenbung in ber matl^ematifd^en 5ß()pfi! unb 3)kä)amt fid^ als ein gerabeju 
unentbel^rlid^eS Hilfsmittel erwiefen. 2)ie ^i^fömmenftellung ber mannigfad^en 
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igenfd^aftcn t)on gläd^en jroeitcn ©rabcS in %i)dl I t)on §. 21 an, rocld^e 
au§ ber Slnroenbung bicfer ©oorbinatcn l^ctDorgcl^cn, liefert ein ergiebiges 
3Raterial für weitere Unterfud^ungen auf biefem ©ebiete; um l^iefur ein ®eis 
ft>iel ju geben, würbe am ©d^Iufe be§ SBerfe^ eine Slbl^anblung über bic 
gte^nerfd()e SBellenfläd^e unb einige anbere mit il^r in SSerbinbung ftel^enbc 
giäd^en angefügt, weld^e fid^ mel^rfad^ auf bie eHiptifd^en ßoorbinaten ftü|t. 
äufeerbem ift in ben Erläuterungen ju ben Disq. gejeigt, in miefern le^tere 
fid^ eignen, für bie allgemeine, ©aufe eigentl^ümlid^e, Sluffaffung ber ßoor:= 
binaten=2;ran^formation, t)on Slrt. XXI an, einen fpecieHen Slnl^alt^punft ju 
geben, moburd^ bie Übertragung ber ©artefifd^en ßoorbinaten nid^t bloß auf 
bie Äugel, unb auf 9lotation^Pä(|en überl^aupt mit ^ilfe t)on 5ßoIarcoorbinaten, 
meldte ©aufe junäd^ft unb t)orjug§meife im Singe fiatte, fonbem aud^ i^infid^t- 
Ii(^ aDer giä(|en jmeiten ©rabs erleid^tert mirb. 

S)a bei ber Überfe^ung ber Disq. feine Seränberung am Original 
vorgenommen unb alfo aud^ bie ©aufe'fd^e SBejeid^nung^meife beibel^alten 
mürbe, meldte t)on berjenigen nad& SRonge, bie im erften %i)til burd^au^ 
befolgt ift, fid^ unterfd^eibet , fo erfd^eint e^ notl^menbig, um SSermed^^lungen 
JU üertiüten, l^ierauf aufmerffam ju mad^en. 3)iefelben S)ifferenjialquotienten 
erfter unb jmeiter Örbnung, mel^e ber le^tere mit p, q; r, s, l bejeid^net, 
l^eifeen bei ©aufe t, u; T, U, V; mdl^renb anbererfeits bie neuen ©aufe'fd^en 
SSariabeln p unb q finb. Dbgleid^ baburd& eine @d^mierig!eit für ben Sefer 
entfielet, fo märe e§ bod^ mifeli^ gemefen, l^ieran etroa^ ju änbern. 

SDie brei legten 2lbf(^nitte von %\)tH 11 finb mit menigen 3lu§nal)men 
3ufammenfteHungen dou Sluffä^en, mel(|e früfier im ©runerffd^en Slrd^it), in 
neuerer g^it im ^Programm bqr l^iepgen Jlealanftalt 1881, in ber ß^itfd^rift 
t)on ©d^lömild^, ßantor unb Äal^l unb im Journal für reine unb angemanbte 
aWatl^ematif von Äronedfer unb 3Beierftra§ erfd^ienen finb. SBenn man ba^ 
©aufe'fd^e Übertragunggprincip mit Senü^ung einer ^ülföfugel in Serbinbung 
bringt mit ber 3Ket]^obe ber conjugirten Slangenten nad^ ber SDupin'fd^en 3luf:: 
faffung, fo laffen fid^ nid^t blo§ bie ^auptfä|e ber Disq. burd^ einfädle geo- 
metrif^e äSetrad^tungen bemeifen, fonbem man gewinnt l^ieburd^ aud^ 3lnl^alt§- 
punfte }ur 3lu§bilbung einer befonbem unb in [xä) abgefd^loffenen Slrt t)on 
©eometrie ber Sinien auf ben gläd^en. ^ vierten Sttbfd^nitt bagegen mürbe 
ber SSerfud^ gemad^t, bie ©eometrie ber @bene fo barjuftellen , ba| Re einer 
bireften Übertragung auf beliebige ^äd^en fällig ift, inbem bie ©erabe, ber 
Ärei^, bie ©llipfe unb ^tiperbel burd^ bie entfpred^enben geobätifd^en Sinien 
erfe^t werben. 

Unter ben ^läd^en l^öl^er^n ©rabg ifl bie SBellenflad^e bie befanntefle 
unb jugleid^ burd^ il^re vielfad^en Sejiel^ungen jur Dpti! unb SKed^anif vox- 
läufig wenigftenö bie intereffantefte; vermöge il^rer @ntftel^ung^weife ift Re ber 
SSel^anblung burd^ elliptifd^e ßoorbinaten leidet jugänglid^, unb ba fie au^erbem 
bie einfad^fte von ben au^ ettipfoibifd^en Ärümmung^linien gebilbeten pl^eren 
formen ift, fo fd^liefet fid^ i^re S)arfiettung unmittelbar an biejenige ber ^läd^en 
jweiter Drbnung an. 

^Reutlingen, 5Rovember 1883. 
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§. t Sott bett aSBittlcItt sioif^ett ®erabett uttb Qrlbett. 

SBir ncl&men 3 jl(!6 rcc^tmnflifl f(!6neibenl)e «jen an, OX, OY, OZ. 
Dur* ben Urfprunj qc^t eine ®erabe, »elc^e mit ben ?ljen ber x, y, z 
kl JRei^e na^ bie'SBinfel «, /?, y bitbet, unb beren ©leic^ungen 

1. X + pz = y 4- qz == ftnb, 

ioift 

P ^ Q 1 

2. cos a = — r » ^^^ /^ ~ "" W ' CÖS y = -r 

too ber im golcjenben fiöuftg tjorfommenbe Sluöbrutf p*^ + q' + 1 = k* ge« 
fejt »urbe* I)ie Tan genten jen er SBinfel flnb 

2lu« 2 unb 3 er ^ätt ma n fofort für bie @inu g 

. . Vq^ + 1 . n 1/p^ + 1 l/p*^ + q* 

4. sm a = ^ , % sin ß = ^ - ^ - , sin y = ^_il_ T_.h_ 

k k k 

Sir jiel^en burcb ben Soorbinatenur^runj eine jweite ®erabe, toelc^e 
mit ber erfien ben fflinfel « bilbet unb beren ®lei(^ungen 

5. X + P;Z = y 4- q,z = finb, 

ni fejen, ä^nli^ ttit oben, p,* + q^* + 1 = k,*/ fo l^aben tt?ir bie JRes 
lationen 

ß pp^ + qq/ + 1 

6. cos ft) = _£lZ__^i2'_! 

kk, 

7. tg 0) = ^cp~P/)^ + (q— qO'^ + ( pq/-P/q)'^ 

PP/ + qq/ + 1 

?lu8 6 unb 7 erl^alten tt?ir ferner 

8 sin « = ^(p-p^)' + (q-q^)^ + (pq.-^MF 

kk, 
SBenn beibe ®erabe jtc^ retfttminflig fC^neiben fotten, fo ftnbet bie f&^f 
iinflungögleic^ung fiatt: 

9' PP/ + qq/ + 1 = o 

töritfec na* 8. ibentif* ift mit 

10. V(p~p,)'^ + (q-q,)^ 4" (pq ~P,q)^ = kk, 
Ä)ur* ben ^unlt ge|e eine ebene, beren ®tei*un4 ift 

11. z = px + qy 

86flcn, Ocometrif. { 



unb »et^c mit bett ßootbittaten @bcnen ber zy, zx, yx bct JRei^e mii bie 
SBinfcI a, ß, r bÜbet, fo l^at man 

12. cos a = ^, cos /? = — -2-, cos y = -r- 

13. tga = -Yjl±Ä,tgß = -}^Jl+l,igr = [/^^TT' 

P K 

14. sin a = --i — — ^, sin /? == y -r i ^ ^^^ _ y ^ h 

k k . k 

gine gtt)eitc ßbenc mxit burc!^ gelegt, totlä^t mit ber etften ben 
SBinfet w bilbet, unb beten ©leiiS^una 

15. z = p,x + q,y fei, fo tfl 

ia *»n« i- ~ pPr,Tf <yq. + 1. . - .. , 

lo. • cos W <ö« i ... ■ i . f ,... ... i ^ y . ^ 

. 17. tg « = v^(p-p>)'^ + (q-q>)'^ + (P^r-P'"^)'^ 



♦ • 



4ft <iin « - ^(P'-p>)' + <q-q')'-^<pq>'-p>q)* - • 

S)ie Sebingung^gleii^ung bafür, ba6 beibe ßbenen jt(J^ fenfre(^t ftftnct^ 
ben, ifl . ' • .V 

19. PP/ + qq, + 1 = aber 

20. V(p - p,)'^ + (q - q,)^ + (pq. - VA^ = ^k, 
2)ie ©erabe x + pz = o,y + qz = o 

unb bie ®bene z = px + qy 

Pnb gegenfeitig fenfrecbt, tt)cil bie ^rojeftionen bet ©etaben auf ben dUntn 

ber zx unb zy bejiel^ungöweife fentred)t flehen auf ben 2Dur(^fi^n{tteH 

z = px unb z = qy ' ' 

»el^e bie gegebene 6bene auf .ben ©benen ber zx unb zy 5eri)örbringt. 

Sorfle^enbe ©leii^nngen gelten aU^emein für beliebige ©«rabe ^nb 6bes 
nen im Silaum, beren ©teic^ungen jinb :^ 

21. X + pz + m = y + qz + » = 

22. z =: p'x 4- q'y + m' ^ ■ 
©oll bie ©erabe mit ber föbene parallel fein, fo ift fle fentre^^t auf 

jeber ©eraben, »elcbe au^ auf ber gbene fentrei^t fle^t, alfo finbet bie Se^ 
bingungdglei(^ung fiatt 

23. pp' + qq' + 1 = 

(Soll aber bie ßbene t>it ©erabe enthalten, fo fommt no(^ bie ffiebins 
png l^injtt • 

24. p'm + q^n — m' = . ' 

SDer 2lbfianb beö Hrf}>runge oon ber Sbene z = px + qy + m ifl glei^ 

k • - - • '- 

S)er «bflanb beö ^mtt^ (]E,^,0 »on biefer ebene tfl gJei* 

26. g-p^-q^^'» 



k 

SDieft ifl aud^ ber ?lbflahb t)on jnjei beliebigen) burcft bie^unfte (x, y, z) 
unb (M, tj, f ) gelegten ^)araMen 4benen z = px + qy + vaf urtb i = p? 
+ qy + m — m' 



2)et ?(bfianb bcö Urf^rung« öon ber ©eraben x + pz 4- m = o' y 5f qz 

28. -J- VO + P^ + "•}' "•■ + ^^ +■")* +(<I?-P7-Hqm -Phy 

3)ie§ ift au(36 ber. Slbflanb ber beiben ))araüclcu ®etabcn 

X + pz + m = . X + pz — a_+ pD = 9 
y +. qz + n ^ ^""^ y + qz ^ (^ + qQ = o 

23orjlc^cnbe gormein flnb -geeignet bei l^telen UnterfuiS^ungen ber 
<inat^t{f^en ©eometric, namentlich in ber Z^toxU ber gfa(S&en. ©et ben 
€ur\jen: : ^{Ägegen »ixb gett>*l^^ «me flöbete' gertn attgemertbtt* ©e 6os 
fmuö ber SGBinfel, tt)el(fte gtt)ei ®erabe mit ben ^jen it^ n, y^ z bilben> be? 
jci^ncn tt)ir mit a, b, c; «, ß, y. Der SBinfel beiber ®craben,fei ^Uiä) «, 
fo l^aben »ir ♦:,••. 

29. cos « = aa + b/9 4- c;' f ;. . 
3<r; 6in or =ar \/(b;^ — ßoy^ + (cft -;^ yä)*'+ (ßß -r-' «b>«? < 

2)ie goftnu^ ber SBinfel, Wdibi bte'Stotmale einer befben ®erab'en Vö^ 
raDcIen (gbeue mit ben 2ljen ma^t, feien A, B, C, ft) tfl . 
Qi A ~ ^r — ß^: T> ^ <^« — /a . p _ «^ — «b ^ 

sm w sirt 0) sm cö . 

J)te ©leid^ung biefer ßbene ift 

32, Ax + By 4- Cz = consU, 

PO ift bie ginie, n)el4)e bie genannten ®eraben in ben ^fünften P (x, y, z) 
unb (x', y', zO fenfre^t f^ncibet 

33, PO = -: ]{% -. X») (by -^ pc) 4- (y - y') (c« - ya) + (Ä --- 2») C«/5 - «b)j 

sm « ( 

34, PO =^ (X -> xO A + (y -> y B + (z ^ «0 C . 
£)nr(!^ ben UrfJ)rung O jiel^en ttix brei ©erabe, tt)eld)« eine conccntrif^e 

Sujcl, beren ^atbmejfer '= 1, in ben fünften M/M', M'^ treffen. 3Die 4o^ 
jinu« b«r SBinfel, ujel^e bie ®er«ben OM, OBI', OM" mit ben 3(jen bilben, 
fmb beiic:^ttng_^ttieif€ glei^ «/ b, c; «, /J, y; a, 6, (. üftan fc^e ber QLm 
i^^tit »egen 

bj' — ßc = A sin £ö ca — j^a = B sin « ajS — «b = C sin « 
bc — bc = A' sin «' ca — ca = B,' sin w' c^b — ab = B' sin w' 
^c — b/' *= A" sino)" ya — c« = B" sin od" ^h — Oiß =f= C'sih «" 
« = SBinlel MOM'; «' = MOM"; öx'' f= M'OM" 
We SBertl^e toon s\i\ ca, sin w', sin cö" folgen and 30. 

S>ie göinfel bc^ (»^rifd^en SDreiecfö MM'M" bcjei^nen ttir mit M. M', IM" 
35^ cos M == AA' + BB' + CC 
cos M' = AA" + BB" + CC" 
cos M"= A'A" + B'B" + CC." " 

36. sin M = V(BC' -^ B'C)'^ + (CA' - C'A)'^ + (AB' — A'B)'^ 

'siii M' =• \/ (b"C — BC")^ + (C^'A — CA'Q^ + (A''B — äB")^ 

':sittM" ^ V(ß'C"--B"C^)^+(C'A"— C*'A'j« + (A<B"— A**')'^ 
3tir SlMötjung f^gen mr 

37, J«= a/9c + abc + dby-^c/JÄ— 'yb'a-*-cba ^ .. . 

1* 



©0 ift 

38» sin M = -: -. — : sin M' = '—. ;; sin M" = -: ; : -j 

sin CO« sin a' sin co. sm ut'' sm w*. sm co^' 

8cic{(!^nen xoix bie SBinfcl jtDif^en ben ^albmeffern OM, OM', OM'' 
unb ben i^ncn gcgcnüberttcgenben Seiten M'OM'', MOM^ MOM' mit f*, ^% 
f*'', [0 ifi 

39. sin fi = ^ ,, = aA" + bB" + cC" 

sm w" 



sin u' = — = aA' + /3B' + yC 

^ sin «' 

sin a" = -T^ — = aA + bB + cC 
sin 0) 

S)ie ©ebingung bafür, ba§ bie brei ©etaben OM, OM', .OM" in Sinet 

©bene liegen foflen, ifi 

40. J = 

unb bag jte aufeinanbet fenfre^t flel^en 

41. J = 1 

Bartels: Apergu abregö des formales fondamentales de la geometrie 
ä trois dimensions (Academie de Petersbourg 1825). 
Statt J fann man au^ [(^reiben: 

a (^c — by) + b (^'a — c«) + c (ab — aß); ebenfo fei 
j' = a' iß'c' - b VO + b' (y'a' — c'aO + c' (a'b' — a'ß*) fo ift 

42. J.J' = L (M'N" — M"NO + M (N'L" — N''LO + N(L'M'' — L"M) 
jur ?lbfürjung trurDe l^ier gefegt: 

L = aa* + bb' + cc' L' = aa' + hß' + cy' V = aa' + bb' + cc' 
M = aa' + i^b' + yc' M' = aa* + ßß' + yf W = aa' + ßb' + yc' 

N = aa' + bb' + cC N' = aa' + b/5' + cy' N" = aa' + bb' + cC 

2)ic ©leic^ung 42 lägt jtc!^ aucfe fo fd&reiben: 
JJ' = L (M'N" — M"N') + L' (M"N - MN") + L" (MN' — MN) 

aSier tDeitcre gormen biefcr ®Ieid)ung ergeben jicft, ttenn man ber Steige 
na(J} bie ©roßen L'M'N', L"M"N", MM'M", NIÄ'N" aufeet^atb ber ißaren^ 
tiefen fe^t. 

9Jad&bem nun bie ^au^)tformeIn ber Ueberf!(3&t tt)egen o^ne Seweiö jus 
fammengefieHt »orben jtnb, folgt no^ eine turje 2!)emonftration berfetben: 

S)urd& ben Urfprung ge^en gtt)ei ®erabe, ml6it eine concentrifd&e 

Äugel t)om ^albmejfer 1 in M unb M' treffen, unb bie mit ben 3tjen ffiinfet 

bilben, beren Sojtnuö gleic!^ a, b, c; a, ß, y jtnb. Ttm lege bur^ M brei 

ju ben 9tscn fentrec^te Sbenen, fo erl^att man ein {paraüelepipeb, beffen S)ias 

gonale OM ifl, unb beffen Äanten gleitb a, b, c finb. SDie ißrojeftion oon 

OM auf OM' ifl gleich cos MOM' = cos «. SRan fann aber t>on nacb M 

auf einer gebroiäfeenen ginie gelangen, tt)elcbe auö brei Äanten glei(3& a, b 

unb c befielt, unb beren ^rojeftion auf OM' ebenfalls = cos oi ifi. S)ie 

5Proj|eftionen üon a, b, c auf OM' jtnb = aa, bß, cy mithin ifi 

cos w = aa + bj9 + cy 

i 

S)er 3n:^alt be^ 3)reie(f 3 MOM' ifl = — sin w ; auc!^ ifl nacb einem 

befanuten ©a^e biefer Sw^^^tt glei(!b ber Duabratwurjel au« ber ©umme ber 
Duabrate feiner ^Projettionen auf ben brei Soorbinaten Sbenen. ®« fei 
j. S5. NON' bie ^Projeftion öon MOM' auf ber xy gbene. SBir lii^tn burd) 



N unb N' je jtüet Stnun :^araDel mit bet x unb y %je^ unb erl^aUen babuc(3^ 
2 9lc(i^te(fc, beten Seiten a, ß unb «/ b jlnb. (gine leid&te fleomettifi^e tlnterc 

1 

fu^ung fu^tt nun batauf^ ia% SDreieÄ NON' = -^ (J^ß "" «'^) ^ß» 6benfo 

finbet man für bte ^tojeftionen bon MOM^ auf ben beiben anbetn Ebenen 

1 1 

sin ö) = \/(ajJ — ab)'^ + (ca - ya)'^ + (by — i^c)*^ 

^iemit ftnb bie gwnbamentalformeln erttjiefen^ »on n)el(^en inöbefonbere 
l)ie fecjtnu^formel in bet analptif^en ©comftrie eine tt)i(S^tifle SloOe fpielfc 
©c^t ]^aufi(i begegnet .man einet ©umme \)on btei ^tobuften mit je ^xod 
Ratteren» 6in fotd&et 9tu^btu(f flettt fafl immer ben goflnu« eine« SBinfeld 
t)or. 6« feien j. ©♦ M (x, y, z) unb M' (x', y', zO jtt)ei fünfte einet föbene. 
t)it gojlnuö bet SBinfel, xoüi^t bie ®etabe MM' mit ben ^Ijen bilbet. 



X — X' y — y' z — z' 



MM 



' = \/(x — x02 + (y — yO^ 4- (z — J^'J^ 



MM' MM' MM' 

2)ie ©ofinuö bet SBinfel, »el^e bie 9?otmaIe bet ßbene mit ben Stjen 
tilbet, bejei^ne man mit A,B, C. Da nun t>it Stotmale auf atten ©etaben 
hl ßbene fenftec^t fle^t, fo ifl bet Sofinuö bet betteffenben SBinfel = o obet 

A(x — xO+ B(y — yO+ C(z — zO = o 

bie ©leic^ung bet 6bene; nel^men njit l^iet x, y, z ald bie laufenben ßoots 
binaten an, unb ben ^^unft M' ald feft, fo ^aben toii auc^ 

Ax + ßy + Cz = const. 
SWittelfl biefet Settadfetungen mxi man ft^ leicSbt bie gotmeln 1—20 
crflaten tonnen» IBeim Uebergang t)on ber ©etaben 1 gut ßbene 11 ijl ju 
betucfji^tigen, bafe, toenn eine ©etabe auf einet gbene ffufted^t fte^t, t>it 
^tojeltion bet ©etaben auf einet gootbinaten (Sbene aucb fenfte^t fielet 
<iuf bem S)ut^f^nitt bet leiteten mit bet gegebenen Sbene. 

S)ie götmeln 31 laffen ft(!b auf fotgenbe 2ttt bctoeifen: SWan jie^e butc^b 

btti Utfptung bie ^albmejfet OM, OM', mlijt mit ben gegebenen ©etaben 

(a,b;C) unb (ja,ß,Y) J^araüel ftnb. S)ie ßojlnu« bet SBinfel jmfcbcn bet 

Jlormale bet 6bene MOM' unb ben 3tjen finb nacb unfetet Sejei^nung gtei^ 

A, B, C. 9lun ifl bet SBinfel 9 jtt)if^en bet glä*e MOM' unb i^tet '^Pto* 

jettion NON' auf bet xy ßbene glei^ bem SBinfel jtt)if^en biefet Slotmale 

NON' 
unb bet z %it, obet cosy = C; anbeterfeit« ifl cosy = ^^ obet naft 

km Obiaen aleicb . ^ \ mitfiin C = , ^ \ ebenfo »etben bie 2luös 
° ° sin « ^ sm « ' 

huie fut B unb A beriefen. 35ie ©lei(!bungen 33 unb 34 berufen batauf, 

^aS bet SBinfel gwif^en PO unb bet Slotmale bet, beiben ©etaben ^jataüe* 

len, gbene gteid) 9lua, alfo bet 6ofinu« be« SBinfett gleicb 1 ifl- Statt 34 

tann man au(ft fcjjen 

A PO + ^ PO + ^ ""PÖ" ^ ^ 
^TÖ^' 'pq' ^^^ ^*^ 6oflnu« bet SBinfel gtt>if(äben PO unb 
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®ie :®Ieiftmfg«n aöirnb äl6/fo{flfeit Mcett an« 29 unfc 30^- Dtirti. bte' 
®rJ8itt a;b, C, Ä'... flnb »ie Sulinudi ber Sätuf el> twi^e Wc.9*oi;uiÄltli,^et 
ebenen MOM', MOM", M'OM" mit jben Stjen .ma*en, utib ber SBinfcI jm^ 
fdßert jtoei f olc^en 5Rotma(en ijl fltcic^ bem SSinf et jwtfd&ett btn cittfprc^enbcn 
Ebenen. 2Djc @tei^itnci 3'7 Wi^i^n4^ fo.-gefi^wkn iöetben: . . , . 

J = a (jJc — V) + b (ya — r Ca) 4- c (ab — ajj): 
= (aA" '+ bB^' + cC^O sin ö)" 

Sin /i* ifl, gleiij^ bem ^ejinu^ be« SBinfel^ jmWen OM unb ber 
5Wormale öon M'OM"/ ober nad) ber Sojtnuöformet sin ii = aA'' + bB"^ 
+ cC^', ba A/^B^C' bte €ofinü« ter ffiinfel finb, weld^e bic iRörmale 
tjon M'PIW mit ben ^Ijen ina^^t Somit tt)aren bie gormetn 39 erwiefcn r 
linn .fui^ren ganj einfa^e gebmHti^^« 33<tra^tungen barauf, b«ft $in )» sin«"^ 
gleid^ bem Sn^att beö bur^ bie Äanten OM, OM'; OM" beftimmten ^arÄÜefi^ 

<3iV<b^ ifi f-^- ^»n «" *?= ibreied M'OM"^ ; mit ^in ijl au<^ J flleid) biefem 

Sn^alt $Darauö folgt, baf njenn bie ©eraben OM, OM', OM'f in ®incr 
ebene liegen , J = Slutt fein mug. Stehen jtc aber auf einanber fenfrec^t^ 
fo ifl bai5 genannte $aratlelepipeb ein SBürfel, beffen Äanten OM = OM^ 
— 0M"'= 1 ftnb/nnb beffen 3n^alt alfo an^ = l ifl;. 

. J)ie gormel 42 ijl eine ibentif(^c ©leic^nng' jn^ifc^en bert 18 beltcbigen^ 
^rßften 

abc, a/Jy^abc, 
a'b'cV a'^y, a'bV, 
man übergeugt jt(^ b«t)on bur^ %uöfu^tung ber 5Wulti^(ifatt0neit> toof« l^ier 
unterbleibt, ba biefe 5Red)nung, abgefe'^en loon i^ter SBeitlciufigfeit, ol^ne alle 
©d^iertgWt ij!. SBenn bie 18 ©riJgen bie ©ebtngungen erfüllen: a^ + b* 
+ 0« = 1, a^ +p + y*== 1 w. f. f., fo Rnb fle bie «ofmu^^on 6 ©e^^ 
raben im 5Raum,» unb bie ©ebcutung ber ®leidt)ung 42 in ber anal^tifd^en 
ekometrie befte^t barin, bag au^ i^r eine Weil^c^^n einfÄ(||eren JBegi^iun^ett 
jitb ableiten lajfen, \>mx^ 9lnna]^me f<>ejteller gäfle* @d tonnen alfo etite 
übet melrere biefer 6 ©eraben jufammenfaflen, ober auf cinaitbet fefifred&t 
fielen. 

©ei ber formet 25 ift ju bemerfen, baft m ber 9tbftaftb bed Urfvcuttg^ 
üoii bem £)ur^|(^nttt ber z^jce mit ber ebene ä =^ px + qy + m ift, uufr 

1 ' ' 

na(i) 12- bebeutet -r- ben Sojinuö beö aSinfelÖ ätt)if($cn biefer 2tj^ ünb ber 

üom, ttrfprung auf bie ^^txit l^er^bgelaifcnen ®enfre(^ten*. ^ie bur(fi ben. 
$un!t (§,37,0 ge:^enbe parallele ebene ^at bie ©leidfeung £ = 1^5 + qy + m% 
unb m' ~ m = J — p J — qj7 — iti ifl baSjenigc ©tfidl ber z2lre , tpel^e^, 
jbifc^en beiben ebenen enthalten ifl, i»orauö. |ti^ \>\%. SRelation 2b* erfrört 

. ^e ebency wel(6« bürcft. ben ttrfprung fenfre<!bt jauf >ie©eraDe. ä + p^ 
^. m Ä= 0/ y rH qz -f n =^. gelegt »itb; l^iit bie ©leidfeung (11) «=rpx -f qy; 
bie ftoorbinaten be« ®uri!&fc^ttittöV^nftc« ilub Äifi> . 

z = - i^ (pm + qn) y = i;T JP (9'" - P") - "j 

X = — ^ jq (qm - pn) + m| 

na^ einigen leidf)ten SRebuftionen ergibt jld) ^ierauö mit ©eriidtfi^tigung, ber 
©leic^ung k« = 1 + p^ + q* 



m* t. 



\üel$e3 »et «ttäbnitf 2T ifti • 

Um l)ert9lbftanl> frc^tßurtfM (?, «7/ D twn l)er ®etabcn x^ipz + m^o^ 

y + qz 4- n == ju fltiben; Dcttegen "»u bcn (Sootbiitakn UtfptMng nac^ 

Ncfem ^ntt, tri^cni wir flatt x,y/ z, lit n^ueii ©o0i*maWtt x + ?, y + 7, 

2 + J; fe^en, O^iebnt* betttjattbdn ft^Dfe ®(et(i)UÄöieTi bet Skraben in folgcnbe 

X -f- pz + (? + pC + m) ^' • y + qz + (// + qC + n) = ö 

SRtt^in burfen »tt, um tjon btt gormd 27 auf 28 überjwge^en, nut 
flatt in unb n bic ©rogen ? + pC + m unb 7 + qC + » f^^^n / tt)cbur(!^ 
noit bic leJitcTc f^^tm ermatten. 

$; 2. S)te SangentiaI«@Bene unb DIomtale rittet ^la^e. 

3n mtm fünfte M eiltet glac^e bettfen ttjit un5 bie Setü:^tunc|i^ekTie 
Mitb nel^men auf biefet noc^ gmi ^nnfte M' unb M" an, [0 bag MM' pataflel 

bet zx (Sbene unb M"M' po« 
taüel bet zy Sbene ift; but^ 
M n?ttb eineßbene gelegt pa^ 
taüel bet xy @bene unb öon 
M' unb M'' anö fäßen tt)it 
batauf bic ^Jetpenbifct M'N' 
unb M"N"; enbtid) lege man 
but^ M' eine ebene, ebenfatt« 
:0araflet bet xy gbenc, t»e(cbe 
M"1N" in N''' fcl)neibet. 9?un 
ifl M''N" =^ M"N'" + N'"N" 
= M"N^"+M'N' ?lbetM'N' 

=p.MN' mib M"N'":=q.N'"M' 

"^ ttJO ig M'MN' = p unb 
Ig M"M'N'" =» q gefegt toutbe. 
€d feien xyz bie ßcotbinaten 
t)Dn M unb x'y'z' biejenijjeti 
»on M'', fo '^abett wtt bie 
@Ietd?ung bet Setü^tungöp 
ebene 

1. z' — z =^ p (x' — x) + q (y' — y) 

©enn bet $unft M feji ifl, fo bleiben W SBettl^e p unb q ungednbett, 
too au(3^ M" auf bet XangentiatSbenc liegt; ifl M" uncntlid) na^c bei M; 
«nb jtjcnnt man bie. SDiffetenjen x' — x, y'— y, z' — z bejiel^ung^n?etfe 
dx, dy, y^, ,fö,.et]^ätt .man bic ©feicftunq bet langential^gbene in foIg|ens 
kerSotm: \, ' 

2. dz ^ p dx + qdy 

J)ie®toSen p unb q n?etben nun au^ bet Oleid^ung betglad)e z = f(x,y) 
bejlittimt, inbem man juetft y.ujUJctanbett lagt unb bie >artiefle ?lblettung 

dz 

öon z nacb x -r- == p fe^t, l^ietauf bleibt x unDetanbetli^ «nb bann ijl bie 

,;: ■.' CIX 

'•••■•• . ' . • 

pattictfe '^tleitung t?on z^ nad) y — =^ q» ^ . . , 

j 
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S)ie ^rojcftionen bet Sinie, tt)eld)c in M bie Jangentiatgbenc ober bie 
gld(äfee {tntxtd^t f^neibct, auf ben 6benen ber zx unb zy tnuffcn bie 2)ur(]ö' 
fc^nitte ber Sangeutiatebene mit biefen ebenen ebenfalls fenfre^t treffen, 
l^ierau^ ergeben jtc& unmittelbar bie ®lei(3bungen ber Stormale in M 
3» x' — X + p (z' — z) = o y' — y + q (z' — z) = o 

S)ie ©lei^ungen 2, 3, 4 in § 1 geben bie SBert^e ber SSinfet a, ß, y 
an, toelcöe bie ^iormale einey gladje mit ben goorbinatenajen bübet; fte jinb 
ibentifcft mit ben ©leic^ungen 12, 13, 14 in § 1, \>{( jt* auf bte SBinfet 
«/ ßf r bejie^en, tDel^e bie Serül^rungd-ebene einer gtad)e mit b^n ßoor« 
binatensgbenen mac^it» 

SBir fällen üon M auö auf bie xy ebene ba^ ^er))enbifel MN unb nc^^s 
mtn auf bejfen 9iid)tung ben ^unft fA an, fo ba§ N^tt = const. p ifl, bel^nen 
biefea 33erfa^ren auf fämmtUcfee ^untte M ber gegebenen glä(!^e auö, fo liegen 
bie ent(pre(ftenben ^fünfte /w auf ber abgeleiteten gläc^e, bie toix mit Cfi) be^ 
jei^nen tt)oüen. Sine p)tiU abgeleitete glädbe (v) ergibt jt^, tt)enn auf ben 
Orbinaten MN bie fünfte v angenommen toerben, fo ba§ Nv = const. q ifl/ 
SDie ©leic^ungen ber Spangen tiatgbenen biefer gläd^en ftnb folgenbe: 

4. dp = r dx + s dy 

5. dq = s dx + t dy 

SDie ®rö6en r, s, t »jerben auö ber ©tei^ung ber gegebenen gla(öc 
z = f(x, y) beflimmt, bur^ jtreimalige partielle S)ifferenjiation X)on z; unb 

dx^ dxdy dy^ 

ÜRan braudjt, um fi4 ^icöon ju überjeugen, nur nadi 2 bie ®lei(]&ungen 
ber J^angential^ebenen t>on (fi) unb (r) ju teftimmen; inbem man ftatt z, p, q 

juerfl bie ©ro^en p, -p, -p fe^t unb l^ierauf bei ber gnjeiten glac^^e 

da dq ^ , «*^v . . ^ r dp d'^z dp dq d^z dq d^z .- 
«' d"i' d^^ ^^*^ berucfft^ttgt, baß -== —y^= -== ^-^, -=. ^ ifl. 

S)ie 9lbleitungen toon p unb q jinb gleid)fatlö V<Jttiell, b. 1^. bä ber 
Differentiation t)on p ober q nad& x ifi y alö confiant anjufe^en, unb bei 
ber S)ifferenjiation \>on p ober q nad) y bleibt x unoeranberlid). 

9luf biefelbe SBeife, toie auö ber gegebenen gläd)e Ut ^ütf^flacben (fi) 
unb (v) abgeleitet njorben jinb, entfleVen auö (^) \)it »eiteren ^ülfötla(!ben 
OO unb' (/^'O unb auö (v) bie glasen (v') unb (v'O; eö »erben namli* 
auf ber 9ti(i)tung ber Drbinate N/i* bie fünfte ^' unb /u," angenommen, fo 
Dag N^' = const. r unb N^" = const. s ijl. SBenn biefe^ SSerfal^ren auf 
alle $unfte ber glac^e (^) au^gebe:^nt »irb, fo beftimmen iit entfpre^enben 
$untte f^' unb fi'' iiit abgeleiteten gläc^en (^') unb (it*"). gerner nehmen 
»ir auf ber 9ti(^tung ber Drbinate Nv bie fünfte v' unb v" m, fo baß 
Nv' = const. s unb Nr" = const. t ift, fo liegen v' unb v" auf ben abge^ 
leiteten glätten (v') unb (v"). 2)en StangentiaUßbenen oon f^')/ (/^") ober 
(v')/ C^'") ent|>re*en na^fte^enbe ©leii^ungen: 

6. dr = u dx -f- ui dy (^0 

7. ds = UI dy + V dy 0*") ober (vO 
8» dt = V dx + w dy (v") 

2)ie ©rogen u, ui, v, w »erben auö ber ©leiiS^ung ber gegebenen gld(!^e 
beflimmt, z = f(x, y), burd) breimalige ^)artielle SDiffereuiiation »on x, unb 
j»ar ifl 



u = 



d^z 



ui 



d^z 



V = 



d3z 



w = 



d^ 



. 2. 



dx3' "^ ix^y ' dxdy*' " dy» 

S)ie ©tei^ungcn 6, 7, 8 für feie XangcntiaUgbenen ber neuen ^ftlfd« 
flachen bejltmmen {!(^ ganj andog t)et ©(ei^ung 2 ber gegebenen gläilbe. 

etatt 2, p, q »erben namlic^ ber »iei^e na* r, ^, ~:; s, j^, ^; t, ^, -j- 

^ clr_^d^ dr_ d^z _ ds ds _ d^z __ dt 'dt^d^z .- 

seiest, »0^- ^; ^- j^^- j]^; jy- j]^- jx*^ d^"- d^^ ^'^- ^^^ 

biefc 9lbleitun(jen jtnb partiell , b. ^. bei ber SDijfercnjiaticn t)on r, s, t mS) 
X ifi y unb bei ber Differentiation mäi y ifl x alö conflant ju betrauten. 

$. 8; Aoniugitte Satigniten* 

9luf einer glaä)e liefen jtt)ei nnenbticib na^e ?Punfte, M unb M', beren 
'a:angential::6benen mit etnanber ben SBinfel « bilben unb fl(^ in MS ji^ntU 

ben; bie ginien MM' unb MS ftnb jttei fonjugirte 
Tangenten be« 5pun!t« M, ber SBinfel M'MS fei 
= a, ferner nebmen tt)ir an, ba| M'S fenfre^t 
auf MS ftel^e. S)aö ßinienseiement MM' bejeid)« 
neu t»ir mit ds. 9Kan jiei^e in ben ißunften M 
unb M' bie JWormalen ber glä^e; auf benfelben 
liegen jtoei ^ßunfte, P unb P', rotl^t bie gigen* 
fcbaft ^aben, baß bie fiinie PP' fenfre*t,fie^t fo^ 
tt)o|il auf MP ate au* auf M'P' unb alfo bie für« 
iiefte Entfernung jtt>ifd&en beiben JWormalen angibt. 
2)iefe ^init ift paraüel unb glei* MS, ber ^unft 
P tt)irb ber ^'ol be« Sinienelementd ds genannt, 
unb MP bie ?P 1 b i fl a n g. SBir l^aben mithin *f oJgenbe 
®Iei*ungen, inbem tt>ir MP mit d unb PP' mit ^ 
bejei*nen : 

1. ;, = ds. cos a 

2. d = ds . sin a . cotg co 
3n ber ebene PMM' »erbe M'O fenfreftt auf 

M'M gebogen, liegt auf ber JRidjtung ber Stör« 
male MP ; nun l^eiftt MO ber Ärummung^^albmejfer 
beö bem Clement ds entfpre^enben 9tormalfd)nittd 
'ber gla*e. SBenn »ir benfelben mit q bejei*nen, unb ben SBinfel MQM' 

mit /?, fo ift — =/., gür ß lä§t fi* aber bur* einige t)on felbfl fl* bar^: 

V US 

bietenbe geometrif*e Setra^tungen foglei* ber SBert^ flnben ^ 

ds . sin a . t^ 0) . 
ß = : ober 




ds 



3. /9 = sin a . tg cn 



4. 1 = 

Q 



sin a, in (o 

ds 



Den SBinfel g»if*en M'P' unb ber gbene PMM', »elcfter bie 9lbtt)ei*ung 

>et Slormale am gnbe beö Slement« ds t>on ber bur* feinen 9lnfang«punft 

M gelegten SRormalebene ber gla*e »crfleüt, bejei*nen toit mit y unb erl^alten 

PP' . sin a X . sin a . 
y = = — 0ocr 
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5, Y =^ cos «, . tg to ' 

S)ie ©tcic^iing bcr XangcntiateScnc bcö tpunftö M fei dz = p dx + qdy; 
ieim Uebctgattg: tfuf.lyen^nnft M' tjeripanMH ft^ p iinb q in p ^ (^ unb 
q/'rt-'dq* 2>ie ®Iei*uffg feer Zangcntiatgben^ in M' ijl alfo 

?' '. dzi(p + dp)dx + (q + dq)dy 

/ ' gait »enbcii nun W-e gormein 17; nnb 18 be^ §. 1 an, tnbent wir fratt 
p unb q , p + dp unb q + dq fe^en itnb bentcrfen, ba§ in ben Slcnnetn 
jener ^uSbrücfe pp, ,+ qq, + 1 unb kk, bie nnenblit^ Keinen ©tS^en dp 
^fib dq lieben ben enblid^en ©ert^^n t)on ,p unb q t)erf(^tt)inben, l^iebu:r)(| 
erl^alten mr bie gormel 

6. tg (o = sin ft) = -r^- ^A 

inbeift wieber ber ©infaii^l^eit wegen k^ = 1 + p^ + q^ unb ber im ^Igen:: 
bm il^auflg t)»rtömmenbc «uöbrucf (t + q^) dp^ + (1 + P^) ^^^ ~ pq dp dj 
^A gefegt wirb. 

/ 'lim bcn ffiinfel « jn befiimmen, l^aben wir für bie 8inie MM' juna(!^ft 
bte ®Iei(^ungen 

/: 7/ (x-xO-^(2-zO-0; (y-yO-^(Z~zO=0 

5)ie ©letcftun^en. ber Sinie MS, wel^e auf beiben langentiafcßbeneit 
t^% M unb M' jugtciift liegt, jtnb 

■ dz =t p dx + q dy uttb dz ^ (p + dp) dx + (q + dq) dy ober 
• = dp dx -H dq dy 

Wrtc^e 2tu«brü(fe jid> and) unter folgenber gorm barfleHen lajfen: 

8. dx + - ' — ::- dz ==*o dy r.. — E — dz = 

qdp— pdq , ■ ' qdp — pdq 

S^acb 9(nwenbung ber gormeln 6, 7, 8 in § 1, inbem man fe^t 

dx __ _ ^ . / _ . dq ^ dp 

P"~ dz' ^~ dz V? "" qdp — pdq' ^ ^~ qdp — pdq ^ 

ergibt |icl) 

■ ^ (q dz + dy ) dp — (P d« + dx) dq 

9. OQS a Ä= ; 7= ; 

ds VA 

10. tg a ^ (dp dx + dq dy) k 

' (qdz + dy) dp — (p dz + dx) dq 

.. . (dp dx + dq dy) k 

-J it. Sinei :^ '-^^~ — J.-_3:--ZI.._ ■ , . 

ds vT^ ' . 
©ei ber gntwirftung beö ^etti^ tvön tg« ifl bie öWei^ung dz ^fix: 
+ q dy ju berii(fP(^tigen. 

2Bir l^aben alfo für A, rf, ß, —, y bie ®leid)ungen 

j2 ;l = C<I <^^ + <^y) dp — (p dz + dx) dq 1 

.• * VT" .'. " 

h . r 43.' # =sp -j* (dp dx -j*- dq dy) ' <: 

14. 5 ^ dpdx+dqdy , ' ' '' 
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t ■ ■ 

ß kds^ ^ «- ' 

4« . (q dz + dy) d^ — (p dz + dx) dq \ 

§. 4. S)ie ÄtumintttigdUttiett. 

3« b^ett ^vmetit 9, 10, il bed §. 3, : »ri^e bie SSett^c bc« »htfete a 
an^ebetti* ben jn^ei fonfiEgirte S^dnif^enleit in einem ^nnft einer ^aä^t mt 
einanbcr bilben/fe^en mt a = const. unb erhalten babutc^ bte SDiffetenjiaU 
©IHc^ungeh berjcnijcn iitikri, mti^e burd) bte ©igenfc^aft c|arafteriprt ^nb, 
l)a§ in jebem ^unft bcrfelben bcr SBinfct j^ttjif^en bec 2:c^ngeHte bcr ginie 
unb bcr fonjugirten Sanflente ber ^l&iit conftant ift. ^n bem fpejieüen gall^ 
tw) biefet MinUt ^ 90^ et^tt mm auö 9 ober 10- 

!• (q dz + dy) dp — (p dz + dx) dq = o 
unb an6 ber ©letd^nng 11 be^ t>orl^rgel^enben ^atagra^Jl^en 

2. dp dx + dq dy == — ^j- 

35ie ginien « = 90® tt)erben ÄTummnnciötinien genannt; 
i^re ©leid&ungen finb in 1 nnb 2 bargeftetlt, unb i^re erfie 
6igcnfdbaft befielet barin, ba§ bie Tangente ber Ärümmungö» 
Hnie auf ber fonjugirten Xangente bcr gl^^c fentrecftt fielet. 
S)ur4 aSerglei^ung ber t^orflel^enben g^^^^^ ^^^ ^^^ Slumern 12 — 16 
bc^ §. 3 erhalten n>ir treiter: 

3. X = y = 

hierin ifi bie jtt)eite Sigenfd)aft ber Ärummungölinien ent^at* 
tcn, ba§ i^tt)ei aufeinanberfoIgenbeJRormaleu ficft fd&neiben, ober 
l>a§ bie 5Rormate am (gnbpun'ft eineö 6(ement^ ber Ärümmung^« 
Unie nicS^t au^ ber Gbene l^erauötritt, »eld^c ficf) burc^ biefed 
ßlemeut unb iit 5JiormaIe ber gläc^e im?lnfangö:punlt beffelben 

legen lägt, ©ur^ 2lnvt)enbung oou 2 auf bie ®ert:^e öon d unb — tx^ 
gibt m "• ■ ^ 

•• ■ Va • 

J)er (Steigung 1 laßt ftift eine anbere gorm geben, tt)enn mdn bie 
®te{d)ungett 2, 4 unb 5 in § 2 bcnü^t, nSmU^ dz =^ pdx + qdy 
dp = rdx + sdy dq = sdx + tdy 

SWan erhält bann na^jlel^enbe ©lei^ung ber Ärummungölinien , tt>ie jte 
»on aWonge ^aufig angetvcnbet n)orben ift:' 

5, (-—)' ^(1 + q») • - Pqt)| *« ~J^ \a. + q') r - (1 + p«) t| - (1 + P*) « + pqr = 

S)ieg ijl bie S)ifferenjialglei^ung ber ^rojeftion ber itrümmungölinien 

auf bcr xy gbeneTba f!e in Sejicl^ung auf-^ pom jbeiteu ®rabe ifl, unb 

rtfo 2 SBurjeln l^at, fo folgt batau«, ba§ fid} in jebem ißunft M einer 
gla4e'2 Ärümmung^linien fd^neiben. SSir nel^men biefen $unft 
ate Soorbinatenurfprung, bie jBerul^rung^ebene oon M ajö xy Sbene, alfo 
bic9lormate afö z2lje an; unb fp^en bemgemäf in ber ©teif^ung 5 p=^q = o^ 
»elcjje jicft baburc^ in ■ . ' , . 
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6. (^)^ + ^ C^^) -1 = öertt)anbelt 

dv 
SDa^ $rol)utt bcr beiben SBcrtfic öon -—- tfl l^icr = — 1, mithin 

fi^netbcn fiii bic Tangenten ber Ärümmungötinien in M rc(^ts 
»inflig, tt)obur(ä& eine iioeitere 6igenf(!baft berfetben beiDie^ 
fen ift: bie Ärümmung^linien bilben anf iebetgtä^e jtvei ottl^o?' 
gonale Sinienf^iieme. SBäl^It man ik Sangenten ber in M ^ä) fd^nci« 

benben Ärümmungölinien jur x unb y ?lje, fo ifi in 6. -j - = o ju fe^en, 

ttjorauö ^c^ fofort ergibt 

7. s = 

gür biefe^ 9ljen|>ilem tDotten tt)it nnn bie 2Bert^e ber ©rö^en X, S, ß, 
1 
— , Y ermitteln, inbem Xoix in ben 5luöbrü(fen 12 — 16 be« §• 3 jnnad)11 

p = q = s = fe^en unb für dp unb dq bemgerad^ r dx unb t dy f ubfti^ 
tuiren, unb erl^alten fo: 

8 A = rdxdy — tdxdy 



9. S == 



rdx^ + tdy^ 

Vr^dxM^l^ 

10. ^^li^+ÜI^ 
^ ds 

1^_ rdx^ + tdy^ ' 

Q ~' ds' 

.^ rdxdy — tdxdy 



IL 



ds • 

SBir bejeii^nen ben SBinfcl, tt)el(^en baö ginienetentent ds mit ber x ^Ije 
bilbet, burc^ a unb bie jwei SBett^e t)on ^, tcelc^e ben Ärummung^Unien 

entfpred&en, mit R unb R', fo ^at man -p = cos a unb -^ = sin a. SDic 

dx 
SBert:^e tjon R unb R' ergeben jt^ auö 11, inbem man barin juerft -r- = 1 

unb -j^ = fe^t, l^ierauf -i- = ^ wnb ^- = 1, tt>obur^ man erpit 

1 1 

R — R — 

Obige ©fei^ungen locrttjanbeln jl(^ nun in folgenbe: 

J 1^ 

... 1 . o R" R^ . 

14; A = -TT- sm 2a — , . ds 



V R2 ^^^^^ + 5^ ®^"^* 



1 1 

-^ cos'^a + r^ sin'a 
15. J = ^ **' 



R,» 



p cos*a + g-j- sin*a 
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16. /? = ds f-^ cos^a + -^ sin^a) 

11 i ' 

17. - = -^ cos^a 4- -«- sin^a 

18. y = T«'"2*(T--s;)^^ 

I)ic ®Ict(]&ung 17 jctgt an, bag bic bciben augcrften ©ert^c üon p glei^ 
R unb R, flnb, ttjcgl^alb leitete Ärümmunä^l^attmcfl'cr ^auptftümmungös 
^albmcffet genannt »erben unb ^iemit irdrc bie 4. ^aupteigen« 
f^aft bet Ärümmungölinten beriefen, njoDon ftc t^ten Slamcn 
ermatten l^aben, nnb ttjel^e barin bejiel^t, ba§ i^re lanjenten 
in iebem ^uiffte bie SHtd^tnng ber gr6gten unb fleinfien Ä^üm« 
mung angeben. 

9luö ber ®(ei(!^ung ber 5tugel x^ + y^4-z^ = l erl^alten xoit 

X y . xdz — zdx , ydz — zdv 
p = _ _, q = _ ^, dp = -, , dq = '—^ 

3)ur(^ ßlimination t)on x, y, z ergibt ftd^ 

19. (qdz + dy) dp — (pdz + dx) dq = o 

SDiefer SluöbruÄ, alö jtreite I)ifferenj{al5®Ieid&ung ber Äuget idxaSiM, 
gilt für jeben SBert:^ t)on dx unb dy, b. ^. ttjenn man einen beflimmtcn 
^unft M ber Äugel alö SWittelpunft eineö uncnblicfe fleinen Äreife^ betrautet, 
beffen §albmef[er MM' tjl, fo fann ber ißunft M', beffen Soorbinatcn t)on 
benienigen bon M um dx, dy, dz bifferiren, irgenbtt)o auf ber ^eripi^erie biefed 
Äreifeö liegen, unb hd jeber Sage mrb jene ®Ieid)ung befriebigt fein; öon 
jebem ^unrt ber Äuget auö laffen fld^ atfo nadb aüen 9tid&tungcn :^in Ärum« 
mungötinien jiel^en, ober, toa^ baffetbe ifi, atte 9'lormaten ber Äuget f(!6neiben 
pc^ tu 6inem ?ßunfte. SBenn aber bie ®teid&ung 19 einer anbern gla^e 

dv 

angeifert, fo irirb j!e btoö für jtoei beflimmte SBert^e üon -p befriebigt, 

unb ber $untt M' fann nur fo tiegen, ba§ bie SRii^tungen MM' biefen jtioei 
SBert^en entfpretften; tjon aüen übricjen ^Punften be« unenbli^ fteinen Ärei« 
\t9, auf tt)etd^em M' liegt, treffen bie Slormalen ber gta^e biejenigen )oon 
M ntc^t. 

@ine tDeitere äRet^obe, bie ®Iei($ung ber Ärümmung^tinten }u enttvtdetn, 
bcftel^t nadb 2>ionge barin, bie ®Ieid^ungen ber 9?ormaIe ju bifferenjiiren. 
S)iefe ©leic^ungen jinb mä) §. 2, 2 

X' — X + p (z' — z) = o; y' — y + q (z' — z) = 

©etra^tet man ^ier bie laufenben Soorbinaten x'y'z' atd conftant, unb 
xyz als t)cränberti(ft, fo ifi bie Sebingung erfüllt, bag bie JRormalen in ben 
aufeinanberfotgenben ^ßunften M unb M', bereu Soorbinaten bejie^ungötoeife 
x,y,z unb X + dx, y + dy, z + dz jtnb, jlc^ fd&neibeu, unb jtt)ar in ben 
fünften x'y'z'. 3Ran erl^att baburcife, mit SerütfPiS&tigung bon 

dz = pdx + qdy; dp = rdx + sdy; dq = sdx + tdy 

20. dx + p^dx + pqdy + (z — z') (rdx + sdy) = o 

21. dy + pqdx + q^dy + (z — z') (sdx + tdy) = o 

ober, tt)enn baö einemat z — z' unb baö anberemat -i^ etiminirt wirb, 

dx 

22. (^)^{(i + p»)«-pqt} 4- ^ {(i4-q»)r-(t4-P»)t}-(i + P»)B + pqr = o 



lli 



» '1 



• 'i '' ' 



23. (z — z')* g + (* - z') fc + k'' = ! \ , .... 
xnbcm ber Äürje wegen gefejft mrl):.i.- - :i f 

g = rt - s^ h = (1,+ J^yr + (t,+^ p^yt - 2pqs ;. 
3la(!^ bem Obigen ifl t)er SBinfel y jüif^en bet ?iotmate Änb i)cr z 2lje 

fceflimmt burcö cos y = "U"/ '^tfl^in ifl ber? ^iiuiptfrflmmungö « ^'afcmejfer 

R 3= (z — zO k / alfo ; : 

gR« + hkR+ k^= ö ' ' 

S)ie ©fei^ung 20 liefert 2 SBcrt^e Jjjon. ß, je na^liem. min bai) pfiere 
i)ber 'untere 3^^^^ ^^^ *^^^ Duabra'twurjel nimmt, ©inb heibe. Se4ptH,poii 
gleii^cm Sorjei^en, fo ifi bi? gläd^e glei(^artig gelrummt, tt)ie j, JEi.. ba« 
6tti<)foib; jlnb jxe bon entgcgengefejjt^n Sorjeicben, fö ifl bie gfadbe ungteic^s 
<irtig geMmmt, b. ^. in ber SRicötung ber ßihen Ärummung^linie f^nfai^ 
unb in ber Sfli^tung ber anbern Ärümmungölinie tontjej, . n)ie ^^ einmantlige 
^)9Verbotoib. ßin britter gall ift enbüc^ bk/ tro ber ^uöbrutf unfet bem 
ffiurjeljciiS^en gJei^ h^ ifi; al^bann ifl ber eine Ärummungöllalbmeffetu gteid& 
iinenbtt(^, bie entfpre^enbe Ärümmung^Iinie ifl gerabe, nnb bie gtdi&e ^l^^eifet 
tnttritfetbare glddbe. SBir l^aben atfo folgenbe ßint^eitung: . \ ' ' , 

h^ > h^ — 4k2g ober rt >• s^ bei glasen bon gtei^artiger Ärnmmung. 
h« <;; h2 _ 4|j2g j,i)g|. rt <; 52 ^^j gtäd^en boh ungleitfeartiger itrümmung. 
h^ = b'^ — 4k ^g ober rt = s^ bei entmäelbaren gleichen. 
2luö 22 erl^ätt man 

2)ie ®Iei(^ung 22 fann aucb noc^ in biefer SBeife gefci^rieben tt)erben: 
di rdP- d-5--^ d-5. 

"^^^ dy IdxJ'^^dx dy-^dx dx ~ 
^ier flnb bie 5lbleitungen t)on ~- ober ^ partiell enttreber na^ x.ober 
««^ y genommen. 

5Wa(^ ben gormein 2 be^ §. 1 ifl cos « == ^; cos /? 5= ^ -2^^ 

« unb i?.ftnb bie SBinfel jn?if*en ber JWormale unb ben ^Ijen ber' x unb y. 
SBir l^aben fomit noc!^ eine tt)eitere gorm für bie ©leit^ung ber Ätummiingd- 
Unten: 

d cos a /^lyx^ , r d cos « d cos /?^ dy d cos jJ 

dy Vdx J V. dx dy J dx *" dx ~~ 

SBenn bie ®Iei(^ung gR^ + hkR + k* = für R gleiche SBert^e gibt, 
fo l^at bie gla(!^e in bem 5Punft aüe Ärümmungö^albmeffer ber ^lormatf^nitte 
glei(]6, b. ^. eö ifl ein Slabetpunft Dor^anben. ^iebur^ ergibt ftti^ \>\t ©e^ 
bingung h*^ = 4gk^ ttjelc^e ©lei^ung fic^ unter bie gorm bringen " Id|t : 

[(l + P^)t-(l + q')r+>q(Ä.-s)j' + 4k'(^-s) =o 

ober 



Hb 

28 '' = ^ _ 1_ 

Di€ 5RabcU)unftc ober /fünfte fp^arifcfeer Ärummunfl genügen atfo au§cr 
kr @Iei(^iiiig b^ ^ä(^e hd^ jn^ei anbetn ©Ut^ungen/ unb iii^infn m^^in 
im allgemeinen in begrenzter 3<*^l ^^^f ^^^^T glä^e »orl^anbcn ju fein, 
(©iel^cf § 15.) 

flennen nur bie beiben SSertbe ^n B/ n^cl^e bie ®Iei(^una 24 mbt^ R 
unb RVfo in ' ' ' • 

^^* rTr^ "^ k* '^"- R "^ ß' "^ F 

S)ie gei^metrifi^e 99ebeutun^ ber @(ei(^ung ber JlrummungdUmen . 

(qdz +. iy} dp — (pdz + dx) dq = o . 
faim no.^ in anberer SBeife aufgefaßt »erben. Tlan .tmn biefc &Uii)mi 
au(fe fo [(j^reiben; ' 

— dq . dx + dp . dy + (qdp — pdq) dz = o ober wä^ 
31 — ^ dx dp^ dy qdp -jöq dz ^ ^ 

a/A <is V A is Va ds ^ 

^ier bebeutet ds .ba^ fiinienelement auf ber gtäcfee, ntitl^in flnb -p , 

r-,-^ bie ßoflnuö ber SBintet, toeldje biefe^ Clement mit ben 91j:eii Mtbct; 

S)ie ®roge A l^ai biefdbe Sebeutung, n)ie oben^ nämli^ 
A=(l + q^dp^ + (1+p*)dq? — 2pqdpdq = dq2+dp^ + (qdp — pdq)2 

t>it ®rJ§en ^^i?, ~^, qdp --pdq ^^^^ ^^^.^ gUidjfaUö bie «ofl* 

imö t)on 3 SBinfetn, »etc^e eine Sinie mit ben 9tsen bilbet, ba man iben« 
tifdi ^at 

<iq^ 1 *^P^ . (q<ip - p<^q)^ _ . 

-7- ~r -T — T — 1 

A A A 

S)ie ©leii^ungen biefer ßinie finb 

dx + — ] — T- dz = o; dy ^ — r- dz = o 

qdp — pdq "^ qdp — pdq 

ober dz = pdx + qdy; dpdx -f dqdy =s o 

3)iefe Sinie ift mithin ber 2)ur4)fd^nitt ber burdb ^ie gtoei @nbpunfte bed 

€tementd ds gelegten ^Tangentialebenen, unb bie ©lei^ung 31 brucft a(fo aud, 

kg ber goftnuö jtt)ifd)en ds unb biefem S!)urd^fd)nitt gteic^ o, ober bafe ber 

SBintel jtt)ifd)en ber langente ber Ärümmungöliuie unb ber fonjugtrten San« 

gcnte ber gI5*e = 90^ ijl. 

SBenn »ir, toie oben, ben SBinfel gwifc^en jtoei fonjugirten Sangenten « 

nennen, fo ^aben toir 

00 ' — dq dx + dp dy + (qdp — pdq) dz 

)/dx^ + dy2 + dz^\/(l +q'^)dp^ + (l + p'Odq*^ — 2pqdpdq 
Se^t mau l^ier a = const., fo erhalt man bie ©leic^ung berjenigei^ 
8inien, bei toelcben ber SBinfet fonflant ifi, ioeld&eu in jebem $unft bie Jan« 
gente ber Sinie mit ber fonjugirten Xangente ber gld^e bitbet. 
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3)ic I^eotic bicfet Siormalcn tfl in bcn ®leii&ungcn 14—18 be« § 4 
enthalten, tt)eI(S^c bie SBert^e ber ®r6§cn A, d, ß, — , y angeben, mit 9flü(fs 

jt^t auf fotgenbe^ Sootbinatenfpftem : 3)et «(Juntt M ber glä^e tft ber Ur« 
f^jrung unb bie Stormale biefed 5|^untte« bie z ?tje* 25ie lanc^enten ber jtDet 
burc^ M ge^enbeu Ärümmungölinien jlnb bie beiben übrigen 2tjen, unb jtt)ar 
entfpri^t ber zx @bene ber ^aupttrümmungö^albmeffer R, unb ber zy gbeue 
ber ^auptfrümmung«^albmeffer R,. M ifi ber aRittetpunft eine« unenblitb 
Keinen Äreifeö auf ber gtadje, bejfen ^eripl^erie ber ^unft M' befdjreibt, unb 
beffen ^albmeffer MM' = ds ift. S)er SBinfet jmf^en ds unb ber xStje 
tt)irb mit a bejeidbnet. SBir betrad)ten iunad)fl bie ®rö§e A. 5Wan bifferen* 
jiire ben Slu^brucf 

J ^ 

• ^ 1 . rt RR, 

jS = -^ sin 2a — -====z^==:- ds 

inbem man a al« 33ariable betrautet unb feje ba« S)ifferensial glei^ o, fo 

erl^dtt man 

, cos*a sin^a v * <> i R, 

1. o = -p j^ cbettg% = ±_ 

je nadbbem bie beiben Äauptfrummungöl^albmeffer gleiche ober entgegengefefete 
SSorj^ei^en l^aben* 3tuö 1 folgt tt)eitcr 

„ R, « R cos'a . sin^a 1 



2. sin'a = ■ . ^ cos^a = ^ , ., -^^s h 



R + R, R + R, R^ ' R,2 RR, 

11 1 

S)ie ®Iei(!&ung — = -— cos^a + -— sin^a »eranbert jic!^ in folgenbc 

9 R R/ 

3- ? = 4" ('^ + "-) 
2 

für A erl^ätt man ben fpejieflen SBert^ 

äJorfiel^enbe gormein gelten für ben gall, bag R unb R, gleicifee ^tx&im 
^aben; jinb bie Blieben entgegengcfe^t, fo ijl 

, cos^a = =7- sm^a — 



U - R, R - R, 

6. A = ds; ^ = CO (unenblid)). 

3n biefen ®lei(jbungen ift nad)fle^enbe« I^eorem (oon 3<^a<^imöt^al, 
Journal de M. Liouville, 1848 tome XIII,) entl^alten: 

SBenn fid) eine bett)eglid)e 9iormate einer gldcbeMim eine fefte 
fo bre^t, bag ber gugpunft ber erflen einen unenbli^ fteinen 
Ärei^ t)om ^albmeffer ds um bengußpunft ber lejiten, alö SWits 
tetpunft, befd)reibt, fo ifl baö ÜRajimum ber Sinie, tt)el<fte auf 
beiben JWormalen fentred)t fle^t, enttoeber gtcid) ber S)ifferenj 
ber ^auptfrümmungöl^albmeffer biöibirt bur^ i^re Summe, 
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«ig. 3. 



mal ds; ober c^Ui<i^ ds, je itac&beui bie gldÄe in bcm jcnannten 
'SRittcIpunft <^Icid)artic^, ober unc(tei(ftartig gefrfimmt ift. I)ie 
^rümmungö^albmeffer bcrieiüfleu JWormalfc^nitte, votliit inxä) 

bic gufei)unfte beiber Slormalen 
flehen, finb im erften gall C(Uiäi 
ber falben Summe ber^auptfrüm:: 
mungö^albmeffcr, im anbern gleid) 
uuenbjid). 

SBir ^aben oben bie ^^unfte auf ben 
Slormalen in M unb M', tt)el(^e bie 
fürjefie Entfernung X berfelben ange« 
ben, PunbP' genannt; bie S)urd)fcbnitt«5 
punfte ber betoegliiften S'iormale M'P' mit 
ben (gbenen ber zx unb ber zy nennen 
tt)ir N unb N', unb bie ^Projeftionen ber 
fünfte N; N'; P' auf ber xy ebene fotten- 
mit n; n'; S bejei(!önet tverben; bann finb 
waäi bem 93orl^ergel^enben Mltt' unb MS 
fonjugirte Tangenten, bereu 3BinfeI glei^ 

r a gefegt trurbc. M'Mx = a; unbM'Nn = » 

e^ bePc^en jefct folgenbe SRetatiouen: 

MM' = ds, MS = A 

7. 

8. 

9. 

10. 

COlg Ce) = — X 




11. 
12. 

13. 
14. 



Mn = A . sec (a + a) 
Mn' = X . cosec (a + a) 
Sn = — A . tg (a 4-a) 
Sn' = — X . colg (a -f a) 
• *g (« + a) • cotg o) 
colg (o = — X . cotg (a + a) . colg « 
Nn = M'P' + P'N = <J — A . lg (a + a) . cotg « 
N'n' = M'P' — P'N' = d — X. colg (a + a) colg to 

1 



P'N = Sn 
P'N' = Sn 



S)en grfi^ern jufolge ifl cos « = cos a . sin a 



R 






Vcos^a 
~R^ 



+ 



sin'^a 



sm a = 



cos^a 

"IT" 



+ 



sin^a 



r; 



R, 



V 



cos'a 



15. sin (a -j- a) = 



+ 



R 



sin '^a 
cos a 



atfo 



Vcos'^a 



-«-,- 4 



sin^a 



H, 



2 
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colg 



cos (a + a) = — 



1 



R, 



sin a 



Vcos^a 



sin^a 



R/ 



Ct) = 



ds 



Vcos ^a 



+ 



sin '^a 



R, 



S)te obigen ^udbcnde settvaubcln {t(^ nun in fotgtube: 

R, — R 



17. Mn = — ds . cos a 



R 



Qöflen, (Beemctric. 



18. Mn' = ds . sin a 



18 



R'— R 



19. Sn = ds . cos*a 



R, 

R, — R 
R'^ 



Vcos^a sin'*! 
~R*~ +~r;^ 



2~ 



R, — R 



20. Sn' = ds . sin'a 



R, 



2 



VCOS 
-R 



*a siu'^a 



+ 



21. P'N = cos'^a 



R/' 
R, — R 

R» 



cos^a sin^a 



+ 



R'^ ' R,* 
R, — R 



22. P'N' = sin% 



H, 



2 



cos^a sin^a 



+ 



23- Nn = R, 
24. N'n' = R 
!Dtc tciben testen ®Ici(ä6ungcn tn SSerbinbung mit 17 unb 18 enthalten 
Tia(!&ftc]^cnt)cö Jl^coretn: 

SBcnn fid^ ein SinicusStcmen t auf einer glä^e um einen 
feinet 6nt)i)unfte ixtf)t, fo befc^reibt bie JWormate be« betDeg* 
liä^tn enbpunftö eine gtä(S&e, bereu Scittinien tin Ärei« uni> 
jttjei ©erabe finb. S)er Äreiö ifi ber SBeg biefeö benjeglicbcii 
6nbl)unftö auf ber gegebenen Dberftäd)e; bie geraben Seitlinieit 
finb l)arallei mit ben Tangenten ber Ärümmungötinien, xotldnt 
inxäi ben feften @nb))uuft beö ginien^ßlement^ ge^en, unb fifenei* 
ben bie Slormate biefeö Snbpunft^, i)on njelctiei fie l^albirt n>er* 
ben, in ben ^ß^en = R, unbR. S5ie erfle bicfer geraben 8eit» 
linien liegt in ber ßbene be« bem ^auptfrümmungö^albmeffer 

R — R 

R entf^)re(^enben Ärümmung^freife« unb ift glei^ 2ds —^ ; 

bie anbere liegt in ber 6bene beö bem ^au))tfrümmungö]^alb* 

meffer R, entf^)re(S^enben Ärümmung«treifeö unb ijl glci^ 

^ 1 R/ — R 
2ds — ^-^ * 

R/ 

^}\xä) biefen @a^ ifi bie Sen^egung einer 5RormaIe, beren gug))unft fld> 

auf einem unenbti(% fleinen Ärei^ auf einer ^l&ijt bre^t, beftimmt, unb !)ott* 
fommen anf^aulid> gema(S&t. SBir fönnen l^iebei einige f^)eiieüe gaüe unter* 
f(!^eiben: • 

SBenn R, = R ift, fo vereinigen jld^ bie beiben geraben geitlintcn in 
einem $unft, unb bie »on ber Siiormate beftfiriebene gl^cbe ifi ein gerabct 
Äegel, bejfen (Bätt == R unb bejfen SBaj!ö ber unenbtt^ Meine Äreid i% 
bejfen ^albmeffer = ds. 2)ie gegebene glä^e ifi eine ÄugeL 
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®enii R, = CO tfl, fo »itb ixt etfle bet geraben SeitUnien = oo unb 
bic aitbcre = 2ds 

Die Slormalc Meibt in i^rer ©eteefluitg ftetö ber zx 6bene, ober bet 
gbene beö Ärümmunflöfreife« ^araüet,. »eldjer tjom ^aui^tfruminunflöl^att* 
meffer R bef(!brieben »irb» 2)ie glatibe ber S^ormale ifl atfo ein fenhed^teö 
gonoib. ©iefer gatt bej^iel^t fl^ auf bie entttjicfelbaren glac^en. 

R, = — R* I)ie fleraben geitlinien flnb .^leicfe +4ds; j!e f^neiben 
Mc 9lormaIe beö fefien Snbpunftö in gleiten (Sntfernungcn auf beiben Seiten 
i^red gugpunftd. 

$. 6. ^te fttftittntttngS^aattte^er bec 9lonttalf<|mtte. 

2)a$ ®efe^ biefer jtrümmunctdl^albmefer ifl in ber ®(ei($ung 

11 i 

— = — cos% + — - sin^a (pon (Suler) enthalten. 
9 K R, 

S)er ÄTiimmuugö^atbmeffer eine« jtbeiten 9lormalf<4nitt«, beffen Gbene 
auf berjenigen bed erften fenfret^t flefet, ifl gegeben burd^ 

11 1 

—j- = — - sin^a + -— cos^a alfo 

4 1,1 1 . 1 y ^ 

S)ie (Summe ber reciprofen SBertl^e t)on jttjei Ärümmnng«» 
^albmeffcrn, bcren ßbenen auf einanber fenfred&t fiel^cn, ift 
tonfiant. 

2Bir ^aben oben ben SBinfel gnjif^en jwei fonjugirten Elementen (ober 
Jangenten) mit a begeicbnet, unb tt)oUen bie Ärümmungöl^atbmejTer ber biefen 
glementen entfprec^euben SWormalfc^nitte q unb q„ nennen, fo l^aben toir für 
?„ bie ©Ui^ung 

11 1 

2- — = — - cos^ (a + a) + -— sin^ (a + a) 

Ober mit ©enfijung ber gormetn 15 in §♦ 5 

cos^a sin^a 

3 -L = ^ "hT + TT 



-,, RR, cos'^a sin'^a 



R^ ' R,* 

SBir betrad^ten ben $unft M auf ber giäcbe aU ben SRtttelpunft eine« 
Äeflelf&nitt«, beffen föbene mit ber Säcru^rung^ebene jufammenfdüt, unb beffen 
%jen gleicbe 9ticbtung baben, rcic bie Tangenten ber ^rümmungölinien t)on M. 
J)ie ®leid)ung biefe« Äegcljcbnittd ifl 

^- R ^ R, ^ _ 

Die 9(;en bcffelKn finb alfo proportional ben ©regen Vr unb VTi7 
ber SBert^ be« Semibiameterd, »clcber mit ber xSlje ben SBinfel a bÜbet, 

t|}, uub ben tt>ir mit V^ bejeitibuen. ijl gegeben burd) bie ®lei(!bung 

11 1 

5. — = -=r- cos'a + "w- sin^a 

^ R R, 

2* 
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gut iXod |!(!) fenfte^t freuiewie Scttiibtomctet V q mvb V^^ gilt 

bie gcrmel: 

1 1 
6, — -i = const 

gür jttjei fonjugirtc iScmibiameter, V ^ xuxb \/ q„ , Xüü^t mit bcr 

flrogen 9txe beiie^ungöwetfe bic SBintel a mib a + a bilbcn, beilegen t^ie 

JRctatiouen ^ 

„ . , , . 1 cos a / , X 1 sin a 

7. sin (a + a) = — — . = ; cos(a4-.a)= — 



sin^a 



R ^ /cos^a sin^a R/ ^/cos 'a sin' 



cos^a sin^a 



8. 



1 1 R ' K, 



Qff ^^/ cos^a sin'^a 



R^ ' R,2 

S)ic Ouabratc bet ©euubiamctcr unfcrcö ifci^clfd)nitt« be« 
fotgcu alfo baffcJbc ©efejj, njic bic ÄrinnwuHflö^albmeffcr ber 
Stcrmalfd^nitte. ^xoti fonjugirtc Jangentcn ber giddje falten 
mit jtt)ei fonjugirten ©emibiametern beö Äegelf^nittö gufam^ 
men, »elc&er eineSnipfe, ^Ijperbel obcr^arabel ifl,, je nadjbem 
bie gleiche gleicbartifl, uuc^lcidjartig c^efrümmt, ober cntwicfel« 
bar ift. (®a^ »on S)ui)in, »eldjer beu cjeuannten Äei3elfd)nitt bie indica- 
trice nennt.) 

SBir fleben bem aßinfel a ik SBert^e 45^ 45« + b, 45<> — b nnb 
bejei^nen bie entfpre^enben Ärümmungö^albmeffer mit ^o Qi Qi , fo befleißen 
folgenbe ©leicbungen 

^ 2 V R ^ R, J 

— = 4- cos^ (45 + b) + 4- sin' (45 + l') 

— = 4- s»n* (45 + b) + -i- cos« (45 + b) 

Q\ Q2 R R/ §0 
3)ie brei Ärümmung^mittetpunf te, iioelcbe ben ^albmeffern 
t?o/ ?i / Ci entfpred)en, bilben alfo in Serbin bung mit bem ^untt 
M auf ber glad)e t)ier l^armoniftbe fünfte. Sle^men roix noä^ 
jvoei »eitere Älrümmnngömittelpnnfte auf ber S'ior male an, für 
»cl(!be a bieSBertl^e 45 + c ^at, fo finb biefe mit bcn »or^er» 
fle^enbcn öier ^ßunften in SnDolution. 

2)u ©leic^ung 9 lagt fx^ au(t in biefer gorm [(^reiben: 



'»■ (^ - ^) G— f) = (f) 

S)ie gormcln 7 führen ju bcr @lei^ng 

11. tg a . tg (a + a) = j^ 

gerner erl^alt man auö 3: 



2 
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12. ? + ?,, = R + R, 

l.ff, bie (^umuie t>on \t jn)ct fon]ugtrten Jtrummungd|albmefis 
fern tfl toitflant 

Die in ben ©leicftungcn 1 unb 12 cntl^altenen ©a^c |tnb einet Grtoei» 
terung fa^ig, »elcfte l)urd) biefe gormetn au^gcbrucft ijl 

.13. ± + ± + ± + -L=™ri + 1) 

14. ^, + e,/ + ?/// + ^?» == m (R + R,) 

3ni elften gall finfe 9, q,, ... ^2« foldje Ärümmungö^cilbmejfer, tüelcften 

9Q0 9QU 9QU gQU 

Wc SBertbc a = — ; 2 — ; 3 — 2m — entfptcdjen; im anbern 

ni . m in m 

gaft jtnb Q, Q„ Q2m Ärumniung^'^albmefl'er, tt)eI(S&cn bie SBcrt^e 

90« ^ 90« ^ 90« o 90« , «s' r CID- • f ^ 

a, = — ; 2 — ; 3 — 2m — xufommcn. JDiefe SBmfet s, »er« 

m m m m 

Den gebilbet burc^ bie x Stje unb burd) bie S)utcbfcbnittc ber ßbencn ber 

Ärümmung^frcife ron q, ?„.... p?« mit einet bur^ bie x 9tje gelegten 

gbcnc, ttet^e mit bot Tangentialebene einen SEBintel mac^t, beffen Üoftnud 



▼ R 



?luf bem Il^eorem t>on Cnter bern^t nai^flcl^enbe 93eranfdjauli(^ung ber 
Äruaimungd=95er^dUniffe in einem 5punft einer gläcbe: 

3n ber Tangentialebene einer gläc^e befd^reibe man einen nnenbli(^ 
Weinen Äreiö/ beffen ÜKittelpnnft ber Seru^rnugepunft ift. S)icfer Ärei« ijl 
Wc Saftö eineö Splinberö, bejfen ßrjcngenbc t)on bec Jangentiatebene unb 
>et glacbe begrenzt finb; biefe Sr.^eugenben finb alfo ben reciprofen SBert^en 
Der Ärümmungö^albmeffcr q proportional. J)ie Summe tjon je i\n)ei 6rjeu5 
ftenben, bereu gugpuufte auf bem-^unenblic^ fleineu Äreiö einen Duabranten 
iegrenjen, ifl fonftaut; ^ierana unb auö 9. ge^t ^erDor, ba§ bie SDurd)fd)nitt«s 
linie beö Splinberö unb ber g(ä$e eine Schraubenlinie ift, weltbe bie för« 
P^enben Deö gplinberö unter fonfiantem SBinfet fd)neibet. SBurbe man ben 
SÄantel beö gplinber« abroirfeln, fo lö^te ftd) bie S^raubenlinie in 4 gleid)e 
©crabe auf^ tt?e(d)e ein Sif^söf bilben; t>ic ^ftdjften unb bie niebrigjlen fünfte 
entipred)en ben 4 grjeugenbcn, tt?eld)e bie gla^e in il^ren Ärümmung^linien 
Wneiben; \>k mittleren fünfte entfpredjen 4 anbeten Grjeugenben, bereu 
8u§punfte auf bem unenblid) Meinen Äreiö mit ben gu§punften .ber etftge» 
Mnnten 4 ©rjeugenben ein regutäreö ?l(^terf bilben. üRöe. Sophie ®er^ 
^^in: Sur la courbure des surraccs (Crelle's Journal Sb. 7. 1). 

§. 7. £)ie ®rdfett S unb r* 

gfir bie ^olbifianj d ^aben tt>ir oben \>k ©leic^ung gefunben: 

cos'^a sin^a 

4 A *^ R' „-9 

1. o = s r-T- = Q ♦ sin^a 

cos'a sin^ ^ 

R^ ^ R,* 

6« feien S, unb ^, bie ^ßolbiflanj unb ber Ärümmungö^albmeffer für ein 

^intenclement ber gläc^e feufred^t auf ds , fo ifl 

1 cos^a sin^a 1 __ sin^a cos^a 
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^* IT" I * ^ — "ETT r 



SWit J„ Ulli) ?,, bejcid^nen \o\x bcn SBert^ J)on ^ unb ? fut baö fon^ 
Jugirtc glemcnt unb erl^alten i„ = ^„ . sin'«, atfo 

o» -f— = — - 

Sei jtt)ei toniugirten Elementen »erhalten fid^ bte ^Polbi^ans: 
jcn »ie bie Ätümmungö^albmeffct. 35ur* Elimination Don a jmfc^eii 
ben ®(ei(^unc\en 

cos^a sin^a 

cos^'a sin'a ? K "/ 

RR, 



4. <J = 



R + R, — ? 

11 1 1 

kernet ift -\~ = — __^_^__ -L- . 

Stuu ifl: aber §?,, . sin^a = R . R, mithin na* §♦ 6, 12 
1111 

^* <J ^ cJ,. R ^ R, 

gut jtt)ei fon|ugirtc (Elemente ifl bieSummeber teci<)rofen 
SBert^e ber ^olbifiangen lonfiant 

5Wa* ber gormel 9 beö vorigen §. t|l bemna* 

S)ie ^ole, toeld^e ben {ßolbiflanjen i)on jtoei fonjugirten ßtementen ent« 
fi)re$en, bilben in aSerbinbung mit bem gu§punft ber JWormale unb bem 
jhümmung^mittelpunft t)on ^o 4 ^armontf^e fünfte, ^ierauö folgt unmittel^ 
bar ber @a^ (t>on 3oa*tmdt^aI) Journal de M. Liouville XIII,, 314. 

S)ie ^ole Don 6 <)aartt)eifc f onjugirten (Itementen finb in 
3nbotution. 

S)er SSinfel, n>el(!ben bie 9lorma(e am @nbpunft bed @(ement£f ds mit 
ber bur(^ biefeö Clement beflimmten Slormalcbeue bitbet, tt)urbe mit y begeid)« 
net, unb für benfelben ber Slu^brutf gefunben 



, = 4 ''"2a (4- - i") 



ds 



g^ fei Y, ber SBcrtl^ biefeö SBintete für einen auf bem erfien fenfre^t 

fte^enbeö ßlement, fo ifl 

7- y + ^ = 

gerner entfpre(!öe y„, bem fonjugirten glement, fo ifl 

.ri 1^. 1 sina.cosa.ds/-l 1 "\ 

8. y./ = «n(« + a)cos(« + a)(^^-^Jds=-^-3^^^— j^^-^.-^J 

" R2 "^ R," 

1 y 



RR, cos*a sin'^a 

+ 



R* ' R,* 
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16. j9 = ds T-^ cos^a + -^ sin^a j 

11 1 ' 

17. - = -— - cos^a + -B- sin^a 

ß K n, 

18. y = -lsin2a(-l--i-)ds 

S)ic ®tct(^ung 17 jctgt an, bag iit beiben augcrften SBert^c öon q glet^ 
R unb R, pnb, ttjcgl^alb Ie^te.re Ärümmunaö^atbmcfl'cr ^auptfrummungö* 
:^albmeffcr genannt »erben unb ^iemit ttjare bie 4. ^anptetgen« 
fc^öft bet Ärümmungöltnien Benjtefen, »oüon fie t^iren Flamen 
ermatten ^aben, unb ttjel^e barin befielet, ba§ il^re langenten 
in jebem ^utffte bie JRidjtung ber größten unb fteinflen Ä^üm$ 
mung angeben. 

?lug ber ®(ei$ung ber Äuget x^ + y'^ + z^ = 1 erhalten tt)ir 

X y , xdz — zdx , ydz — zdv 
p = _ _, q = _ ^, dp = -, , dq = ,. ^ 

Dur(^ ßlimination öon x, y, z ergibt fic^ 

19. (qdz + dy) dp — (pdz + dx) dq = o 

SDiefer 9luöbru(!, ate jttjeite 2)ifferenj{al5®Iei(iung ber Äuget betrautet, 

gitt für jeben SBert:^ t)on dx unb dy, b. 1^. »enn man einen befiimmten 

^unlt M ber Äuget atö SKittetpunft eineö unenbtic!^ fteinen Ärcife« betrad^tet, 

bcffen ^atbraeffer MM' ifi, fo fann ber ißunft M', beffcn Soorbinatcn t)on 

benjenigen bon M um dx, dy, dz bifferiren, irgenbtt)o auf ber ißerip^erie biefed 

Äreifc^ liegen, unb Ui jeber Sage xoixi jene ®Ieid)ung befriebigt fein; Don 

jebem $unrt ber Äuget au« laffen ^äi atfo na* aUen SRicfetungen :^in Ärüm« 

mungötinien jiel^cn, ober, »a« baffetbe ij}, alle Slormaten berituget f(!6neiben 

pd? "in (Sinem $unfte. SBenn aber bie ®teid6ung 19 einer aubern gtd(3&e 

dv 
angeifert, fo n^irb jte btoö für jtoei beftimmte SBertl^e öon -p befriebigt, 

unb ber ?Junft M' lann nur fo tiegen, ba§ bie Sfli^tungen MM' biefen jtoei 
ffiert^en entfpre(]&en; t)on allen übrifl|en fünften be« unenbticb fteinen Ärei« 
^e«, auf »etd^em M' liegt, treffen bie Slormaten ber gtäd)e biejenigen t>on 
M nttj^t. 

eine »eitere ÜRetbobe, bie ®Ie{(^ung ber Ärümmungötinien gu enttpidetn, 
befielet na* JDionge barin, bie ®Iei*ungen ber JRormate ju bifferenjiiren. 
S)iefe ©leic^ungen flnb na* §. 2, 2 

X' — X + p (z' — z) = o; y' — y + q (z' — z) = 

S3etra*tet man ^ier bie taufenben Soorbinaten x'y'z' atö confiant, unb 
xyz atö öeränberti*, fo ifi bie Sebingung erfüflt, bag bie JRormalen in ben 
aufeinanberfotgenben ^Punften M unb M', bereu Soorbinaten bejie]^ungött)eife 
x,y,z unb x + dx, y + dy, z + dz jinb, j!* f*neiben, unb jttjar in ben 
fünften x'y'z'. SWan erpit babur*, mit »erütfp^tigung bon 

dz = pdx + qdy; dp = rdx + sdy; dq = sdx + tdy 

20. dx + P^dx + pqdy + (z — z') (rdx + sdy) = o 

21. dy + pqdx + q^dy + (z — z') (sdx + tdy) = o 

ober, loenn ba« einemat z — z' unb baö anberemat -j^ etiminirt tt)irb, 

dx 

22. (^)^{(1+P«)t-Pqt} + ~ {(l+q«)r~(l + P«)t}-(H-P'')«-f pqr = o 
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4. = A + Bx + Cy+ Dx« + Exy + Fy«+. 

(Steüt büfctbc eine gtnic t)ot, tt)el&c burd) bcn U«fprun(^ eine« red^t* 
njinfliflcn Soorbinatenft^flemö flc^t, fo ift A = o; berührt i)ie Sinie l)ic «je- 
Deticim Urfprung, fo ifl auc^ B ^ o. ®u biffercnjüreu Me ®tei<^unft 

dv 

jtt)eimal m6) x unb fefecu x=y=-j^ = o,fo{fl 

d^y _ 2D _ 1 



dx^ C Q 

Q ift bcr Ärummungg^albmeffet im tlrfj)rung» 

35ic aClgcmcinc ®lci<^ung mit 3 aSariabefen ifl 

6. o=A4- Bx + Cy 4- Dz + Exy+ Faz + Gyz+ Hx^+ Jy2+ Kz2+ . • - 

Stellt biefe ©leic^ung eine glad)e Dor, bejo^en öuf 3 ted)ttt)inflige 9ljen^ 
bie |t^ in fd)neiben, fo iji A = o, »enu bie glä^c burd} c^e^t; be* 
rul^rt fte juglei^ bic @bene ber xy in , fo ifl aud) B = C = o . SBir 

fe^eu nun in o = Dz + Exy + Fxz x ^ o unb crl^alten ttit jutjor 

aud ber ©tei^ung 4 

7 JL = — sL 

Q D 

trenn q bcr Ärümmung^^albmcjfer beö bur(S& bie föbene zy in ber gliic^e- 
:^ert)or9ebra(^ten ®d)nittö ifl. 2Kan le^e burct) bie y 2lje eine ßbene, ttjeldje 
niit ber zy ßbenc ben SBinfet ft bilbet unb tiic glad)e in einer Sinie L. 
fc^neibet, bereu Soorbinatcn z' unb y ftnb. (5c^t man z = z' cos ^ unl> 
X = z' sin /li in bie ®Ieid)uit(j ber gtad)e, 

8. = Dz + Exy + Fxz + Gyz + Hx^ + Jy^ + Kz^ + ,._ 
fo ergibt fi^ nad^ bem öor^erge^enben 

1 '^J 

— = — fr / ""^ ^"^'^ Säergteicfeung mit 6 

P^ D cos fJf 

9. Qf = Q COS fA 

Q, ifl ber Ärümmungö^albmeffcr üon L für ben ^unft 0. 

SDurc^ einen ^unft M einer gleiche laffen flcfe unenblic& t)iete gbenen 
legen, n?ooon jebe eine bcfonbcre ®d)nittfurDe eut:^alt, unb mitl^in and) ben 
Ärümmungömittetpunft beö biefer Äurre für ben ^unft M entfprec^enbeit 
ilrümmungöfreifeö. S)ie Ärümmungömittelpunfte aller jener (Sbeneu licgeit 
auf einer glatte, tt)eld)e bie föigenfi^aft i)at, jufolgc beö J^corem^ t>on 3Jieu5 
nicr, tag i^re fammtlid)cn burdj bie jlormale oon M gelegten Schnitte Äreife- 
f^nb. S>ie ^olargleidjung biefer gläd)e, treibe man bicg'täc^e ber ilrüms: 
mungömittetpiinfte nennen faun, trirb ermatten tnxä) bie Öergleic^^un^L 
ber Sdfee 

111 

— = ~rr cos^a + -ß- sin^a unb g, — o cos f* unb id^t 

DR i\, 



— = 1-5- cos^a -f -TT— sin^a I 

g, cosfi K n R/ -^ 



10. 

3)ie 33artabeten finb l^ier q, , /» unb a. q, ifl ein beliebiger (Rabiu^i 
»eltor ber gliche 00m ttrfprung M auö gejogcn, ber mit ber !Rormalc oon 
M ben aSBinfel fi bilbet. a ifl ber SBinfel jnjifc^en ber burd^ biefe Slotmale 



üb 

28 ^ = ^ ^ J_ 

I)ic ?flaht\p\xnttt ober -fünfte fp^ätifi^cr Ärümmunfl (genügen otfo au§cr 
>er ®Idc^iiiig ^dr ^iaä^t'wäi ^tüti anbern ©Utt^ungen/ unb (dninfit mttl^tn 
im allgemeinen in begrinjter ^a^l auf einer giä(^e toor^anben ju fein. 
(®ie^<f§ 15Ö 



unb 



Siennen <wr bie beiben SBertbe JM)n R, mliit bie OJeic^una 24 flibt^ R 



^^' R . R' "~ k* - ''"• R "^ R' "^ M 



S)ie genmetrifi^e 93ebeutnng ber @(et(!^uiig ber jtrnmmung^linien 

(qdz + dy) dp — (pdz + dx) dq = o . 
hrm^n^ib in itnberer ^eife aufgefaßt tt?erb«n. 3)lan .tann biefe ©leic^nn^ 
au(ö fo [(^reiben; ' 

— dq • dx + dp . dy + (qdp — pdq) dz '= o ober diiä) 
— dq dx dp dy qdp ~ pdq dz 

Ol. 7= -7— T 7= -J— T 7= -7— = 

$ier bebeutet ds baö Sinienelement auf ber gtäd&e, mithin jinb -^ , 

.— ,^- bie ßojlntt« bet SBinfel, xotl^t biefeö Clement mit ben ^tjen Mtbet; 

2)ie ®ro6e A l^af biefdbe Sebeutung, noie oben^ nämli^ 
A=(l + q«)dp^ + (1+P^)dq^ — 2pqdpdq = dq2+dp^ + (qdp — pdq)2 

2)ie ®rJgen ^i?, —L., qdp --pdq ^^^ ^^^.^ gteidjfaUö bfe «ofl* 

iiuö t)on 3 aSinteln, »elc^e eine Sinie mit ben ^Ijen bilbet, ba man iben« 
tif* ^at 

dq^ dp2 (qdp - pdq)^ ^ 

A "^ A ^ A 

S)ie ©leicS^ungen biefer Sinie fmb 

dx 4- —3 — j- dz = ; dy 3 — r- dz = 

qdp — pdq "^ qdp — pdq 

ober dz = pdx + qdy; dpdx 4- dqdy = 

S)iefe Sinie ifi mithin ber 2)ur(!bf4nitt ber burc^ bie jtvei Snbpuntte bed 

tllcment^ ds gelegten Tangentialebenen, unb bie ©lei^ung 31 briicft alfo au«, 

bag ber 6of!nud jtbif(J)en ds unb biefem 2!)ur(^fd)nitt gteic^ o, ober ba§ ber 

äBinlel jtt)if4en ber langente ber Ärümmungölinie unb ber fonjugtrten lan^ 

gente ber glä^e = 90Mfl. 

SBenn tt>ir, xoit oben, ben SBinfel gttjif^en p>ei fonjufiirten Tangenten « 

«ennen, fo l^aben toir 

00 ' — dq dx + dp dy + (qdp — pdq) dz 

oc, cos a = — ^ ■ , ■ ■ ' >^ u ■ ■ ■ ■ ' . ' ■ , ■ ' , =^ 

)/dx^ + dy2 + dz^N/(l +q^)dp'^4-(l + p'Odq'^ — 2pqdpdq 
Se^t man l^ier a = const., fo erhält man bie ©leic^ung ber jenigen 
Sinien, bei toelcfeen ber SBinfel fonflant ifl, treiben in jebem $unft bie Jan« 
jente ber Sinie mit ber fonjugirten Xangente ber glac&e bilbet. 
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$. 5. tteict Me nnenbli^ nafktt 9lotnta(m einet ^tMIc- 

■ 

3)ie I^eotic biefer Slotmaten tfl in ben ©lett&uiigcn 14—18 bc« § 4 

entbatten, »elc&e bie SBertl^c ber ©rßgcn X, S, ß, — , y angeben/ mit Slücfs 

? 
jtd)t auf fotgenbeö Soorbinatenfpftem : S)et ^ßunft M ber gla<!&e tjl ber Hr^ 

fprung unb bie Stormate biefed ^ßunfteö bie z 9tje* 35ic lan^enten ber snoci 
bur^ M ge^enbeu Ärümmun(^«linien finb bie beiben übrigen ?ljen, unb jttoar 
entfpri^t ber zx Sbene ber ^aupttrümmungö^albmeffer R, unb ber zy Sbene 
ber ^auptfrümmung^^albmeffer R,* M ijl ber aRittetJ)untt eine« unenbltdb 
Keinen Äreifeö auf ber glädje, bejfen ^eripl^erie ber ^Junft M' beftibreibt, wnb 
beffen ^atbmeffer MM' = ds tft. 2)er SBinfet jttoif^en ds unb ber xSlje 
njirb mit a bejei^net. SBir betra(i)tcn junäd)fl bie ®r6§e h SRan biffcrcn* 
uire ben 2lu«bru(f 

J i^ 

j9 = -jr- sin 2a — -====^=r- ds 
^ ^/cos% sin^a 

inbem man a aU SSariable ittxa^M unb fe^e ba« S)iffereniial glei^ o, fo 
erl^alt man 

. cos*a sin^a v . o i R/ 

je na^bem bie beiben Äauj)tfrümmun9ö^albmeifer gleiche ober entgegengefc^te 
Sorjjeicben :^aben. 2lu« 1 folgt xiodUx 

R, o R cos^a , sin^a 1 



2. sin^a = ■ , „ cos^a = p , „ -^^ 1- 



R + R, R + R, R^ ' R,2 RR, 

11 1 

S)ie ®teid)ung — = -^ cos^a + -— sin^a t)eranbert jld) in fcigenbe 

? R R/ 

3. ^ = 1- (R + R,.) 
für A erhalt man ben f^)ejiellen SBert^ 

^■* = ±^:^-' 

SSorftel^enbe gormetn gelten für ben gatt, bag R unb R, gleiche 3^i^^^ 
^aben; jtnb iit ^tii^zn entgegengefe^t, fo ijl 

6. A = ds; ^ = 00 (unenbftd)). 

3n biefcn Steigungen ift nad)jie^enbe« 2:^eorem (oon ^oaäiim^t1)al, 
Journal de M. Liouville, 1848 tome XIII,) enthalten: 

SBenn ficb eine bett)egtid)e 9^ormaIe einer gldcbe^um eine fefle 
fo bre^t, bag ber gußpunft ber erflen einen unenblicft fteinen 
Äreiö t)om ^albmeffer ds um bengufepunft ber lejjten, aU WliU 
tetpunft, befd)reibt, fo ift baö 3Kajimum ber gtnie, »elcbe auf 
beiben Slormalen fenfred)t fte^t, enttoeber gtcid) ber S)ifferenj 
ber ^auptfrümmungö^atbmeffer bit)ibirt burc!^ il^re Summe, 
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«ig. 3. 



mal ds; ober c^lciä} ds, je na(ftbem bie gfä6e in bem genannten 
IKittetpunft al<^iti)artic^, ober un<<tei(^arti9 gefrümmt ift. Die 
Ärümmungö$atbmeffer bcrienigeu Slormalfc^nitte/ ttjel^e bur^ 

btc gnfepunfte beiber 9lormaIen 
gelten, finb im erflen gatl glci^ 
ber falben ©nmme ber ^auptfrüms 
mungß^albmeffcr, im anbern gleid) 
unenblid). 

SBir ^aben oben bie fünfte auf ben 
9lormalen in M unb M', toel^e bie 
fürjefte Entfernung X berfelben ange« 
ben, Punb P' genannt; bie ©urcbfcftnitt«« 
))unfte ber betoeglicfeen Slormale M'P' mit 
ben Ebenen ber zx unb ber zy nennen 
wir N unb N', unb bie ^Projettionen ber 
fünfte N; N'; P' auf ber xy gbene fotten- 
mit n; n'; S bejeid^net tt)erben; bann jinb 
waä^ bem i^orl^ergel^enbcn MM' unb MS 
fonjugirte Tangenten, beren 2BinfeI glei^ 
r a gefejjt ttjurbe. M'Mx = a; unb M'Nn = a> 
6^ befielen jefet folgcnbe JRetationen: 
MM' = ds, MS = ;i 
7. 
8. 
9. 
10. 




Mn = A ♦ sec (a + a) 
Mn' = X . cosec (a + a) 
Sn = — A • tg (a +a) 
Sn' = — X . colg (a + a) 
P'N = Sn . colg « = — A , tg (a + a) . cotg w 
P'N' = Sn' . cotg « = — A . colg (a + a) . colg « 
Nn = M'P' + P'N = <J — A . lg (a + a) . colg w 
N'n' = M'P' — P'N' = d — X. cotg (a + a) cotg (o 

J A 

R R 

SDen grul^etn {ufofge ifi cos « = cos a . sin a ' 



11. 
12. 
13. 
14. 



Vcos'a 



+ - 



sin'a 



sin « = 



cos'a 
"IT" 



+ 



sin^a 



R, 



H, 



V^ 



cos*a 



15. sin (« 4- a) = 



+ 



R 



sin'^a 
cos n 



alfo 



Vcos'^a 



sin^a 



R,* 



16. cotg 



cos (a 4- «) ^ — 



1 



R, 



sin a 



Vcos^a 



+ 



sin'^a 



R/ 



0) = 



ds 



V4-0S ^a 



+ 



sin '^a 



K, 



^te pbtgen ^udbtüde oetteaiibrln fxii nun in fotgtnbe: 

R, — R 



17. Mn = — ds . cos a 



R 



Vittni, eeotiKtrit. 
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aSerfi^rüiig^ebcnen unl) betngcmäS «crabc; au* folgt l^icrau« unncütelbar^. 
t)Ä§ fit bic langcntcii einer Äur©e ftnb* 3)ie burd^ bie ©leitftung 6 c^arafÄ= 
terifirten glaci^en tt)eri)en entmrfetbare, glaclben genannt. 

35ie ©Ici^ung 20 be« §. 4 gibt für ben ^aupthümmungö^albmeffer R ^ 
mnn g = rt — s^ = o gefegt tt)itb 

11. R = i— ober = CO 

h 

SDiefe SBert^e »on R geigen, baß ber Äegelfd^nitt, beffen loniugirte^ 
3>ur(bmeffer mit ben fonjugirten Tangenten l^armoniren, bei ben entwicfetbareit. 
glätten eine 5ßarabel ifi. 

3tt)eiter gatt: 

12. s^>rt 

3)ie l^iel^er gehörigen gtäc^en bviben jtrei ©pftente bon ginien « = o^. 

ba bie ©leid&ung 5 jtt)ei reelle SBert^e für ~ ergibt. SDer Äegelfd^nitt öoit 

JDupin ifl eine ^pperbel, beren 9tf9mtoten mit ben S^angenten ber Sinieir 
« = jufammen fallen. 25ie Ärümmnngöl^albmeffer ber biefen langentea 
entfprec^enben 9lormaIfcbnitte jtnb ebenfalls unenblid^ groß, mitl^in ijl 

11 1 * 

13. — = -^- cos'^a H — ^- sin^a = o ; 
QU K, 



14. tga = \C| 



S)ie gläcbe ifl ungtei^artig gefrummt , ba bie beiben ^auptfrümmungö^ 
^atbmejfer entgegcngefejjte aSorjei^en l^aben. 
SDritter gaÜ: 
15. s2<rt 

dv 

Seibe SBertl^e t)on --p anö ber ©leid^ung 5 jtnb imaginär, alfo bejifet 

X>it gla^e feine gtnien a = o; ber betreffenbe Äegelft()nitt ifl eine 6Bi)>fe^ 
»on welcher fein ^aar fonjugirte S)urcbmeffer jufammenfatten tonnen; beibe- 
Ärümmungö^atbmejTer :^aben gteii^e a3orjeid)en, atfo ift bie glä(!^e gtei^artift. 
getrümmt. 

$. 11. äinbere ^otnt bet ©(et^ungen füt bie 9lonnale mh 

Sansential«@bene. 

3n bem Stöl^erigen trurbe tjorauö^efe^t, ba§ bie ©leicbung ber gIa(I)^ 
f (x,y) = z fei; bie burd) SDifferengiation biefer ®tei(i)nng abgeleiteten gors. 
mein flnb für bie geometrifd)e 3lnfd)auung gtoar leicbt juganglid), aüein fle 
Pnb »eniger ftpmmetrifd), alö biejenigen gormein, toel^e man erhalt, »enir 
man i>on ber ©leicfeung ber gläd)e in il^rer allgemeinen gorm auögei^t. 

1. f(x,y,z) = o 

SBenn in biefer ®leid)ung x junimmt, fo begeidbnen »it ben Soefftciens= 
ten ber erflen ^oteng beö 3"^^*feö mit X; ebenfo jinb Y, Z bie burd) pars 
titUt 3wna]^me Don y ober z eutflel^enben S)ijferen§ialcoefftcieuten , mit^iit 
erhalten toir burcb S)ijferenjiation Don 1 

2. Xdx + Ydy -|- Zdz = o 

35iefe ©leicftung fann au(ft fo gef^rieben »erben 
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^ X dx Y dy Z dz 

VxJ'+T^+Z'^ ds VX'^+'Y' + Z^ ds \^X'^+Y? + Z^ ds ~ ^ 
m, tüit gctt>o^nIi^ ds = Vdx^ + dy* + dz*^ glci^ bem Sinienefemcnt auf 
))er gta(^e gefegt tt>urbe, beffen {projeftionen auf ben 9ljen ber x, y, z bejies 
timci^wetfe dx, dy, dz, finb. S)te @letd)ung 3 tfl eine Summe \>m bret 
"^Probuften mit jje jwei gaftoreu; eine folcfte' Summe bebeutet in ber analijs 
tif(^en ®eometrie fe^r l^auftg ben Sofinuö jwcier ©eraben; unb ba biefec 
€ojinuö glel(6 o ifl, fo fte^cu beibe Oerabe auf etnanber [enfred)r. Die eine 

berfetben bilbct mit ben 2ljen SBinfet, bereu ßojtnuö --r^, -^, -^ fiub; jie 

ift alfo baö (glement ds ober anä} bie bemfelben entfprecfcenbe Sangente ber 
^lä^e» Da nun bie ©lei^ungcn 2 unb 3 für unenbtid^ t)iele SBert^e t)on 
•dx, dy, dz gelten, ober für alle biejenigen Sinienelemente, bie ftd) burc^ einen 

^uuft einer glac^e auf berfelben gießen Ia|fen, fo müffeu-y===== , 

Y Z 

-7=====/ . " =r bie Softuu« ber SBiufel fein, »ehfte eine 

m\ aüen jenen SiniÄielementen fenfred^t fie^enbe ®erabe mit ben Sjen UU 
bet 3)ie(e ®erabe ifl mithin bie 5Rormale ber glad)e, unb ba bie (Sleicftung 
"2 für alle fiinienelemente gilt, bie jt(^ dou einem $unft au3 auf ber glädje 
iii\)m lajfen, fo ifl fte bie ®lei(i)ung i^rer Tangentialebene, njelc^c auc^ fo 
gefc^rieben »erben fann: 

4. X (x' - x) + Y (y' - y) + Z (z' - z) = 
it)o X, y, z bie ßoorbinaten bed Serü^rungöpunft« unb x', y', z' bie lau« 
fenben goorbinaten bebeuten. 

Die ®Iei(!^ung ber 9?ormate fdbreiben trir in biefer gorm 
5* x^— x: y^- y : z' — z = X: Y : Z 
^icr finb x', y', z' bie laufenbeu ßocrbinaten ber SWormale unb x, y , z 
biejenigen i^red gu^^nnftd auf ber gläd)e» 

Die ®leicbung einer unenblid) na^en Tangentialebene ergibt flc^ burc^ 
2)ifferenjiation t)on 2 

dXdx + dYdy + dZdz + Xd^x + Yd^y + Zd^z = 
gur bie Durt^fdjnittölinie biefer föbenc mit ber erften Tangentialebene 
bleiben dx, dy, dz foufiant. Sltfo ftnb bie ®leidjungen biefer Durcftfc^nitt«« 
8inie 

6. Xdx + Ydy + Zdz = ; dXdx + dYdy + dZdz = 
28enn man burd) Un Urfprung jttei (Sbenen legt, 

ax + by + cz = ; ax + j?y + yz = 
fo ift bie ©leiiftung be« Durf^nittö biefer Ebenen 

[nß — ba) X + (c/9 — b;') z = ; (a/J — ba) y + (ca — a/) z = o 

Die gofinnö ber SBiufel, voüä^t biefe 8inie mit ben Sljen ber x, y, z 
ttia^r, jtnb alfo 

-^^' -T^' -^^.M== Vc.ß-ba)^+ica.sry+^cß.br)^ 

Die ©i^ftnnd ber SBinfel, »elt^c bie Sinie ber ®lei(l)ung 6 ober bic 
3)ur$f(^nitt^linie t>on )tt)ei unenbli(b na^en Tangentialebenen 
Xdx + Ydy + Zdz = (X + dX) dx + (Y + dY) dy + (Z + dz) dz = o 
mit ben Äjen maiS^t, flnb ba^er 
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ZdY — YdZ XdZ - ZdX YdX - XdY 

M' := V(ZdY — YdZ)^ + (XdZ - ZdX)^ + (YdX - XdY)'^ 



JWenncn »ir nun, xok früher, ben SBinfel jitt)ifd&en biefer £)ur(^f(6ntttd« 
Knie uni) bem ©Icmcnt ds ober ben SBintel jmf^en jtvei fonjugirten Xan* 
genten ber glac&e a, fo ifl 

?• cos « == -^rj^ j(ZdY - YdZ) dx + (XdZ — ZdX) dy + (YdX — XdY) dzj 

3)tefe ®Iei(S^ung ifl ibentif(3& mit ber ®Ieic{)ung 9 bc« §. 3. ®efet mau 
lartn « = const., fo ergibt jlcfc ebenfalls bie S)iiferenjiaTgleicbung folc^er 
ginien auf ben glädjeu, bei xotX^zn ber SBinfel fonjiant ift jjttjif^eii ber 
Xangente ber gtnie unb ber tonjugirten langente ber gldiäfee, ^n fccm fpe^ 
gieüen gatt a = 90® ober cos « = o ift 

a (ZdY— YdZ) dx + (XdZ — ZdX) dy + (YdX — XdY) dz = o 

S)ie§ ifi bie ©lei^ung ber Ätümmung^Iinien» 

S)ie ®rö6e M' ifl J)cr Sinn« beö SBinfel^ jtt)if(^en ben jtoei uncnbli* 
na^en Tangentialebenen, ober au(^, »aö baffelbe ifi, iwifcften i^ren JRonna- 
len; biefen SBinfet bejeid^neten tt?ir früher mit «, bemnad) ifl 

9* sin ft) = V(ZdY — YdZ)^ + (XdZ — ZdXj'^ + (YdX -- XdY)« 

S)ie ©tei^ungen ber JWormale ber glac^e im 5Punft x, y, z ftnb nacfe 5 

x' — X : y' — y:z' — 2 =X:Y:Z 
SDiejenigen ber Jangenten, ober ber 33erldngerung beö ßlementö ds ftnb 
10* x' — X : y' — y : z' — z = dx : dy : dz 

SRit^in jtnb bie ©leic^ungen ber Sinie, toelc^e auf ber Stormale unb ber 
2;angente jugleic^ fentrecftt fie^t: . 

11. X' — X : y' — y : z'— z = Zdy — Ydz : Xdz - Zdx : Ydx-^Xdy 

Sllfo ifi bie ®lei(S^ung ber dbene, toele^e bie Slormale unb Ixt Xangente 
jentl^ätt 
12. (Zdy-Ydz) (x'— x) + (Xdz— Zdx) (y'— y) + (Ydx-Xdy) (z'— z) = o 

3n allen biefen ®(ei(j^ungen bejeii^nen x, y, z \>u ©oorbinaten beö ^unft^ 
auf ber g(äd)e unb x', y', z' bie laufenben goorbinaten ber betreffenben 
Sinie ober @bene. S)ie ®Iei(i)ung 12 bebentet, ba§ jebe bur(ft (xyz) in 
biefer 9lormatebene gezogene Sinie auf ber Sinie ber ©leii^ung 11 fenfrei^öt 
fte^t, benn \)\t gopnue ber SBinfel, weldje jene ßinie mit ben ^Ijen bttbet, 
ftnb ben ®roBen x' — x, y' — y, z' — z ^)roportionaL 

$. 12. ^ie gettmnbenen turnen* 

35ie Sofxnuö ber SBinfel, toelcS^e bie Sangente in einem $untt ber Äur»e 
mit ben Stjen bilbet, ftnb 

. dx dy ^ dz 

Is"' "ds"' "ds" 
S^ fei m' biefer ^Punft unb mna', m'm" feien %xod auf einanber fofgenbe 
Elemente ber Äuroe, fo ifi bie burdb biefe gtoei Elemente beftimmte ßbene 
bie D^fulationöebene ber ÄurDe im ^ßunft m'; unb ber ^albmeffer bed Äreife«, 
»elc^er burd& Xiit brei ^ßunfte m, m', m" gel^t, ber Ärumraungd^albmefTer 
ber Äuröe im $unft m'; xoxt bejei^nen ben SRittelpunft biefe^ Äreife^ mitO 
unb feinen ^atbmeffer mit q\ eine in auf ber Oöfntationöebene ertiifetete 
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€enfre$te ijl bie 9lje betfdben. ©et SSinM mm'm'^ ben »tt w nennen^ 
ijl i)er Sonttngenjmnfel. 3Ran )>et(äitgere mm' übet m' ^tnaud na(^ t un^ 
m'm" na(^ l'; m't = ra'l' = 1; bte ^tciettionen t>on m't auf ben ^Ijen flnb 

"***»••(««■"* j' f ^ "»» »'"i"'«'» "" -'"K«» ^ 

v«n tl' = «9 auf ben ?ljen flUt(ft d -t— , d -j^, ** "jr" ^"^' "'*" 

SDutd^ £)iffetcnjiation ergibt fld) d -^ = — , d -^ 

dsd^v — dyd^s , dz dsd^z — dzd*s .. ^ ,^ 
= -j^r^ , d -37 = ^, r ^lerna* tfl 

3- cü= T^^- V^dsd2x-dxd'^s)^ + (dsd«y~dyd^s)2+ (dsd^z— dzd^s)* 

SRan fann aber -auij bie Äurt)e in ^Uid^t Elemente mm' = m'm".... 
= ds eint^etlen, ober ds atd unabhängige 93ariabele betrachten, bann ift 
d's = unb man erhalt ben einfac^ereu Ändbrutf 

4. « = -J-VdV^+ dV+ d'^2^ 
ds 1 j I 

Sßenn man ben ^udbrud unter bem Sßurjeljeidien in 3. entn^ideU, mit 
Serfitffidjtigung üon 

ds^ = dx^ + dy2 + dz^ ; dsd^s = dxd^x + dyd^y + dzd^z 
fo erbalt man folgcnbe g^tmel 

5. (ö= ^\/(dyd^z — d^ydz)^+ (dzd^x— d^zdx)^ + (dxd^y — d'^xdy)'^ 

Diefer SBcrt^ lägt jl(ft no* auf eine anbere SBeife finben; bejeicbnet maR 
allgemein bur^ a^ b, c; a, ß, y ^ie ßcjinuö ber brei SBinfet, tt5eld)e itt)et 
beliebige ®erabe im SHaum mit einanber bilben, fo ijl ber Sinuö be^ SBinreld^ 
»etilen biefe ©erab e unter ftd) mad)en, burd) l\z ^^ormet g egeben 

V(by — ßc)'^ + (ca — Y^y+ (ajt? — ab)^ 
©inb nun biefe beiben ©eraben bie Elemente mm' unb m'm", fo ifl 

dx . dy dz 

ds ds ds 

dx + d^x dxd^x + dyd^y + dzd^z . 
a = ^- — dx, 

dy + d^y dxd'^x + dyd^y + dzd'^z , 

^ = di d^^^ ''^' 

dz + d^z dxd^x + dyd^y + dzd^z 

— ^— — — ~— QZ f 



' ds ds» 

)i)obuT(^ man fut oi = sin mm' in" ben (genannten SBert^ etl^ätt. 

SBenu man ben ^udbtu(f untet bem föutjeti^etc^en in 3 enttvidett, unl> 
hbenft, ba§ 

— 2dsd2s (dxd«x + dyd'^y + dzd'z) = — 2ds»d»s2 
tß, fo ergibt p^ 
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ds i j I 

S)ie »et^erge^enben ©kidiun^fn 2 — 6 erhalten eben fo »iele «uStnrürfe 
fÜT ben JtTÜmmun$id^atbmeffer/ tnbeui 

7. = — ift. 

aWau fann t)cm SBertbc t)on « nod) eine anbete gorm fleben^ inbcni 

• — ^ 

man einen neuen SBinfet i einführt; ba bie SBebinganäögtei^ung (^j^J 
-f (^y + ^^y r= 1 ßatt ftiibet, fc tfl e« erlaubt, ■^= sin«, sin i 
unb --p = sin a . cos i ju fc^en, voohti mx ben SBinfcI/ beffcn 6oftnu« ~t^ i% 

« nennen. 5«un ift (d J)' + (d^)' + 0^)' = ^«' + ^'"«'' ^*' 
«Ifo nad) 2 

8. cö = Vda^ + sin"^« di 

SDtefe gormel fann baju bicncn, bie Änrtoen ju finben, für tßd^t ber 
Ätümmnngö^albmcjTer q eine gegebene gunftion be« 93oi3enö s ift; man l^at 

nämlich V^da^ + sin^adi^ = — unb fann atfo da = sin y (s) — unb 

ds 
sin a di = cos y (s) — fe^en. 

ÜDie oben betrai^tete ginie it', tt)eld)e mit ben 2tjen SBinfel bilbet^ Dcrcti 

, dx j dy , dz 

d — d —^ d — 
ds ds ds 



Cd 0) Cd 

ftnb, tft parattel bct .^albinmgöHnie be^ SBinfelö mm'm", njetc^e bur* bcit 

üRtttelpnnft o be« Ärümmungötreifeö inm'm" gt^t, om' iß = p. 2Die $rp=s 

jeftionen t)on g auf ben x,y, zeigen ftnb atfo buriS^ folgenbe SRelationen ge^ 

fleben: 

. dx , dy , dz 

d -p- d — ^ d -r- 

9 p^—^ p^—^ p^_^ 
^- ^ ds ' ^ ds ' ^ ds 

S)ie ©oftnu« ber SBinfel, t^elc^e bie Oöfulation^ebene mm'm" mit bcii 

«y, zx, xy gbenen bilbet, ober tt?a^ baffelbc ift, bie ßoftnud ber SBinfel, 

toeldje bie ^je biefer Sbene, nämlid) bie in o auf i^r ertid)tete (Scnfredjte, 

mit ben x, y, z ?ljen mad)t, bejcic^nen mx mit a, b, c unb erbalten 

dyd^z — d^ydx , dzd^x — d^zdx dxd^y — d^xdy 

10. a == -^ — 1— , b = -r-^ , c = ^—7-^ — ' 

(ü , (\s^ (o . ds^ ft) . ds^ 

SBenn toix bie Soitnuö ber SBinfel, n)etcbe bie ginie om' mit ben Sljcn 

iilbet, burdb «, ßf r auöbrürfen, fo erhalten mx folaenbe 3iif«iwmenfleII«ug 

für bie SBert^e ber 9 gcjtnu« ber SBinfet, tt)eld)e nad^jle^enbe 3 j\u einanbcr 

fenfred)te ©erabe mit ben Sl^en bitben: W Sangente in einem Sßunft einer 

^etDunbenen Äuroe (m't), bie ^anptnormale (m'o) unb bie ?lje ber D^fu* 

iation^ebene: 
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. , dx dy Hz 

^ d^' d7' d7 

d -3— d -T^ d -r- 

ds ^ ds ds 

-a = , ß = , r= 

« W Cö 

_ dyd'^z— d'^ydz _ dzd^x — d^zdx _ dxd^y—dyd^x 

6^ feien m m' m" m'" 4 auf einanl)er folcjenbe jßunfte Der Äuröe; bie 
beiben O^fulationöebenen mm'm" wnb m'm"m'" fcbneiben |!^ in bet ®e* 
raben m'm"; ber SJmfel, tt)eld)en Pe mit einanber bitben, l^ei§t ber Döfu^ 
lationöttinfel; mit bejeid^nen i^n mit 12; burcö bie ÜÄitte n beö SIement« 
m'm" jie^eti mir jmei ®erabe nT = nT' ;= 1, too)s>on bie erfie fenfre^t auf 
ber ebene mm'm" ift unb bie anbere fenfrec&t'auf ber Sbene m'm"m'". 
SDie ^rojeftionen t)on nT auf ben Sljen jtnb bejie^unfl^meife glei^ a, b, c 
unb biejeniften ioon nT' gteid) a + da, b + db, c + de, mithin jinb t>it 
iProjettionen t)on TT' glei(^ da, db, de ober e« ift, ba Ä = TT', 

12. i2 = >/da^ + db^ + de« 

Da bie Sinie nT fenfrei^t auf m'm" fie^t, fo ifl ber gojinu« bed SBins 
let^ Tnm' = 0, über 

adx + bdy + cdz =» 

Die Sinie TT' ifl ebenfall« fenfrec^t auf m'm", mitl^in ifi 

dadx + dbdy + dedz = 

SBenn man bie erfie ®lei(J6ung bifferenjiirt, unb ba^ SRefuItat mit ber 
jtoeiten »ergleicbt, fo finbet man 

ad^x + bd^y + cd^z ^ 

3u bemfelben Slefultat mürbe man au$ bur<^ bie @(ei^ungen 10 ge^ 
langen, mcnn man bie erjie berfelben mit d^x, bie jmeite mit d^y unb bie 
hitte mit d^z multij)Iijirte. 

SBir fe^en nun dyd^z — d'^ydz ^ d g, dzd^x — d ^zdx = dtji, 
dxd^y — d^xdy =^ dj. gerner fei de = v'dj« + d^^ + dfS fo ermatten 
toii bie gormein für i2 au« benjenigen für « bur^ btoße SSeranberung ber 
8u(^fiaben; inbem mir fiatt ds d<r, fiatt dx, dy, dz, bie Sejei(J6nuttgen 
^h AVf ^t f^feett. 2lu3 3. er:^alten mir 

SBürbe man ^ier de aU unab^iangige aSariabete betrai^feten, fo märe 
<iV — 0, unb man eri^iette für ß ben einfa^eren SBert^ 

14 ß =^ ^Vd^J2 + d2i7« + dV 
2tu3 5. erhalten mir bie meitere SHelation 

15. Ä ^ ^ \^(d^d^C-dVD'+(d£J'?-d'£dJ)H(dgd2|7~d2Jd7)« 

Off 

unb m» 6. 

16. ^= f- V^d^J* + d»J7'^ + d'^C« - dV 
Sflun ift 

Sitten. 8»metii(. Q 
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di7d'^C-dVC = (dzd^x-d^zdx)(dxd3y-d3xdy)-(d«d'*x.d3zdx)(dxd^y-d^xdy) 
= dx {(dydVdVz)d3x+(dzd2x-d^zdx)d3y+(dxdV<l^xdy)d3zJ 
=dxf(d^yd3z-d3yd^^z) dx+(d2zd3x-d3zd2x)dy ^Cd^xd^y-^l^xd^y) dz j 
Sbeitfo ftnbet man 

dCd^5 - d^^dS = ^ (d^d^J - d^^ydC) 

dz 
d^d^i? - d^gdy = ~ (diyd^C - d^^dO 

ajiit^in ifl tia^ bct gormel 15 

^^* (dydJ^^— d2ydz;2+(dzd2x-d22zdx)2-|-(dxü=^y a^xöy>2 K öx^-f-uy^+dz« 

^ _ (d2ydgz~dgyd2z)dx+(d2zd^x-.d8zd2x)dy+(d2xd3y^dgxd2y)dy , 
^°* (dyd2z— d2ydz)2+(dzd2x— d2zdxj2+(dxd2y— d2xdy)*^ J/ ax +ay +az 

ds 

Den 9Iugbru(f -^ fe^en wir = r, bann iji r ber fogcnannte %oxf 

fionöl^albmeffct; bie tjor^ergel^cnben gormein für Ä geben bie entfpre« 
cbenben SBert^^e t)on r. 

S)urd) SSerbinbung bcr 9lnöbrii(fe 5, 7, 17 unb 18 erhalten ttJir 

19. r = ^ J(dyd2z-d2ydz)d^x+(dzd^x-d2zdx)d3y+(dxd2y-d^xdy)d3z| 

H 6 ^ 

20. r = ^ j(d2yd3z-d^yd2z)dx+(d2zd3x.d3zd2x)dy+(d2xdVd3xd2y)dz^ 

Um bie fleometrifd)e Sebcutung ber ®ro^en d^s, d^x, d^y, d^z beffet 
njfirbigen ju tonnen, ftetten toir no'^ einige njeitere 93etrad?tungen an. SBir 
bejei(ftnen »ieber mit m, m', m" brei auf einauber folgenbe $unfte ber Stm^t, 
nehmen aber bie bagmf^en liegenben Elemente ungtctd) an, fo bag 

mm' = ds m'm" = ds + d^s 

tft; d'^s bebeutet ben unenbli^ Weinen 3«^^*^ ^^^ ßtementö ds gerabe fo, 
tt)ie ds ben unenbli^ fleinen 3ii^^<^^ ^^^ Sogen« s ber Äurtoe öorfiettt* 
S)ie ^rojeftionen i^on mm' auf ben 9ljen jtnb dx, dy, dz, biejentgen öon 
m'm" jinb dx + d^x, dy + d^y, dz + d^z; l^ierauö folgt bie ®leid)ung 
(ds + ihy = (dx + d^x)'^ + (dy + d'^y)'^ + (dz + d'^z)^ ober, tt)enn 
man entwidelt unb bebenft, bag ds^ = dx^ + dy^ + dz^ ifi, unb ba§ bie 
©rogen d's^ d^x^/ d^y^ d^z^ im Serpltnife gu ben anbern unenblic!^ «ein 
flnb, unb alfo njeggelajfen njerben fßnnen: 

22 d^s = dxd^x + dyd^y + dzd^z 

ds 

S)iefer gSert^, we lcher fonfi burcö SDifferenjiation ber ®tei(S&ung ds 

= Vdx^ + dy^ + dz^ gefunben tt)irb, gibt noä) gu einigen Bemerfungen 
öeranlaffung: Sr entl^alt namlid^ red)t« bie Summe »on brei ^robuften mit 
je jtt)ei gaftoren; eine fol(ftc Summe fann immer fo aufgefaßt juerben, baß 
jle ben Sofinu« beö SBinMö jttjeier ®eraben im SRaurne ba rfteüt. (Segen 

toir nämlidb allgemein a« + b^ + cy = A unb bejeid^nen Va* -f b^ + c* 

mit s, V«2 + ß^ + y^ mit CT, fo ifi — — + — -^ + — — = — 
' iri/ '''s<r sc So- so- 

a^ b^ c^ a*^ 5^ y^ 

J)a nun -IT + IT + -y = 1 ift, toit mä^ tt + ^+^t^I/ fo 

S* S' S** ff* ff* ff* 
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a b c 

finl) — , — , — bic goffnuö bcr SBinfct, tt)eld)e Vit erfle ©erafee mit t)en 

s s s 

«p mad^t, unD — , — , — bie gofinu^ bcr SBinfel, »ctcfte btc gleite 

©erabe mit ben Slscu bilbet. — ifi bcr Sofinu^ befi SBinfel« jjwifcöen bei«* 

Den ©erabcn. SBenn xaix biefc Ucbcrtcf^ungen auf bie ©tcic^ung 22 anttjen^ 

ben, fo fonncn tt)ir Pe junad)ft in bic gcrm bringen 

.. d^s (ix d^x . dy d^y 



Vd^x'^+d'^y'^+d^z-^ tis y dV^-f-d^y^+d^z'^ ds v^i'^x'^+d-^y^+d'^z'^ 
dz d^z 

S)er Sluöbrucf red)tö ift ber Softnuö be« SBintcIö jttjeier ®eraben; bie 

(Ix 

erfte bilbet mit ben Sljen 2BinfeI, beren ßojinuö bejiel^ungöweife ftnb -p , 

dv dz 

y-, -j— ; btefe ©erabe ifi alfo ba« Clement mm'. Um bie jttJeite ®erabe 

ju fittben, öettdngern xoix mm' über m' l^inau« na(ä& n, nehmen auf m'm" 
Den $unft 1 fo an, ba§ m'l = ni'n = mm' iji, unb gießen bie ©eraben 
nl, nm". 3)ie ^rojeftionen t>on m'n auf ben 2tjen jlnb dx, dy, dz. SJie« 
jcnigen t)i)n m'm" finb dx + d^x, dy + d^y, dz + d^z, atfo Jlnb bie 
iPrcjettionen toon nm" auf ben Stjen gleid) d^x, d^y, d^z, mithin ift 

24. n m" = >/d-^x^-f- u'^y'^ + d^z'^ 

d^x 

S)ie gofinuö ber SBinfel, treibe nm" mit ben ?tjen bilbet, jlnb — j-, , 

■~, — 77-. 2Rit^in brütft bie re^tc Seite ber ©leid^ung 23 ben 6c|tnuö 

beö 9lebentt)infeW t>on m'nm" auö; biefer SBinfel ifi aber gleich m" + nm'm"; 
n m'm" ifi unenblid? flein im S5er^ältni§ ju nfi", atfo ifi m'nm"=m", 
unb toenn man baö 2)reie(f Inm" <xU re^twinflig anfielt, fo ifi anbererfeit« 
Im" d^s 

cos m" = ~- = , , fomit wäre bie 5Ri(!&tiflfeit ber 

nm" V^d^x^-hü^y'^+d^z^ 

Steigung 23, ober oon 22 au^ auf rein geometrifc^ em SBege nad)gett ?iefem 
3n bem rec^ttoinfligen ^reie J nlm" ifi In =Vnm"^ — Im"^ ober, 
>öln = (ö . ds ifi, m\As =\^dV^ + d^y2+d2z^ — d^s^ 
Wn liegt auc& ber geometrifdje 9la^tt)ei« ber gormel 6 für ben (Sontingenj? 
toinfel (». 

$. IS. S)ie getounbenen ^ttiett* ^ottfe^ung. 

SBir betrauten »ieber, tt)ie früher, oier auf einanber folgenbe fünfte. 
«I m' m" m'" ber Äuroe unb giel^en turd^ m' brei auf einanber fenfrei^te 
önien, m't = m'T = m'i =1; \>it erfte ifi bie Tangente ber Äuroe, 
ober bic SSerldngerung be« ßlement« unb bilbet mit ben Sljen SBinfel, beren 
^ojltiu« bur(!b bie beutfi^en Su^fiaben a, b, c bejei(ftnet »erben; bie jxoeite 
*ft bie Slje ber Döfulation^ebene mm'm" unb bilbet mit ben %s^n SBinfel, 
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inm Sofiiiu^ a, b, c genannt tt)erbcn; bic britte ifl fenfrci^t auf mm' uiib 
liegt in ber D5futation«ebcne; i^xt aSerlanflerung gel^t but(ft bcn ÜRittelpunft o 
be« Ätümmungöf reifet mm'm", unb bie ßofinuö ber SBinfel, bie fte mit bcn 
?ljen bübet, jtnb tt)ie früher a, ß, f. 6^ befielen nun folgcnbe Sielationen : 

1. a^ + b^ + c^= 1; 8*2 + b^ + c2 = l; a^ + /J« + y2 = 1 

J)ur(^ 9Dtfferenjiation 

2. ada + bdb + cdc = o; ada + bdb + cdc = o 

«da + j5dj? + yd/ = 

55ie ®Ieicf)ungen 1 rühren baier, baß bie brei 9ljen auf einanber fenftd^t 
flel^en; bie ®Ieid)ungen 2 jinb bie gormein für bie Sojlnuö bon brei redeten 
SSBinfeln; gie^t man namli^ burd) m' brei treitere Sinien, m't', m'T', 
m'T' = 1, tt)obon bie erfte bie SSertangerung beö gtement^ m'm", l>tc 
jttjeite fenfrecbt auf ber Döfutationöebene m'm"m'" unb bie britte fenfre(3&t 
auf bem SIement m'm" ifl, unb in ber jttjeiten Oöfulationöebene ra'ra"m"' 
liegt, fo finb bie 6ojtnuö ber aSBinfct, tt)el^e bie ßinien tl', TT', tt' mit 
ben 3tjen bilben, 

da db de 

\/da* + db^ + dc^ ' Vda^ + db^ + dc^' Vda^ + db^ + de*' 
da db de 

Vda^+ db* + de*' Vda*H-db* + de*' Vda* + db* + de* ' 
da d|^ dy 

Vda* + dj?* +dy*' Vda* + dj!^* -f- dy* ' Vd^* + djJ* + d/* ' 

SDie ®Iei(i)ungen 2 bebeuten alfo, baß bie SBinfel m'tt', m'TT', m'TX' 
ate JReiä&te anjufe^en finb, ttjenn man bloö bie unenblic^ fleinen ®rßßen erfter 
Orbnung in Setrai^t \\t%\. SBir ^aben ferner bie SHelationen: 

3. aa + bb + ce = o; a« + bj5 + c/ = o; aa + bjS + c;' = o 

tt)et(^e P^ auf bie Sojtnuö ber redeten SBinfet tm'T, tm'T, Tm'T bejiel^eri. 
3)ie Duabratfnmmen ber brei Sojinuö, ttjeli^e bie 9ljen ber x, y, z je 
mit ben brei Sinien m't, m'T, m'T bilben, jtnb gtei^ 1, alfo 

4 a* + a* + a* = 1 ; b* + b* + Z^*^ = 1 ; c* + c* + y* = 1 
unb burd^ S)ifferenjiation 

5. ada + ada + ad« = o ; 6db + bdb + jSil/S = o ; c.c + cdc + yrly = o 

35er gontingenjjttjinfeltm't' ttjurbe mit o), ber Oöfulation^toinfel Tm'T' 
mit Sk bejeidbnet, mithin ifl tt' =^ w unb TT' = Sk, unb \)(x bie ^rojeftionen 
öon tt' auf ben Sljen ber x, y, z gleid) finb da, db, de unb biejenigen üon ' 
ü gleich da, db, de, fo ifi mit SSerurf jtt^tigung beö ^Paratteliömu^ ber Sinien ' 
lt','TT', m'T 

6. ö) » a = da ; w . /? = db; w ♦ y = de i 

7. ßar^da; Ä/?=db; ß^ = de i 

S)iefe SRelationen in aSerbinbung mit 5 geben j 

8. da = — aa> — aß ; d^ = — bw — bi2 ; dy = - c« — cSä , 
SDurc^ Duabriren biefer ©leic^ungeu erl^ätt man ferner , 

9- da* + di?* + d/'* = 0)* + Ä* ober 

10. TT'* = tt'* + TT'* 

S)ie geometrif^e Sebeutung biefer ®Iei^ung ift »ieber fel^r einfa^; bie 

Styen m't/ m'T, m'T »erben in bie gtt)eite Sage m't', m'T', m'T' bur(ft jtt)ei 

^re^ungen gebracht; bei ber erften Drel^ung iftm'T bic fefteStje; m't brc^t 

jt(!^ nad^ m't' unb m'T fommt in bie Sage m'T" , fo ba§ tt" = tt' ifl ; h^\ 
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kr jöDeiten 35re^ung bleibt m't' fefi, m'T bre^t fl^ mäi m'T' unb m'v 
fommt in bie gagc m'T' , fo ia^ V'V = TT' ifl ; nun ift offenbar tt'T 
ein bei t" rc(!btn)innigeö JDreiecf, alfo tt'2 = tt"2 + v^v^ == tl'^ + TT'^ 

J)ie ©tcic^ungen 9 nnb 10 führen auf einige grogen, nodift bic ®runb* 
läge ber Zptoxk ber Äurt)cn tilbcn. Diefclben enthalten 3 33ariabeln, nam» 
Ii| ben SBinfel jtt)if(ä&en jttjei auf einanber fotgenben ^aupttrümmung^^alb» 
mcjfern, bcn Sontigenjtt)infeI unb ben Zcxflon^roinhU ÜRan tann ft$ nun eine 
bicfet @xb%tn alö gunftion ber anbern benfen, fo ergibt flS) in Serbinbun^ 
mit einer ber genannten ©leicftun^en eine 9leIation, toüäüt nur noS^ jtt)ei 
bicfer SBinfel enthält; burcft ©pejialijtrung ber gegebenen gunftion entfielet 
fofort eine JReil^e »on SDifferenjialgleitbungen, tt)ot)on jjebe einer getoijfen 
Slaffc t?on Äurt)en entfprid)t. 9Xan gelangt fo ju einer ßintl^eilung ber 
Surfen, tit berjenigen ber glasen analog ifi, mli^t üttonge in bie ©eometrie 
einführte, tnbem er' gett)ijfe {Relationen jnjifc^en ben beiben ^aui)tftummungd» 
iaibmejfern in einem $untt einer gläc^e annahm, unb auö biefen Stelationen 
bie ®lei(^ungen ber glasen ableitete, Sejjei^net man bie ^auptfrümmungö« 
^albmejfer mit R unb R', fo. ifl R = R' bie einfac&fie biefer Differenjialglei:» 
(lungcn, »elc^e burcö 3i^^^9^öti«>w <^uf ^^^ Äugel fül^rt; um anbere ©attung 
»on glasen ifl burd^ bie Sejiel^ung R + R' = o c^arafteriflrt, toorunter 
^ eine ©d^raubenfldt&e bepnbet, bereu Srjeugenbe paraflet einer @bene ifl, 
unb ttel^e ft(^ burd) bie ßigenf^aft auöjeidbnet, in f!cö felbfl berf^iebbar ju 
fein, eine (Sigenfi^aft, ttjelt^e fte nur mit ben I>re^ungöfla(äben gemein ^at 
Die gldcj)en R.R' = const. fönnen, toaö au« ben®au6*f(f)en Ünterfut^bun* 
gen über bie 9lbbilbung ber gld(^en Jertjorge^t, auf einer Äugel abgebilbet 
»erben, 6« bieten jl^ l^ier no^ »eitere, biö Je^t unbeantwortete gragen 

1 1 

über bie 3)iöfufjlon »on S)ifferenjialglei(!^ungen bar, i, 33, -«- + ^ = const. 

RH R'^ = const. u, f. f. 

(Sin a^nüä)^^ SScrfal^ren ld§t ficj) nun bei ben getrunbenen Äuroen eins 

ds 
Wlagen; ber ^auptfrummung«:^qlbmeffer ? = — unb ber 2orftonö^albmeffer 

ds 
r = "ö" ft^^^tt i^ f^^^ einfachen 93ejiel^ungen ju ben SBinfeln « unb ß, 

eine Delation jmf^en « unb Q ld§t ftc& alfo unmittelbar in eine etttfpre(!^enbe 
ätoif^cn Q unb r umfe^en. ©etrai^ten toir j. 33. bie Älurüen, treiben folgenbe 
Steigungen gufommen: 

11. ^ == r = const. ober « = ß = const. 

12. Q = const. r :w const. ober « = const. ß = const. 

13. -^~ = const. ober -TT = const. 

r Si 

S)ie Sigenf^aften berfelben^ lajfen jld^Je^r leicht geometrifi^ enttt)ideln, 
*ie eö juerji ^aSertranb jeigte. 

SBenn man bur(S6 einen feilen ^mh Sinien jie^t, ^)arallel mit ben San« 
ahnten einer getrunbenen Äuroe, fo erplt man einen Äegel, beffen Srgeu« 
pbe unter jt(S& SBinfel bilben, ttjeld^e ben 6ontingenjtt)infeln ber Äurt)e 
entfpre(!^en, tccif)xtnt> bie beiben burt^ brei auf einanber folgenbe ßrjeugenbe 
i^eftimmten Tangentialebenen beö Äegel« einen SBinfel einf(!&lie6en, gleich' bem 
P^tulationöirinfel ber Äuröe. 3)ie ginie w = const. ifl eine fol^e, ber fl(]& 
^i^ glei^feitige« unb glei(|tt)inflige« 5Polt)gon t)on unenblid} »ielen ©eiten 
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einbef^teibeu lägt. Siegt eine fotc&e Äuroe in l)er ßbene, fo ifl fle ein 
Ärei«, mithin ^aben tt>ir f(!&on einen fpejietten gaü, »eltber ber ®lei*ung 12 
entf priest, nämlidb « = consl. Ä == o. Um aber bie übrigen Äürt>en 
(ö = consl. Si = consl. p finben, nehmen xcii bie ©pi^e bed Äegelö ate 
ben SRittelpunft einer Äuget an, treibe benfetben in einer fpl^arifd)en Äurt)e 
((feneibet. ©leicben auf einanber folgenben Elementen ber gegebenen Äurt^e 
entfpred)en eben fo ijiete Srjeugcnbe bed Äegclö, »etcbe unter (Icö gleidbe 
SBinfel bitben, unb alfo auf ber fp^äxifcben ituroe gleiche Sogen abfc^neiben. 
3ie^t man burtb bie aRitten biefer Sogen ginien, bie auf benfelben fenfred)t 
Rnb, unb jugtcid) bie Äugel tangiren, fo Pub bie ijon i^nen eingef^Iotfenen 
SBinfel glei<i ben Odfuldtionötoinfeln ber gegebenen Äuroe; mithin ftnb {le 
unter fldj gleicb, alfo finb biefe ginien eben'faflö unter einanber gleicb unb 
fd)neiben fid) (omit in einem 5ßuntt; X)it genannte fp^ärifdje Äurt)e ift bem^ 
nacb dn Äreiö unb ber ^ülföfegel ifl tin S)re^ung«fegel, beffcn grjeugcnbc 
mit ber 9lje einen fonflanteu SBinfel bilben; biejangcnten ber gegebenen 
Äuroe bilben alfo ebenfalls mit einer ®craben fonjlaute SBinfel; biefe Äuroe 
felbfl liegt auf einem S^linber, bejfen (Srjeugenbe i^re Elemente unter fon- 
flantem SJinfel fd}neiben. J)a t>it jtt)if(^en je ^mi unenblic^ naiven (Srj^eus 
genben liegenben ßlemente ber Äuroe mit benfelben fon?;)^l/ al3 auc^; unter 
jl(]b felbfl gleid)e SBinfel bilben, fo folgt barauö, ba§ ber SBinfel jtt)if4en 
ben entfpre(^enben Sangeutialebenen beö ßplinberö fonflant, unb bag mithin 
ein auf ben Srjeugenben fenfre(^ter, ©(!&nitt bejfelben ein Ärei^ ifl. t)it 
ilurt>en, »cldje ber ©leic^ung 12 entfpred&en, flub ba^er S^raubenlinien, 
welche iit ©rjeugenben eine« gplinber« mit freiöformiger Sajiö unter fon^ 
flantem SBinfel fi^neiben; ijl biefer SBinfel gleid) 45 ®tab, fo erl^alt man 
ben bur(!b bie ®leid&ung 11 bargeftellten fpejieUen gall, tveit bann bie 6r^ 
jeugenben ber jwei Äegel, toel^e mit ber Äugel fonjentrif(^ jtnb unb fle 
berühren, mit i|rer Slje einen SBinfel üon 45 ©raben bilben. 3"^ britten 
?lrt üon Äuroen geboren folcibe, bei toel^en »eber ber (Sontingenj* , uo^ ber 
Jorfionönoinfel fonflant ijl, fonbern nur baö SBerl^ältnig beiber. SBir t^eilen 
bie gegebene Äuröe »ieber in gleite Elemente ein, fonjlruiren ben Äegel, 
beffen ßrjeugenbe parallel mit biefen Elementen finb, unb welcher öon einer 
fonjeutrif^en Äugel in einer fp^ärif^en Äuröe gef^nitten loirb. 2)a ik 
eontingenjttjinfel ber gegebenen Äuroe nii^t mel&r unter jt^ gleich ftnb, fo 
flnb aucb bie SBinfel jtt)if(I)en je jtoei (grueugenben be« ÄegeW unb mithin 
au4 bie entfprecbenben S3ögen ber fp^rifcben Äuröe ungleid^. 3^^^^ uiau 
burcfe bie 3Ritten biefer Sögen ginien, »elcbe i>k Äugel tangiren unb gugleitö 
fenfrec^t auf ber fpl^drif^en Äur\)e flnb, fo ijl ba« 33crl|altni§ ber SBinfel 
jroifcöen je jtoei folgen ginien unb j^ioifAen ben ©rjeugenben be« ÄegeW 
fonflant, »orauö fld) trieber ergibt, bag biefe ginien in einem fünfte ju^ 
fammentrejfen muffen; ber ^ülfisfegel ifl alfo gleid)faüö ein SDre^ungötcgel, 
alle langenten ber gegebenen Äuröe mad^en mit einer beflimmten ®eraben, 
ttjelcbe ber ^tje biefe« ©re^ungöfegel« parallel ifl, einen fonflanten SBinfeL 
2)iefe Äuröe liegt fomit aud) auf einem gplinber, beffen grjeugenbe fie unter 
fonflantem SBinfel fi^neibet. 2)erfelbe ifl aber fein 2)re^ungöc)?linber, benn 
iit einjelnen ©lementc ber Äuröe, toelcbe tüii unter einanber gleiifi annehmen, 
bilben jxrar gleicibe SBinfel mit ben 6r jeugenben, aber ber Sontingenjwinfel 
»ecftfelt »on einem glement jum anbern, mitl^in toec^felt au^ ber SBinfel 
j»ifd)en ben entfpre^enben Sangentialebeneu be« S^W^ber«, alfo ifl ein fcnt- 
rechter Schnitt beffelben niä)t mel^r frei^formig. 



39 



SStr f^abzn nun ff)(genbe ß^f^^nti^^nfleaung: 

L SSeibe JlriimmunaiS^albmeffer einer gen)unbenen jtuit)e f!nb unter {!c!^ 
gleich uttt) fonjlant; bie Äurüe ift eine S^raubentinie^ tt)el(^e bie 6rjeu(jen« 
bcn eineö ßplinbcrö mit freiöförmiger SBafiö unter einem SBinfel t>on 45 
©raben fc^netbet. S)tefe ÄurDe ifl m jicb fclbft t)erf(^iebbar. 

^nit '&auptfrümmuncj«:^atbmeffer einer glacöe jinb unter j!(^ gteid^ unD 
fonjlant; bie gtac^e ifl eine Äugel, ttjetcfee na(]& allen SHic^tunften in ji^ felbfl 
Derfd)iet>bar \% 

2. Seber ber beiben Ärümmung^:^albmejfer einer flewunbenen Äuröe ifl 
tonfiant. 5E)ie Äurt)en jtnb ©(^raubentinien, treibe bie (Srjeugenben eine^ 
gplinber« mit frei^formiger 93aftd unter einem beliebigen, aber fonflanten 
ffiinfcl f(^heiben. Sn bem fpejieÜen gad, tt>o einer ber Ärümmung^^^albmcffer 
unenblicft groß ifl, erhält man einen Ärei^. 35iefe Äurüen jlnb ebenfalls in 
fl^ fetbfl oerfi^iebbar, . 

Unter ben glajfeen, bei tt)eI4en beibe ^auptfrummung^l^atbmeffer fonflant 
unb unter jt(fe unglei^ jinb, ifi nur ber Sljlinber mit freiöföimiger Sajlö ju 
nennen, bei n)el(^em ein jtrümmung^^atbmejfer unenblicb grog ifl* S)iefe 
glä^e ifl gleid)faft0 in ^^ fetbfl »erf^iebbar unb jwar nadfe jtrei ju einanber 
fenfreiSten 9li(itungen» 

3* S)aö Serl^dttnife ber beiben Ärummungö^albmeffer einer gett)unbenen 
SutDe ifl fonjlant; biefetbe ijl eine Schraubenlinie, »eli^e bie ßrjeugenben 
cmeö ©plinberö mit beliebiger 93afiö unter einem fonjlanten 2Binfel fc^neibet. 
®ol(^e ÄurDcn finb ni^t in fl^ felbfl öerf^iebbar. 

Unter ben glä(jben, Ui trettifeen bad aSerl^dUnig ber beiben ^auptfrum* 
muugö^albmeffer fonjlant ifl, jtnb biejenigen ^eroorju^eben, bei »eichen biefe« 
Ser^altnig gleich — 1 unb gleich — 2 ifl, 3" '^^^ ^^ft^^ ^^^ gebort bie 
©(^raubenfld^e, bereu Srjeugenbe |)arallel einer Sbene ifl, unb bie burtfe 
Umbre^ung einer Äettenlinie um i^re J){reftrtce erzeugte 35re]^ung^fla$e, 
3ur jtreiten 9lrt gcl^ort iit inxä) Umbrel^ung einer $ardbel um i^e j)irefc 
trice erjeugte Dre^ungöfldcbe. 



$. 14. !Die getnunbenen Partien. Sc^Iuf . 



9i9. 4. 




m m' Hl" m'" jinb 
t)ier auf einanber fot« 
genbc ?Punfte einer 
fo(d)en Äurt)e ', bie 
beiben O^fulation«- 
ebenen m m' m" unb 
m' m" m'" fi^neiben 
jl(3& in m' m" ; bur(!& 
bie SWitte n biefe« 
etcmentö jie^en toix 
jtt)ei gu bemfetben 
fenfre^te Sinien; bie 
erfle no litgt in ber 
(Sbene mm'm" unb 
bie gtüeite no' liegt in 
ber gbene m' m" m'" ; 
o ifl ber 9RitteIpunft 
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be« Ätrummunjöfrcifeö mm'm"; o' tfl feet SKittelpunft be^ Ärümmungöfreifc^ 
in'm"in'"; bie Süd^timflen m'm" unb oo' flnb offenbar ju einanber fcnf^ 
reftt, unb ba oo' ein (Slcment ber Stnxvt ber Ärümmungöhei^mtttetpunftc 
ift, fo folgt l^icrau^ ber ®a^: 

!• ©ie Xangenten einer geiounbenen Äuroe unb ber Sinic 
tl^rer Ärüntmungöfretömittetipunfte fiel^en in je jwci entfpre« 
^enben ?Pnnften auf einanber fenfred)t. 

S)ie aKittelpunfte fämmtti^er Äugeln, loelcfte jld& um bie brei ^ßunfte 
mm'm" befc^reiben laffen, ober toel^e ben Ärümmungöfreiö mm'm" jum 
gemeinfd)aftlid^en 2)ur^f^nitt l^aben, liegen auf ber ?lje biefer Oöfulationd* 
ebene, b, ^. auf ber in o auf berfclben ertidjteten ©enfrec^feten; bie TtitUU 
^juntte fämintli(!ter Äugeln, n)eld)e burd^ bie brei fünfte m'm"*m"' gelten, 
ober ben Ärummungötreiö m'm"m"' jum genieinfamen ^ur(!öfd)nitt $abcn, 
liegen auf ber 2tje ber jtoeiten Döfulationöcbene, b. f^. auf ber in o' auf 
ber (Sbene m'm"m"' errii^teten ©enfrei^ten. 35iefe beiben ?ljen f(!6neiben 
fxäj im fünfte M, toeldjer ber 3Rittel^)unft ber burd^ bie oier ?Puntte mm' 
m"m"' beflimmten Äugel ifi; biefe Äugel l^eigt bie Ärummungöfugel ber 
gegebenen Äurüe. 2)a nun oM ober o'M' Tangenten ber Äurtoe ftnb, auf 
»eli^er bie ißunfte MM' ♦ ♦ ♦ liegen, ober ber Äuroe ber Ärummung^tugelmittels 
punftc unb ba bie Elemente oo' unb MM' in ber bur^ n gelegten 9iormat 
ebene ber gegebenen ÄUroe liegen, fo folgen l^ierau^ na(i)fie|cnbc Safte: 

2. ^t brei entfpred^enbe $untte einer gettjunbencn Äuroe, 
ber ginie il^rer Ärümmungötreiömittel^junfte unb ber ginie 
il^rer Ärümmungöfugelmittelpunfte liegen in ber 9lormalebene 
ber gegebenen Äurtoe; ih Slangente ber leftteren fielet fenf^ 
re^t'auf ben beiben Slangenten ber anbern Äuroen. 

S)er Ärei^ noM, tt)el(6er in ber JWormalebene ber gegebenen Äuroe liegt, 
l&at jum.2)ur(^mejTer bie Sinie nM. SDa aber no'M*glei(!)fattö ein recbter 
SBinfel ifl, fo liegt ber ^unft o' mä) auf biefem Äreife; bie ginie oo' tfi 
fpn)o]^t ein ßtement be^ Äreifeö alö auä) ber knxu ber Ärümmungömittel« 
!|)unfte, mithin ifl bie Verlängerung biefeö (Slementö tint gemcinf^aftlid&c 
SEangente beibcr; xjerbinbet man o ober o' mit ber aWitte ber ®eraben nM, 
fo ifx bie Säerbinbung^linie fenfred^t auf oo'; t)erldngert man oo' biö jum 
35ur(S^f(ä&nitte mit ber 93ertangerung öon nM in q, fo ift qo^ «s qM. qn; 
jie^t mm enbli^ bur^ o eine ginie, n)el($e nM fenfre(!&t in s f(!öneibct, fo 
jftnb q,M,s,n t>ier,i^rmonifcbe fünfte; ioir l^aben alfo folgenbe Safte: 

3. SBenn man an bie ginie berÄrfimmungöfreiömittelpunfte 
eine 2:angente jiel^t, fo trifft fie bieSerbinbungölinie ber ent? 
fl)rec&enben ?Punfte ber gegebenen Äuroe unb ber ginie ber 
Ärümmun^öfugelmittelpunfte fo, ba§ baö Duabrat ber Jan* 
gente glet(3^ b'em ^robuft ber beiben %bf(ftnitte auf ber Ser* 
binbungölinie ifi. 

4 S)ie brei auf biefer ginie erl^altenen fünfte unb ber 
gugvunft beö auf biefelbe öom entfprecf^enbe^n j^unft ber ginie 
ber Ärummung^fretömittel})unfte gefällten ?Jerpenbifelö finb 
in ]&armonif^er ?Jro)Dortion. 

5* 3^^^* mau )^on einem ^unft einer geöjunbenen, Äuröe 
nad) bem cntfpre(!benben ^unlt ber ginie ber Ärummun^^fugel* 
mittel^)unfte eine ©erabe, fo ifi bie 95erbinbung$linie il^reö 
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^atbititngd))unlt$ mit beut entfpre^enben $unft ber Stnie itx 
Ärummung3fretömittel}>unftc eine Slotmate ber leiteten. 

3« bem ihrei^meretf noo'M jtnb bie SBinfel bei n unb M, ono' unb 
oMo', einanber gleich; ber etße biefer SBinfel ifl ber D^fulationdwinfel ber 
i^egcbencn ÄurDe unb bet jtteite ift ber ©ontingenjmnfel ber Sinie ber 
iRtümmungdfu(|eImitteI))unfte, l^ierau^ folgt atfo 

6. ber Oöfulationöwinfel einer getounbenen Äuroe ijl fllei^* 
bem ßontingengtoinfel in bem entfprec^^enben ißunft ber ginie 
i^rer Ärümmung^fugetmittelpunfte. 

SBir bejeid)nen xoitttx toie früher bie ßoflnu« ber SBinfel, toetcöe in 
einem $unft einer getounbenen jtuit>e bie Tangente, bie ^auptnormale unb 
bie 91je ber Oöfulationöebene mit ben 9ljen biiben, bur^ ci, b, c; a, ß, y; 
9, b, c; bur^ <a unb ü 6;ontingen}:: unb Odfulation^tointet, bur$ q unb r 
Ärümmungös unb 2orjton«^albmeffer unb enblic^ burct^ R ben ^albmeffer ber 
Jtrümmung^fugel 2)iefelben Su^jlaben mit einem Stria) bejie^en f!4 auf 
bie ginie ber Ärümmungöfujetmittetpunfte unb mit jtoei ©trid&en auf bie 
8inie ber Ärummungöfrei^mittelpunfte- 

^u$ bem jYoeiten Zl^eorem folgen bie ©leic^ungen 

7* aa' + bb' + cc' = o; aa" + bb" + cc" == o 
9lu^ 6. folgt 

8- Ä = «' 
gerner fann man {i$ fe^r lei^t äbergeugen, ba§ bie ^albirungdlinie bea 
ffiintete oMM' paraüet ber ^albirungötinie oon ono' ijl; l^ierauf beruht 
ber ®aft: 

9. £)ie ^auptnormaten in einem $unft einer getounbenen 
Äurt)e unb in bem entfpredbenben 5Juntt ber Sinie i^rer Ärüm^ 
munggfugelmittelpunfte finb gcgenfeitig parallel, ba^er bie 
Steigungen 

10. « = «'; iS = /5'; r = r' 

9Bir bejei(^nen bie (Soorbinaten oon n mit xyz, unb biejentgen t)ou M 
alfo mit x'y'z', bann flnb bie ^Projeftionen ber Sinie nM auf ben Sljen be» 
{ie^ung^meife g(e{(^ 

X — x' ; y — y' ; z — z' 
X — x' iji aber gleicb ber Summe ber ^rojeftionen oon no' unb o'M auf 

ber X 3I5C; ober ba no' = q unb o'M = — ^ (p ijl ber SDur(!6f(^nitt t)on no' 

unb Mo) = -J- = o = d^ -p , unb y — y' , z — z' glei(!& ber (Summe 

ber iproieftionen t)on no' unb o'M auf ben y unb z ^Ijen flnb, fo entfielen 
bie @(ei(!^ungen : 

11, X - x' = «^ + ar -T^ 

z - z' = r? + c r ^ 

Da nM'^ ^ no'^ + o'M^ ift, fo ^aben »ir für ben ^albmeffer ber Ärüm« 
mmtg^tuget: 
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12. R» = ,>' + r^g 

3u bemfelben fRefuUat n)äre man au(^ ivnä^ 0.mt>xixtn bet ©Uid^ungen 1 1 
gelauj^t, ba aa + /Jb + yc = ift. 

S)ur^ bie g^rmcln 11 iji ber SWittetpunft/ bur(!& 12 bet ^alfcmcjfer Der 
jtrümmung^tugel bejlimmt. 

Sei einer fp^ärifdjen Äurt)e ifi R unb alfo an^ q^ + r^ t^= consi. 

13. (x — x') a + (y — yO b + (z — zO c = o 
14 (X — xO«+(y-yO^+(z-zOy= -P 

15. (X — xO a + (y — yO b + (z - zO c = r ^ 
3um SBel^uf ber geometrif^en Segrünbung Don biefen »eiteren ©tei^uu* 

j^; — j^' Y y' 2 z' 

gen ifi p bemerfen, baß — ^ — / » / — g — bie Sojtnuö ber brci 

SBihfel ftnb, tüel^e ber tg^albmeffer ber Ärummungöfugel nM = R mit bcn 
Sljen bilbet; bie ®lei(feung 13 bebeutet alfo, ba| nM fenfrecftt auf ber Jan* 
gente ber gegebenen Äuröe in n jie^t; jle behält übrigen« i^re ©ettung, 
ttjo man auc^ ben Jßunft x'y'z' in ber bur^ n gel^enben Slormalebene ber 
gegebenen Äurüe annehmen möge, alfo iji jle bie ©lei^ung biefcr 3toxmaU 
ebene. 

2)te linfe Seite oon 14. mit R bit)ibirt, gibt ben ©ojlnu« beö SBinfelö 

onM an, ttjel^er gleiiJb m~ = "r" ^ft» ^^^f^ ®Iei(%ung laßt jit& auc^ burd) 

S)ifferenjiation auö 13. ableiten, tt>enn man x'y'z' ate fonfiaut anjte^t, unb 

berncfjic^tigt, ba§ dx . a + dy • b + dz . c = ds; — = q unb da = «. «; 

db = « . jJ; de = 0) . y (§.13, 6) iji. ^te ®tei(^ungen 13 unb 14 itiu^m 
ji^ alfo auf jtt)ei unenbli^ na:^e 9'iormalebenen ber gegebenen Äurüe, mithin 
auf ben S)ur^f^nitt oM berfelbert, ober auf bie Oöfulation^aje. 

SBenn man bie tinfe <Btitt t)on 15. burdb R bitjibirt, fo erhalt man ben 
aSert^ be« 6ojtnug t)om gsinfcl o'Mn, unb ba biefer ßoftnu« glei(^ ^^, 

ferner na* bem Obigen o'M = r-^, Mn = R iji, fo xcaxt l^iemit auc^ 

biefe 9letation geometrif* nadbg^wiefen. ÜRan !ann bie ©lei^ung 15 bur* 

S)iffetenjiation auö 14. ableiten, inbem man »ieber x'y'z' als fonfiant bt^ 

ds 
traiS^tet, unb berütf ji(^tigt, bag dx • « + dy . jJ + dz . y = o , -q^ =^ unb 

na^ §. 13, 8, da = aw — uß , dj^ = — bco bß , d;' = - cw — vSI 
iji. S)ie ©lei^ungen 14 unb 15 bejie^en jlcb auf jwei unenbti* na^e Oötus 
lation^ajen; ba man bzi ber ©ijferenjiation oon 14. x'y'z' alö fonßant an* 
gefe^en l^at, fo jletlen bie gormetn 13, 14, 15 ik goorbinaten x'y'z' oon M, 
ober bed SDurc^f^nitt« »on brei auf einanber folgenben SRormalebSfuen, ober 
auc^ oon j(tün auf einanber fotgenben Oöfulation^ajen ber gegebenen Äuroe 
bar. SBeit bie gormein 11 gleicäbfatt« bie Soorbinaten be« SKittelpuntt« M 
ber Ärümmung^f u^cl angeben, fo mujfen jle tbentifd) fein mit ben genannten 
©lei^ungen, unb m b^r i^at laffen jle jl* au« 13., 14., 15. ableiten burcft 
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äXultiyittfation Hefer ttudbrutfe guerfl mit a, a, h; bann mit b, ß, b m\i 
enbtic^ mit c, y, c. S)a ik ^je ber O^fuiationdebene (et gegebenen fturoe 
iu((lei(^ bie Zangente ber Sinie i^rer jttümmung^fugefouttetpunfte i% fo ^aben 
»ir bie gotmetn: 

16. a = a'; b = b'; c = c' 

2)urc^ bie Xangente MM' ber Unteren Sinie ge^en %wti 9lotmaIebenen 
ber fteflcbenen Äurtje, ndmiid) M'Mo'n unb M'Mo'n', »o n' bte ÜRitte be« 
britten ßlemeutö m"m'" ift; nun ifi ber SBinfel jtt)if(^en biefen beiben Sbenen 
cinerfcirö ber Oötutationöttrinfet ber ginie MM' unb anbererfeit« ifl biefer 
ffiintel fllcid) no'n' ober (jleii^ bem Sontingenjmnfel bei n, ^ierau^ folgt 

17. ß' = 0) 

S)er 6ontingenjn)inteI einer gen)unbenen JturDe ifl fl^eitb bem 
Oötulation^toinfel in bem entfprecftenben ^unft ber ginie i^rer 
Jtrümmung^fugelmittelpunfte. 

Diefer ®a^ la§t ficft aucb noc!& auf anberem SBege betceifen; ju folge ber 
®lei(^ung 9 beö §. 13 ifl bad Duabrat be$ SBintetd {tvifcben }n)ei auf ein« 
anber fcigenben ^rümmungd^albmeffern einer jturüe glei^ ber @umme ber 
Duabrate bed gcntingenjs unb bed Xorf!ondn)infeld ; ba nun \>it jtrümmungd« 
^albmeffer in jwei entfprecftenbcn fünften einer Äurüe unb ber ginie i^rer 
^iümmungdfugclmitte(punfte paraüet finb, fo {tub auc^ bie SBinfel }n)if^en 
je iirei folgen Ärümmungö^albmeffern gleicft, ober «^ + -ß^ = «»''^ + -ß'^* 

Stad) ber ®lei(feung 8 biefe^ §. ift aber Ä == «' atfo aud) Ä' = «. 
6^ feien M^MM'M" auf einanber folgenbe ißunfte einer getounbenen Äurt>c; 
in ber Oöfulqtionöebene M"MM' nehmen wir einen beliebigen ^mtt n an 
unb in ber jtoeiten O^fulationöebene MM'M" ben $unft n' fo, ba| bad 
(Skment nn' biefe beiben ßbenen fenfret^t fdjneibet; man fann ebenfo in ber 
brittcn O«fulation«ebene ben {ßunft n" annehmen, fo ba6 n'n" bie gweite 
unb britte biefer gbenen retbtnointlig trifft u. f. f. S)abur(!b erbcilt man eine 
8mie nn'n".., n)eld)e fammtUd)e Odfulationdebenen ber gegebenen Äuröe 
fcnfrec^t fd)neibet, unb beren Ärümmungöfugeln i^re 9RitteIpuntte in M,M',M".. 
^aben; biefe ginie ifl t)ott!ommen beftimmt, fo balb bie gage eined ii^rer 
fünfte, j. S. öon n angegeben iji; ba aber biefer ^mtt beliebig auf ber 
Ööfulation^ebene M^MM' getoa^lt »erben fann, fo gibt eö unenblid) oiele 
Jinien, »el(Sbe bie gleiche @igenfd)aft ^aben, wie nn'n". ., namlii^ baft 
M, M', M'' . . . . bie ÜJiittelpunfte i^rer Ärummung«fugeln jinb ; alle biefe ginien 
fdjneiben bie O^fulation^ebenen ber Äurtje M"MM'M''.. fenfred)t, mithin flnb 
i^re Jangenten in benjenigen fünften, too jle eine biefer O^fulation^ebenen 
treffen, unter einanber paraHeL SBorfie^enbe JBetra(!btungen führen ju fol» 
genben ©äfeen: 

18. Sammtli^e 5turt)en, n)el$e eine gemeinfame ginie M 
für bie SKittelpuntte il^rer Ärümmungötugeln ^aben, bilben ein 
®9fiem t)on ginien, bereu Jangenten in entfpre^enben ißunften 
unter einanber parallel finb. S)iefe entfpredbenben fünfte lie* 
den auf ber O^fulation^ebene üon M. Unter ben ginien biefe« 
®9flem^ ^at feine mit ber anbern einen $unft gemeinfd)aftli^; 
bcnn toenn jtt)ei folcbe ginien einen $unft gemein l^atten, fo 
tüürben fie ganj iufammenfalten. 

Die beiben 6benen M®MM' unb MM'M" ^aben bie ginie MM' gemein« 
f(^aftli(ft; fallt man auf biefclbe lit ^rpenbifel no' unb n'o', fo ifl o' ber 
Mittelpunft eine« Ärummung«freife« ber ginie nn'n"...; bie SRittelpunfte 
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9i9. 4 b. 



aflet Ärfimmunfl^frcifc biefer 8mie liegen bemtiai^ auf ben Tangenten ber 
ÄutDe M»MM'M"...., JDorau« jt(!^ ber (Sa^ ergibt: 

19. 2)ie Sinien beö in 18. genannten ©pflem« liaben bie 
ßigenfiä^aft, baS bie Sinien i^rer Ärümmungfifreiö^saÄtttelpunfte 
auf einer enttcitfelbaren glacJ^e liegen, .beren @rjeugenbe bie 
Tangenten ber ßinie i^rer gemeinfamen ÄrümmungöfugeU 
Wittelpunfte finb. 

SBir betrauten ttjieber baö Ärei^t)iere(f noo'M, tt)eld)eö in ber bur(^ 

bie aRitte n beö ®Ie^ 
ment^ m'm" ber ge^ 
gebencn Äuröe geteg:: 
ten !RormaIebene ents 
galten ifl. M ifl ber 
aWittetpunttberifrünu 
niungö!uget, o unb o' 
jinb bie *3KitteIpunfte 
t)on itoti auf einan^ 
ber folgenben Rxnnu 
mungöfreifen. p ifl 
ber 2)ur(%f(^nitt ber 
S)iagonaIen no' unb 
oM. «uf ber 5Ber^ 
langerung üon o'M 
liegt M'; MM' = ds' 
ifl ein SIement ber 
ßinie ber Ärflmmungö^ 
fugelmittelpunfte. 




o'p = d^ ; op = -^ d8 = ^fl ; oM 

Q 



~ • ~ a ~ 



d (oM) = MM' — op = ds' — -^ ds 

dß ' 



ds 
mithin 

20. ds' = -^ ds + d (^r ^) 
3)te ^rojeftionen Don ds' ouf ben 9ljen fini dx', dy', dz', dfo 

SDie ©lei^ung 20 fann in folgenber gorm gef^rieben »erben: 



21. 



dx' = a f-^ ds + d (r 
dz' = c f^ 



ds + d(r-^ 
ds 



>) 



22. 



+ 



d 



— 1 = 



ds' ■ Q' 

^ie ®Iei($ungcn 11 f5ttnen teit anä) fo (atjleUen: 

x = x' + a'Q + ay ^^ 



23. 



Y = r + ß'9 + b'e 



ds' 
ds' 



45 

SBir ttjoüen nun annel^mcn, W Sintc MM'M"... fei gegeben, iinfc j»ar 
baburdb/ i)af i^r Ätummungöl^albmeffer q* aW eine gunftion beö 93ogen« s' 
bctfelben auöftebrutft iji (pe^e bie Oleidjung 8 be« §. 12). 35ur* ©ubjlis 
tution btefeö SBert^ö t>on ?' in 22. erl^alt man eine SDifferenjtaIgIei(^un(^ mit 
imi Satiabcin, nämlid) s', q unb ben 3tbtettungen Don q na(| s'. 3)ur(ft 
Sntegration bicfer ©teid&ung ergibt jtcö q alö gunftion \)on s' unb öon jwei 
millfürlicften 5lonflanten. I>ie ®Iei(]bungen 23 leieren l^ierauf x, y, z fennen, 
unb fomit ifi bie ?lufgabe au^ anal^tifc^ gelöst, bie toii oben auf geom«» 
trif(^em SBege be^anbelten: 

24. 6ine genjunbene Äur^e iftgegeben; ed follen bieicnigcn 
Äuroen beftimmt toerben, toel^e biefelbe jur Stute i^ter Ärüm* 
mungöfugelsSWittelpunf te l^aben. 

Snbem roix auf bie Sinie ber ÄrümmungdfreiösSKittelpunftc ubetge^eii, 
möge baran erinnert »erben, \>a% bie glei(!&en ©uc^fiaben gebraust toerben, 
ttie bei ber gegebenen Äuroe, bo$ ba§ biefe ©udjflaben jur Unterf(!betbung 
mit ixod @trid)eu »erfcl^eu merben foüen; a", b", c"; «", /?", y"; a", b'', c'' 
bfbeuten alfo ber SHeil^e nad) bie ßojlnuö ber SBinfel, toel^e bie Sangentc, 
bie ^auptnormale, bie Döfutationöaje mit ben ?ljeu ma^en; «" unb Ä" 
Unb bie ßontingengs unb DöfuIationött)infeI, jj" unb r" bie Ärümmung^s unb 
äorjionö^atbmeffer. 3« ^^^ 3)rcie(f oo'p ifl oo' = ds" baö glement ber 
Äurüe ber Ärümmungömittclpunfte, alfo, toeit oo'* = o'p* + op*, fo ifl 
imd) ben oben angegebenen SBert^en 

25. ds"« = d^« + g^ ober ^ - ^Vl^^^^^ 

26. M" + W + cc" = o; ttci" + ßb" + yc" = ^, ; 



aa" 



+ bh" + cc" = - -y/i _ f-^Y' 



S)tc erße ber ©leic^ungcn 26 beru:^t batanf, ba§ bie demente m'm" 
bet (ie((ebenen Äuroe unb oo' ber Äuttoe bei jtrummungdmtttetpntte auf ein« 
atiDet fentie^l liefen ; bie linte ®eite bet ^weiten ©lei^ung %iit ben Sofinu« 
ki SSinfetd jwif^en ber ^au:|>tnormale ber erflen Jtutve unb ber Tangente 

bet jwetten an, Welcher offenbar = — ^ = -^ ift; bie linfe Seite ber brit« 

tcn ©leid^ung gibt ben Soflnuö be« SBinfete jwif^en bet O«fulation«ase ber 
etjlen Äut»e unb bet 2: anflente bet j^toeit en an, welcher gteicö bem Soflnu« 

be« SBinfel« poo' = ^i _ f-^ilV ifi. 

27. a«" + i>ß" + c," = - ^ ^ ^^ ^^^^^^^^ 

««" + ßß" + rr" = Vi - C^Y Vl-f^- — -^1' 

y Vds"J y y.Q ds" is"J 

ds" V ^ Lp ds" ds" J 
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28. 



aa" + W + cc" = Vi _ fC iL ^^ ' 

▼ V. 9 ds" ds"J 

-r r -T- ^ V 1 \_ds"J ds" ds" 



aa" + bb" + cc" ^^ n'-l ^ '^^^ 

Um bte geometicif^e ^uötegung biefcr gormeln }u ei^atttn, legen wir 
i\n^ t>en $untt o btei Stnien, o)>, o^r^ op )>araUe( bct Tangente, ^au^t^ 
notmale, unb Oöfulatton^aje bct gegebenen Äutoe; btefe btei gtnien flehen 
ouf einanbet fenfted^t, wie and) bret »eitere, oo', on', op', welche bie Zam 
gente, ^auptnoimate unb Odfulatton^aje'ber jturoe ber Jtrfimmungdmittels 
punttt angeben. S)te gtni e oo' liegt in ber @bene pow, unb nai) bem SöhU 

2)ie linfen ®etten ber ®Iet(^ungen 27 nnb 28 fleden nun ber Steige 
na^ bie Soflnud ber SBinfel w^'op, ir'on, jr'op; p'op, f'on, p'op »or; (8 

0*1 ds dp 
l^anbett ji^ iuna^ft barum, bie ©cbeutung bc^ 3tuöbrucf^ ^— -r-jy g-77 ju 

ds ds" 

fltibcn; ba — = w uitb -77 = w" ifi, fo fatin man fiatt beffelben au(S& 

fc^en -7; sin poo'. Setra^tct man aber 0' ate ben SKittelpunft einet Jtugel/ 

tt)etd)e bie brei Sinien o'o, o'o'', o'M in bem f^)]^arif^en S)reie(f oo'> f(!&nei:s 

bet, fo ift :^ier Seite 00" = w" SBinfel /tt = «; /*o'o" ober <Btxit f^o*' 

= SBinfel poo'; ba nun in einem fp^ärifd)en SDreiect bie ®inu^ ber ©eiten 

jld) \>tx\)(x\itix, tt)ie bie ®inu^ ber ®egentt)infel, fo ifl sin 0: sin/i* = sin^o": 

jä V sinu.sinuo" « . sin poo' ^^ .« . «rv. * < 

sm 00" ober sin = — c si — == -L — , 516er tft ber SBmtel 

Sin 00" 0)" 

jtt)if(!öen ben ©benen oo'o" unb oo>, unb ba op fenfreftt auf ber gbene 

oo> fie^t, unb on' fenfrei^t auf 00' unb in ber ßbene oo'o" liegt, fo ifl 

sin = — cos TT'op ober 

. ^ 0" ds Aq 

cos 3r'oö = — ^- -j— - ^'^- 
^ Q ds" ds" 

fomit ttjare bie erfle ber ®lei(^ungen 27 beriefen. 

op fielet fenfred^t auf ber @bene oo> unb op' fenfredbt auf ber (Sbene 

oo'o", alfo ifl 

cos p'op = cos = Vi /?!' ^ ^Y 
, ^ ^ e <•«" <*s"J 

tt)obur^ bie erfle ber ©lei^uncjen 28 beriefen ifl» 

gerner l^aben toir jufolge befannter gormetn für jtoei in einem ^ßunfte 
fic& f d)neibenbe rei ^t^ inflige ^;enfpfleme co s tt'ott = cos poo' ♦ cos p'op 

V l.ds".' y y^Q ds" ds" J 
cos «r'op = Sin poo' . cos p'op = A y 1 _ (^^ J^ ^J ' 
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cos p'o^ = cos poo' . sin p'op = \/l - (-g;)' (^ ^ ^) 

cos p'op = s,n poo' . sm p'o») = ^ (^ _ ^J 

^ietnit pnfc fcic öier übrigen t)on bcn ©lei^ungen 27 unb 28 ebenfalls 
beriefen. 

2)et S^tfammen^ang jtvif^en Den ©(etc^un^en 26, 27, 28 lagt j!(!^ au<!^ 
auf analljtif^em SBege getgcn. S)ut(ft 3)ifFereitjtation bct gotmel aa" + bb" 
+ CC" = o erl^alt man ada" + bdb"+cdc" + da.a" + db.b" + dc-c"=:o; 
nun ift 

H«" ds'' ds" 

da = a — ; db = 5 — ; de = y — 
alfo mit Serfirf jl^tigung bet gtt)citen unter ben ©tetdjungen 26 

29. a«" + W + er" = - i^ ^ A 

S)ie SJtffetengtatton bet gwetten ©leii^utifl «a" + /?b" + yc" = j^ 

ergib! «da" + /Jdfc" + ydc" + d« . a" + d/J . b" + «"r • '" = ^ > "«* 

§. 13, 8 tfl 

da=_a — — a>/ds"2 — dp« --; dS=— b — — b Vds"* — do«. — 

dy = — c — — c \/ds"* — do«. — mithin 

30. ««" + ß^" + yy" = ," (^ - I +1^) 

5){e brüte ©tet^ung ao" + bb" + ce" = — V^- (^)^ ^^^^ 

enbltcb beim S)iferenjiiten 

dp d^P 



ada" + bdb" + cdc"+ da.o" + db.b" + dc.c" = 



ÜRit gerfljftdbtignn g Der gormetn 7 beg %. 2 2 

Vds"*^ — do2 Vds"^ — do'^ ^ Vds"^— do^ 
= a 5- . db = Ä ^ ; de = y ^ , 

? e ? 

bet oben angegebenen SBertl^e öon da", db", de" unb ber (ÄUii&ung 
aa" + jJb" + ye" = —^ erhalten wx 

V'-la?7j 
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fficnn man 29, 30 unb 31 quabtirt unb hierauf bic Wefultate abbirt, 
fo flnbct man 

2)ur* biefc Olei^ung ttjcrbcn bic gormein 29, 30 nnb 31 ibentif(3& mit 27. 
SDie Duabratc i)on a"a + b"b + c"c; a"a + b"b + c"c; a"a + W'ß 
+ c'V P bcn Dnabraten ber erfien, jXDciten, britten nnter ben ®Iei*ungcn 
26 nnb 27 abbirt, geben SBertl&e, »etc^e «leid) ber gin^eit fihb, ttorauö 
fofort bie ©leit^nngen 28 l^erüorge^en. 

®ir fe^en ber Änrje n)egen ^2 + y S^i - 7 == ^' f^ ^^^««^^ 

mr bnr* 3Kntttpltfat{on ber legten ©tei^nngen in 26, 27 nnb 28 mit 
a", «", a^'; b", jJ", b"; c", y", c" ______ 

33. a = — - — -^ -— a +? Va -f- y^i . ^^^ ^ v .a 



? 



ds" ^ ^^ ds' 



■ ■ I ■ 1 « 






// 



z" 



J)ut^ SDtffetenjtation »on 27. erhält man ferner 

r" o"* V 
31. aa" + W + cc" + . _. p ^ ^ == ü 

V ds"^ V *■ ds"» "^ 
r" ^" -JL 
aa" + ßb" + yc" = 7==- « 

Vl--^ 
V * ds'"« 

aa" + bb" + cc" ^ — r"^"ü 
3ut ^fclürjung \owc'S>t gefegt 



c" 



1 _ ^^^ 



ds"l. ds"2j ds^ 

2)nr(f) ajergteic^ung t)on 34 nnb 28 ergibt fid) 

V - - - ■ -a- ■ M~*- 

(Journal v. Liouvüle^ XVIIL, ®. 193.) Serret: Sur ies courbes ä 
double courbure. 

35ie ©leit^nng 35 enthalt bie anall^tifc^e 9lnf(6fnng ber Stufgabe: 
6ine gen?unbene Äurüe ifi gegeben; eö folt biejenige ilurüe 
beflimmt trerben, t)on tt?el(!&er fie bieStnie ber Ärnmmungöfret^s 
mittelpnnfte ift. Sei ber gegebenen Äurtje muffen bie $auj>ttru'mmung^s 
l^albmejfer (>" unb $:orjionc5]^aIbmejTer r" alö gunftion be^ 33o(jenö s" gege^ 
ben fein. ®e^t man biefe SJert^e in 34 ein, fo erl^ält man eine (Steigung, 
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toel^e bic aSariabcIefi (?, s" unb btc erftc unb jttjeite 9lMeitun^ t>on ^ na^ s" 

ent^dln 2)ur(ft S^^W^^i^" l^i^f^^ Dtffcrenjialgleicfeung ergibt fid) fofort g 

ate gunftion »on s". 6^ mag ^ier nod) erwähnt »erben, wie man bte Äur? 

wn erhalt, bei tretd^en q eine gegebene gunftion öon s ifi. SBir ^aben oben 

ds 
für Q bcn SBert^ — _ . gefunben, unb bur^ 

dx dv dz 

ginfül^rung ber SBinfet -r-- = cos a, -p = sin « . sin i , -7^ = sin a . cos i 

(jg , . — ds^ 

erhielten tt>ir bie ®lei(^ung « = — = Vda^+siir^a di*' ober -^ = ^«^ 

+ sin^a di^; tt)enn nnn 5p(s) eine vorläufig nnbejiimmte gnnftion beö 93ogen« 

ds ds 

s tji, fo fann man fe^en da =.sin g>(s) — , sin a dl = cos f(si) — ; burd) 

Spejialifirung ber gnnftion <jp(s) erhalt man aüe biejenigen Änroen, tt>et(be 

ber Sebingnng genügen s = f(ß). t)Vixä) ^nU^xation erhalt man bie ®ins 

dx dv dz 
fei a unb i unb fofort au^ bie SBert^e oon 7- ^ "j / "T" ^" ^ ^^^^ 

gebrüdt; eine toeitere Sntegration fü^rt anf bie SBertl^e t)on x, y, z, eben« 
faU^ burd) s gegeben. £)ie Elimination oon s and biefen brei.®Ieid^ungen 
fulfert fofort auf gwei ®leic&ungen, »el^e biejenigen ber Äuroe jtnb. 6in 
ganj a^nti^eö aSerfal^ren ld§t fic^ in ben Äuroen in Slntoenbung bringen^ 
t»o ber Jorftonöl^albmejfer r eine gegebene gunftion bed ©ogenö fein foß. 
(Monge, application de Tanalyse ä la g^ometrie, 5^^ öd. Il^e note de 
M« Liouville. page 549.) 

$. 15. S)ie Linien auf ben ^lac^en. 

auf einer gläc^e ifl eine Sinie gegeben, öon tt)eld)er mm'm" brci aufs 
einanber folgenbe fünfte jinb. S)ie gormein 11 bed §. 12 geben unö nat^« 
fte^cnbe SBertl^e für bie 6ojtnud ber SBinfel, n)eld)e bie Sangente (mmO, 
bic ^auptnormale (^albirungölinie beö SBinfete inm'm'O nnb bie %je bet 
Oötulationdebene (©enfre^te ber (Sbene mm'm'O mit ben ^oorbinatenajen 
bilben : 



1. a = -V-; b 



dx ' _ dy , ^ ^^ 



ds * ds ' ds 

j dx j dy , dz 

d -r- d -j^ d -r- 

o ds ^ ds ds 

2. a = ; ß =^ -^ ; y = 

^ dyd^z — d^ydz ^ dz d'^x — d^z dx dxd'^y — d^xdy 

« . ds^ 0) . ds^ 0) . ds* 

« ifl ber ©inuö beö ßontingenjtoinfeW mm'm" nnb gegeben burd) bie 
®Ieid)ungen 5 unb 6 be« §. 12. ' SBenn n?ir txt SDijfcreuiiation oon 2. au3« 
führen, fo erl^alten toir 

4 ^ _ dsd^x — dxd^s dsd^y — dyd^s _ dsd^z — dzd^s 

SWlen. ©epinftrlf. 4 
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S)ie Sofinuö bcr SBintel, xotli^t baö (Stemcut m'm" ober bie nac^öft? 
folgende Sangente mit ben 2tjen bübet, jtnb 

ober 

3luö ber @lei(^uuci ber gtäc^e f(x, y, z) = o erplt man burd) S)iffe' 
renjtation 

6. Xdx + Ydy + Zdz = o 

Die ßojlnnö ber SBinfet, treidle bie gtäd&ennormale im ißunft m' mit 
ben 2ljen mad)t, jlnb: 

'• "K ' K ' K 

tt)o bcc Äürje l^atbev Vx^ + y^ + z^ = K gefegt mirb. 

25ie ©lei^ung 6 bebentct, ba§ ber'ßopnuö beö SBinfel^ ^tioifc^en ber 
^ädiettncrmale unb bem Clement mm' gleid) 9lutt, ober ba§ biefer SBinfel 
ein Mecfcter ifi. (Sie ifl mithin bie Oteic^ung bcr Tangentialebene ber gläd&e. 
SDur^j 5!)ifterenniation tm 7. erhält man für bie ßoftnnö ber SBintel, tt)el^e 
bie natftftfolgenbe g(ad)ennormate im ^unft m" mit ben Sljen mad)t: 

K^^Xd X- YdY- ZdZ ^ , dX K^- XdX— YdY- ZdZ y , dY 

K2- XdX— YdY — ZdZ_ , dZ 

S)ur(!^ Mofee ?intt)enbung bcr goftnu^formel finbcn n?ir nun fogleicö bie 
2)ifferenjiatgtei^uni3en tjon Derfdjiebenen ßinien auf ben gläc^en. 

SBir bejcii^nen ben SBinfel jmf(^en ber Tangentialebene ber gtac&e unb 
ber Oöfulation^ebene ber Rwt^t mm'm" mit y, (o folgt auö 3. unb 7. 

9. cosy = -~j^j(dy d2z-~d2ydz)X+(dzd2x~d2zdx)Y+(dxd2y-~d2xdy)Z^ 

(Sefet man :^ier y = const., fo erplt man bie ®Iei(^ung berjeni- 
gen Sinien auf ben gläd&en, iti n)etc^en ber SBinfel jtt)ifd)en ber 
Oöfulationöebene unb ber Sangentiatebene ber glad)e tonflant 
ift; in bem (pejietten gaü, tt)o biefer SBinfel ein SRec^ter iji, ergibt jtc^ 

10. (dyd^z — d'^ydz) X + (dzd^x - d^zdx) Y + (dxd^y — d^xdy) Z = o 
ober 

11. (Yd^z - Zd^y) dx + (Zd^x — Xd^z) dy + (Xd^y - Yd^x) dz = o 
0bet auc^ 

12. (Ydz — Zdy) d^x + (Zdx - Xdz) d^y + (Xdy — Yiix) d^z = o 

%üe biefc brei ©lei^ungen, n)el(^e ibcntifc^ ftnb, bejie^en jid) auf bie 
<\eobatif<!^en Linien, beren Döfulationöebencn fenfrecit auf ber 
gläd)e fle^Ji- 'Uw* ^^^ geometrifd^e SSebeutung t)on 11. unb 12. ju finben, 
benilften tt)ir bie gormein 31 beö §. 1. SDie Sojtnuö ber SBinfel, tt?et*e bie 
Slje ber bur<!^ bte glac^ennormale unb ^auptnormale bejiimmten (Sbene mit 
ben SoorbinÄtenajen ma(!^t, Jnb 



cos 
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Yy — Iß Z« -Xy ^ß — Y« 
K.y' ' " K.y' ' K.y' 

9P' ift ber (Sinuö be« 3BtnfeW gtt)if(ftcn biefen beibeu 5?ürm(tlcn, uub ba 

dx dv üz 

-p, -p, H~ '^^^ 6oftniiö ber SBinfel flnb, »elö^e ba« 8imeneleme«t mm' 

mit bcn 2ljcn bilbct, [o ifl na(ft bcr Sojtnuöfcrmct 

inkm tt)ir i/^ bcn SBüifel jtrifcfcen ber ?ljc jener burd) bic gläcfcennormafe 
unb ^auptnormale ber Äurüe befiimmten ßbene unb jtrifcben mm' nennen. 
Da bie Ouabratfnmmc bcr brei (Jofinn« einer ®craben glei(6 6tnö fein mng, 
fo ^aben »ir jur Scftimmunj t)cn y' 

y' - ^ ^i^iy - ¥)' + (Z« - XyF+CX^^^^Y^)^ 

SBcnu man aber im SSert^e bpn cos y; mit ^ülfe t^on 4. bcn ?ln«brnd 
in bcr Älammer cntn>ictctt, [o erflibt P(^ mit SRücffic^t auf bie ibentiffte ©Ici* 
^ng: (Ydz - Zdy) dx + (Zdx ^ Xdz) dy + (Xdy — Ydx) dz = o 

13. cos V =^ ^^^^r^Ai^AH^lA'^^^Ax'^-i^^^ 

©e^t man ^ier ^ ^ const., fp ]^at man bic ©Ictd&ung folc^cr 
ginien auf bcn glasen, bti »eichen ber SSfnfcl jwifcöen i^rer 
Tangente unb ber bur$ bie g(a^ennormaIe unb ^auptnormale 
bcr Äurüc beflimmtcn ffibenc fonfiant ifi. %i bem fpejictlen gall, 
tt)o bicfer SBinfet gleid? SluD ®rab, alfo cos tp es o ift, erl^alt man bie ©Ici^^ 
$ung 11, bercn gcomctrifcfec S3cbeutung fomit bartn befielt, ba^ bie Jangente 
ber geobatif^en ginie in bcr @bene ber gla^ennormatc unb ^au))tnormaIe 
enthalten i% 2Die (Slcic^ung 13 ücreinfad)t ftcfe, ttjcnn man annimmt, ba§ 
Me Äurtjc in glcid^c Elemente eingctl^eiU ifl, alfo ds = const, dH ==& o, 
bann l^at man für y' bcn SBert^ 

y' ^ i^-^- VcYd^z-Zd'^y)'^ + (Zd^x- XcFz)'^ + (Xd^y- Yd^)" 

li • Cr). uS 

., (Yd*z Zd2y)dx + (Zd»x-Xd»z)dy + (Xd«y- Yd«x)(Iz 

14. COß ttf = -^ r r- • ■ ■■ • ■ ; - ■ ■ • • ■ ■ . ■ ■ . . ... ... 

dsN/cYd^z - Zd^y)^ + (Zd^x— Xd^z)^ -r (Äd^y — \d^x)^ 

Die go^nu« ber Sßinfel jmfd&cn ber ?tje ber burd) bie glädjennormalc 
unb bad ©ement mm' ber Unit gcl^enben gbeue unb jtt)if(!beu ben ßpprbis 
natenajen finb naä^ 31. §. 1 

Ydz -^ Zdy Zdx — Xdz Xdy^ Ydx 

K.ds ' " K.ds ' '^"T:^ 

8cjci(ftnen tioir bcn SBinfcI jmf(ftcn bicfer 9ljc unb bcr ^aui)tnermale 
i)er Äurt)e mit v'/ fo ifl uad) bcr Soflnuöformcl 

cos f' « ^-- j (Ydz - Zdy) a + (Zdx - Xdz) /? + (Xdy -^ Ydx) ^ 

grfc^cn tcix l^icr «, j9, ^^ bur(!6 il&te SBcrt^e in 4., fp ftnbcn mt mit 
53erutfft(^tigung bcr 3bcntitat 

(Ydz - Zdy) dx + (Zdx — Xdz) dy + (Xdy - Ydx) dz = o 

4 * 
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16. cos V'' =^ g-j^j(Ydz— Zdy) d^x + (Zdx-Xdz)d*^y + (Xdy-Ydx) d^z^ 

®e^t man l^icr yj' = const., fo ergibt ficb bie ©Icid&iing betjc' 
nigenStnien auf bcnglädjen, n)o bcr SBinfet jtt?if(fteu bcr|)aupt^ 
notmale t)erÄurt>c unb bcr bur^ il^re Tangente unb bicglacjbcn- 
normale ge^cnben 6bene fonfiant iß. SBcnn bieÄonfiantc gleich 90^ 
ober cos f' = o ifl, f o f ommt man auf bie g^tmel 1 2 jurürf, toctd^e beiDeiöt, 
bag bei ben geobätif^en ginien bie ^auptnormale in ber burc!^ bie langente 
gelegten Slormatebene ber glac^e liegt. 

gür ben ßoflnuS beö SBinfefö jtoifc^en ber ?lje ber burcö bie %(xn^ 
gente unb bie gläd)ennormale gelegten ßbene unb bem folgenben Clement 
m'm" ber Äuroe erl^dlt man nad^ ber gojinuöformel auö 5. unb mit ©erücfs 
fid)tigung ber fo eben angeführten ibentif^en ©leic^ung 

j^-^ j (Ydz — Zdy) d^x + (Zdx^ Xdz) d^y + (Xdy-- Ydx) d^z 

3fi biefe ®ro§e gleid) 9lufl, fo ergibt [\ij n)ieber bie gormel 12, teorauö 
:^ert)orge]^t, bag bei ben geobdtifd^en ginien jtoei auf einanber folgenbe gle^ 
mente unb bie glä^ennormate in einer 6bene liegen. 

9lu3 8. unb 15. erhalten ttir nac!^ ber ßoftnu^formet unb mit Slürfjtcfet 
auf bie ®leid)ung 

(Ydz --*Zdy) X + (Zdx - Xdz) Y + (Xdy — Ydx) Z = o 

17. <^osö)' = j^^ J(Ydz— Zdy)dX + (Zdx-Xdz)dY + (Xdy-Ydx)dZ^ 

^ier ifi a)' ber unenblicft tt)enig toon einem JRecbten abtt)ei(]&enbe ©intel 
jtt)if(ben ber 21je ber ßbene, toel^e burcJfe bae Slemcnt m m' unb bie gldd)en5 
normale in m' ge^t, unb jtoifdjen ber nad^ftfolgenben gldd);ennormale, bereu 
8u§>>unft m" ift 9lu(fe l^ier fönnte man bie unenblic^ Meine ®ro§e cos «' 
glei^ const. fe|jeu, unb erhielte babur^ bie SDifferenjialgleicJfeung berjeuigen 
ginien auf ben gld^en, bei roeldjen ber SBinfel w' fonfiant ifi, toie j. ©. 
beim Äreiö ber ßontingenjtointel, unb bei ber (Scbraubenlinie Sontingenj? 
unb Sorftonötoinfel, treibe betbe gleid)fall« unenblic^ Kein, fonfiant ftnb. SBeun 
cos CO' = 9lutt ifi, fo l^at man flatt 17. 

18. (Ydz — Zdy) dX + (Zdx ~ Xdz) dY + (Xdy— Ydx) dZ =■ o 
ober 

19. (YdZ - ZdY) dx + (ZdX - XdZ) dy + (XdY - Ydx) dz =; o 
ober au^ 

20. (dYdz-~dZdy)X + (dZdx— dXdz) Y + (dXdy— dYdx) Z = o 

3)ie beiben legten ©lei^ungen folgen bireft avi^ 18., »ie man ft(^ fel^r 
leiiS^t uberjeugen fann. 18 ift bie SDifferenjialgtei^ung ber Ärüms 
mungölinien, »o «^ = 90 ®rab ifi, unb mithin bie burd^ eine 
langente ber ginie unb bie Slormale ber gld^c gelegte 6bene 
au(ft bie ndd^fifolgenbe 9lormale ent^dlt, too alfo je jtoei auf 
einanber folgenbe gld(5&ennormalen fic^ fdjneiben. 

Um bie geometrif(fee ©ebeutung oon 19. unb 20. ju ftnben, benü^en 
Küir toieber biegormetnSl beö §. 1. Sejeic^nen n?it bie brei in ©teid^ungS 
bargefleüten Sojtnuö mit «', ß', /, fo finb 

Y/ - Zß' Z«' - Xy' Xß' - Y«^ 

K.W ' K w ' K.W 
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Mc 6of!nu« fcer SBinfel, »el^e bie «je bcrjettigett ®bene mit ben Sootbtna« 
tenajen btlbet, bie ben beiben unenblic^ naiven glac^ennormalen in m^ unb 
ra" parallel ift. w ifl ber SBinfel jtt)if(^en biefen 5Wormaten, unb 

w = sin w ==: -^ V{\r' - ¥0'^ + (^«' - -^yO' + C^f'' ^a')^ 

SRad^ ber Soflnnöformel erhalt man für ben unenblicö wenig t)on 90° 
abtreic^enben SBintet jn?if(!^en ber genannten ^Ije unb bem ©(erneut m'm" 

cos W = j-~^ j( Yy' — Z/90 dx + (Za' — Xy') dy + (Xß' - Y«') dz | 

SBenn man ben 2lu«bfu(f in ber Äfammer enttt)irfelt, unb in Setra^t 
jtc^t, bag bie ßoefftcienten üon X, Y, Z in ber ©tei^ung 8 »erf(fttt>inben, 
fo erhalt man 

21. cosW= j^-;^S(YdZ-ZdY) dx + (ZdX— XdZ) dy + (XdY-YdX) dzl 

SBenn man ^ier W = const. fe^t, fo folgt ^ierau^ bie ©leid&ung ber 
Wnie, tt)o ber SBInfel jtt)ifd)en ber langente unb einer mit jüjei unenbUcft 
na^en gta^ennormalen paratteten @bene fonfiant ift. 3ji biefer SBinfel gleidi 
3luD, alfo au4 cos W, fo ergibt jt* bie gormel 20, wel^e ebenfalls ^eigt^ 
bttg jtt)ei folc^e glgd)ennor malen unb bie langente ber Ärummungdlinie in 
einer gbene liegen. 

dyy^ — dzjg^ dz«' — dxr' äxfi^—dya' 

ds . sin w' ' ds. sin w' ' ds . sin w' 

jtnb bie ßofinuö ber SBinfel, n?eld)e bie ^Ije berjenigen Sbene mit ben goors 
Muatenajen bilbet, bie mit bem ©tement mm' unb ber folgenben glätten« 
normale in m" parallel ifi. sin w' ifl unenblid) n?enig t)on 1 DcrfcJfeieben 
unb fann alfo n?eggelajfen »erben* S)er SBinfel jwifdöen biefer ^Ije unb ber 
crften gld^ennormale in m' fei W, fo ift 

= yV-| idYr'-dzßO X + (dz«'— dxyO Y + (dx/9'- dy«') Z 

SKittelft ber ©leic^ung 8 fann man ^ierauö ableiten, mit 93erfi(Ift(ttigung 
bei ibentifd)en ®lei(iung 

(dyZ — dzY) X + (dzX - dxZ) Y -f (dxY — dyX) Z == o 

22. cos W = gT^j(dydZ dzdY) X + (dzdX- dxdZ) Y + (dxd Y— dydX) zj 

SBenn /^ier W = const. gefegt wirb, fo ^at man bie ©lei^ung ber 
Knien, tt)o ber unenblid) fleine SJinfel fonftant i%'mld^t bie glacftennormalc 
mit ber ebene bilbet, bie parallel ber Sangente unb ber unmittelbar folgei^ 
ten Jlormale ift. 3fl biefer SBinfel gleid) 5Rull, fo ift cos W = o, unb e« 
ergibt jtcb Uc gormel 20 für bie Ärümmungölinien. 

J)ie ®leid)ungen 12 unb 18 für geobätif(!be unb Ärummungölinien geben 
mit einanber multiplicirt-folgenbe merfwürbige {Relation: 

23. {(Ydz - Zdy) d^x + (Zdx - Xdz) d^y + (Xdy — Ydx)d«z \ 

{(Ydz — Zdy) dX + (Zdx — Xdz) dY + (Xdy - Ydx) dZ \ 

^ dXd^x+dYd'^y+dZd^z Xdx + Ydy + Zdz _ dxd^x + dyd^y + dzd^z 

dXdx + dYdy + dZdz "^ X'-' + Y^ + Z'^ dx'^ + dy^ + dz'^ 

S)er 93en)eie( biefer (Sleiö^ung beruht auf ber gormel 42 beö §. 1. SBir 
fcften udmlid) 



cosW^ 
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J ^ (Ydz - 2dy) d^x + (Zdx - Xdz) d^y + (Xdy - Ydx) d^z ==t d 

J' == (Yd25 - Zdy) dX + (ZdJ< — Xdz) dY + (Xdy — Ydx) dZ = o 

fomit ifl ndc^ bcn in 42. §. 1 gcbrauditen Su(!^fiaben: 

a = d%, b ^ d»y, c =± d^Z 5 a =^ «' =* X, /S =^ /?' =^ Y, y = y' = Z 
a' = dX, b' =s dY, c' = dZ5 a =^ a'=5dx, b=Ä b'=*dy, c =: c' = dz 

S)te ©lei^unc^ ber langcntiatebettc ifl Xdx + Ydy + Zdz =ä 0, ttjorauö 
bur* Dtffetenjidtiott entfielt Xd^x + Yd^y + Zd^z ^ ~ (dXdx + dYdy 
+ dZdz); mit fRürfilc^f ciuf biefe SBert^e l^abcn mx fctner 

L = aa' + bb' + cc' =3 dXd'^x + dYd^y + dZd^z 

M = aa' + i^b' + yc' = XdX + YdY + ZdZ 

N = aa' + bb' + cc' = dXdx + dYdy + dZdz 

L' = aa' + b/9' + cy' = — (dXdx + dYdy + dZdz) 

M' = aa' + ^i?' + yf = X* + Y^^ + Z^ 

N' = aa' + b^' + ty' = Xdx + Ydy + Zdz = 

L" = aa' + bb' + cc' = d'^xdx + d^ydy + d^zdz 

M" = aa' -h ^b' + yc' = Xdx + Ydy + Zdz =5 

N" =^ aa' + bb' + cc' =^ dx'^ + dy** + dz^ fomit ift 

L (M'N" — M"N') + M (N'L" — N"L') + N (L'M" - L"M') = JJ' 
= LM'N" — MN"L' — NL"M' 

= (dXd^x + dYd^y + dZd'^z) (X^ + Y^ + Z^) (dx'^ + dy^ + dz^ 
+ (XdX + YdY + ZdZ) (dx^ + dy^ + dz^) (dXdx + dYdy + dZdz) 
— vdXdx + dYdy + dZdz) (d'^xdx + d^ydy + d^zdz) (X^ + Y^ + Z^) 

S)it)ibirt man ^ier mit (dXdx + dYdy + dZdz) (X^ + Y^ + Z^) (dx^ 
+ dy2 4- dz^; , fo crl^ätt man, ba J . J' = ift, bie (Steigung 

dXd'^x+d Yd^y +dZd^z Xdx+Ydy+ Zdz dxd^x+ dyd^y+ dzd ^z _ 
^^* dYdx+~dYdy + dZdz+ X^+Y« + "Z^ dx^ + dy'^+ dz'^ ~^ 

(Joachimsthal: de curvis curvaturae et lineis brevissimis in superficiebus 
secundi gradus^ Crelle's Journal XXVI., 155.) 

@]^c n)ir bicfc JRctation naiver betrachten, mögen noc^ einige »eitere 
gormein für geobdtifc^e Sinien angegeben trerben: ^m Eingang M §♦ 12 
l^aben xoir gefnnben, bag, trenn man jwei auf einanber folgenbe (Elemente 
mm' unb m'm^' einer Sinie na^ t unb t' Verlängert, m't = m't' =s 1, bic 

dx dv dz 
^rojef tionen oon tt' auf ben 9l;en gleich ^ J~' ^ h ' ^ ~d~ ^^^' ^"" ^^ 

bei geobatif^cn ginien it' ^jaraüel ber gfd^ennormate in m', mitl^in flnb 
Wefe ©rogen proiportional ben gofinud ber SBinfel, toeld^e bie Slormale mit 
bcn ^Ijen bitbet; mr ^aben fomit bie ©teic^ungen für geobätif(fte Sinien 

25-^d^-^d^^^d7^"-F^-T^¥=^-P^-^-'l (§-l'2) 

d^:d-^: d-f- = X:Y:Z (§.11) 
ds ds ds ^^ ^ 

je nadbbem bie ®Ieid)ung ber gIa(S&e bie gorm z ^ f (x, y) ober f (x, y, z) 

=^ ^at. gerncr ifl 

, dx , dy , dz 

^ :r d -j^ d -p- 

Js _ Y ^ _ Y ^^ ^ 7. 

U' " ^ ^' ~lv~ ~ ^ ' "i"t^" "^ ^' 
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ds 

unb ba II' = — (§. 12^ 7), fo gelten au(^ nacfefle^enbe gonnctu für gcos 

bätif^c ginien: 

26, d ^.D=:X.ds, d ^.D = Y.ds, d^.D = Z.ds 

ds ^ ds ^ ds ^ 

(Gauss: disquisitiones generales circa superficies curvas.) 

Q ifi ber Ätummun^öl^albmejTer ber ginie, welcher in bie SRi^tung ber 
glad)ennormale fallt, unb ber alfo jugleic^ ilrummungd^albmeffer eineö 9?ors 
malj^ntttö ber glä^e tft. 

S)ie (SuIer*f(S^e ©leid^ung über bie Ärümmung^lialbmelfer ber dlcxmaU 
matt (§• 6) 

111 

27. — = -ir cos^a + ^— sin^a 

p R K' 

tann ebenfalls al^ ®(ei$ung ber geobätif^en ßtnien auf ben gtd^en ange» 
feigen »erben* 

SDer itrümmungö^albmeffcr q biefer Sinien ifi ^ier bur(ib brei 93ariabeln, 
R, R' unb a gegeben. R unb R' finb Ut ^albmejTer ber größten unb fleinflen 
jtrümmung ber ^Idcbe, unb a ifi ber 3&inUl, n>ei(^en bte Tangente ber geo« 
batif<!ben ginie mit ber langente einer Ärfimmungölinie mac^t. SWan erfie^t 
auö 27., baS bei glei^artig * gefrümmten gldd)en, xoo R unb R' pofttiD finb, 
kr Ärümmungö^aibmeffer q ber geobdtifdjen ginien immer jn?ifcfeen R unb R' 
eingcf^lojfen ifl, unb alfo nie gleich unenbli^ toerben fann. ©ei ungleid)^ 

artig gefrümmten gldc^en bagegen toirb — = 9lu!I, ober e« liegen brei 

auf cinanber fotgenbe fünfte ber geobdttfdjen Sinie in einer ®eraben, teenn 
bicfclbe eine Ärümmungdtinie unter bem SBinfel 



28. tga=± y^- 



fcfencibet. Sei entiDicfetbaren glddben enblicb ifi R' gleic^j unenblicö, atfo 
nimmt l^ier bie ©leic^bung ber geobdtifdben Sinien folgenbe einfa^e gorm an : 

29. ±^i!^ 
Q R 

SDie ®teid)ung aller gtnien auf ben gld^en, o^ne Unter* 

f^ieb, i(l bie na(^fle^enbe: 



30. -V = -^- S4- cos^a + ^ sin^a j 
q' sin 9) f R R' y 



^ier ifi ber Ärümmungö^atbmejTer q' ber Stnie bur(3b üier aSariabeln 

au^DrüÄt: R unb R' flnb bie ^auptfrümmungö|^albmefTer ber gldc^e, a ifi 

bct ffiiufet, ben bie Tangente ber ginie mit berjenigen Ärümmuncjölinie bilbet, 

rctliin R entfpricbt, unb y ifi, mc oben (Oleicbnng 9) ber SBintel jn)if(ien 

^cr Oöfutationöebene ber ginie unb ber Tangentialebene ber gtdc(>e. J)er 

Sctoci^ berul^t ganj einfad) auf ber 93erglci(^ung ber gormein 27 unb 30, 

toel(^e ju bem S^eorem oon üReunier (§. 8) 

1 1 . 

— = — sm cp 

Q' Q 

fü^rt. 3)ie ©leicftung 30 wirb in |ebem einjetnen gaO baburdb aufgelöst, 
^«6 4ur Spejialiftrung ber Äurue etne ber fünf SSariabeln p, y, R, R', a 



afö gww'^i^" ^^^ anbern gegeben ifl; nehmen reit j. S. an, e$ fei y al^ 
gunftion t>on q^ gegeben, fo ijl 

31- f (^0 = -g- + -g7- 

bte S)ifferenj{atgtei^ung aller berjenigen ginien auf ben gta^ 
(ften, bei tt)el^en ber SBitifet itt)ifd&en ber Oöfutationöebenc 
unb ber Tangentialebene eine gegebene gunttion beö Ärüm^ 
mung«l^albmefferö ijl. 3n bcm fpejielleren gall, n)D y = consl. ift^ 
l^at man 



32. 



1 . rcos^rt 



. r cos *rt sm *a \ 

= const. (^-^ + -— J 



al^ ©teic^nng ber Sinien, noo ber SBinlet üttjifdben Oöfulation^^ 
ebene unb Tangentialebene fonftant ijl. SBirb bie Äonflantc gleidö 1 
angenommen, fo ijl biefer SBintet gleich 90 ®rab, unb man erhält bie ®kU 
d)ung 27 für geobatifdje Sinien. 

2tuf bie ©leid^ung 30 ftnben d^ntic^e ®d)lüjfe 3lnn)enbung tt)ie auf 27, 

©ei gleichartig getrümmten gläi^en fann —^ nic^t JWutt werben, alfo tonnen 

l^ier nie brei nnenblid) nal^e ^fünfte einer Kiiiie in einer Oeraben liegen, 
©ei ungleid)artig gctrfimmten glauben aber ijl i>u% ber gatt, fo oft bie ©tei^ 
(^ung befriebigt* iji 



Iga 



=w^ 



aUe ßinien miliä) auf entmtfelbaren gldd&en entfpre(!ben ber äietatton : 

sin 5P . R 
^ 33. q' = — - ^ — 

SBir fe^ren nun ju ber ©leic^ung 24 

dXd'^x+HYd^y-hdZd'^z Xdx-hYdy+Zdz dxd^x+dyd'^y+dzd^z 

dXdx+dYdy4-dZdz "^ A'^ + Y'^ + Z'^ "^ dx^ + dy^ + dz'^ "" ^ 
jurud. J = ijl bie ©leic^uug ber geobatifc^en unb J' = o biejenige ber 
Ärfimmungölinien. SBir wollen annehmen 

34 F (p, p' . , .) = C 
fei dn 3ntegral biefer ©leidjung; p, p'... jlnb gewijfe Parameter, g. ©. 
SDur^mejfer ber gldcbe,. Welche mit ben Sangeuten ober ben fonjugirten Zan:^ 
genten ber ginie, auj^ tt)eld)e bie gormel 34 Sejug ^at, ))aratlel jinb; Ärüm- 
mungöbalbmeffer uon — burd) bie genannten 2^angenten bejlimmten — Slor^ 
malf^nitten ber gldc^e, ^erpenbifel, t>k loonx ajtittelpuntt auf biefe Sangenten 
ober auf bie Tangentialebenen gefaßt jtnb, ^olbiftanjen ber ßlemente ober 
ber fonjugirten Elemente ber ginien §. 7. C tft eine Äonfiante; tia bie 
®lei(J)ung 3i fowo^l auf iu Ärümmungölinieu alö au^ auf l>it geobdttf^cn 
ginien ?lnwenbung ftnbet, fo wirb in fe|r Dielen gdüen, namentU(^ in aUen 
foldjen, wo feine anbern Parameter, alö bie angeführten, »ortommen, bie 
Äonjlante C für alle geobdtififten ginien, welche tint Ärüm? 
mungölinie ber gldc^e berül^ren, benfelben SBert^ l^aben. SBir 
fonnen unter biefer beftimmten ©orauöfegung üerfi^iebene ©attungen t>Dn 
gldcfeen unterfcbeiben. 

a. gld(!ben. Wo jeber Ärümmung^Iinie ein befonberer, t)on ben anbern 
t)erfc^iebener, SBert^ t)on C jufommt. ^ier fanu eine geobdtifc^e ginie nur 
eine Ärümmungölinie berühren, alle anbern, mit welchen fte jufammentrifft, 
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mi> fic Wneibcit» $at eine foI(^)e gl5(3^e einen 9labelpunft, fo mag biefer 
atö eine jtrümmung6(inie an^efel^en »erben, xotlä^tx ebenfadö ein eiflent^üut^ 
lid)er, ton ben anbern üerfcfeiebenet, SBett^ üon C entfprid)t; mithin »erben 
alle bur^ einen 9labeli)untt ge^enben geobdtif(ften Sinien bie übrigen jtritm^ 
mung^ttnicn fAneibcn unb feine berfeiben berubren. 3n ben fünften, noo 
jÄci, eine Ärümmunflölinie berubreube, geobatifcbe Sinien eine anbere Ärum«! 
mungdlinie f^neiben, finbet bie ®(ei(]bun() flau 

F(P/P'-0 = F*(pü. Po' ) 

toelcbe bie Sejie^ung angibt }n)if^en ben, biefen fünften entfpred^enben 

^Parametern p, p' , po, po'-.*. beiber Sinien. ^^ie^er gehören bie 

Äe((elflacben unb bie nteiflen entwidelbaren ^(äd^en« SSenn man ein« JtegeU 
fla^e in einer 6bene ausbreitet, fo »ertDanbeln pcb bie ÄrummungSlinien in 
concentrifcbe Äreife, bie geobätifdben ginien in Oerabe* 2)a nun eine (Serabe 
»on mebreren concentrif<Jben Äreifen nur einen berflbren fann, »a^renb fle 
aOe fibrigen fc^neibet, fo »irb anä^ eine geobätif^e Sinie auf ber jtegelfiadbe 
eine jtrummungj^Iinie berühren unb aOe anbern fcbneiben« ^Breitet man eine 
entmdelbare gla(be in einer @bene auS, bann ^ertoanbeln f!(^ bie Jtrümmungd» 
Knien in paraftelc Äuroen, »eld^e bie langenten ber 33ertt)anbelten berütädt« 
fe^rfante red^twinftig f(bneiben. geltere ifl bie gemeinfcbaftlicbe Soolute atter 
))aTa(leten jturoen« ^m Stdgemeinen »irb eine @erabe nicbt gtoei folcber 
jlur))en juglei^ tangiren fönnen, alfo mirb au(b in ben meiflen gätien eine 
geobatif^e Sinie nur eine JtrummungStinie berubren unb bie übrigen fcbneiben. 
b. gla(^en, bei »et^en je jtoei jtrümmungdtinien jugleicb ein Don ben 
anbern loerfi^iebener SBertl^ ))on C julommt. @in $aar folcber Jtrummung^s 
Unten t^eitt bie gtadje in brei 3<>wen, bie mittlere, »elcbe oon il^neu einge* 
fd)lojfen ifi, tooflen toir Z nennen. 2)ie geobatifcben Sinien, »el^e bie erjie 
jttümmungdlinie berüi^ren, »erben nacb ber Serü^rung Z burcbtreu jen , bis 
fie an ber anbern ©renje ber ^ont angetommen finb; na(!bbem jte biefelbe 
berührt ^aben, geben fte iurucf, bur^fd)neiben bie JtrümmungSlinien ton Z 
jum zweitenmal, berühren »ieber bie erfte ©renje u. f. f.;. fle werben alfo 
auf Z unenblic^ öiele SBinbungen innerl^alb ber jwei begrenjenben ÄrümmungS? 
linien bilben. Slabelpunftc tBnnen auf folcben glacbcn nur paarweife öor» 
^anben fein. 9lfle geobätifcben ßinien, bie t)on einem 5Rabe(punft ausgeben, 
tonücrgiren wieber in bem entfpred)enben, für welchen C benfelben äßert^ 
^at. Seifpiete oon folgen glacften jtnb baS ßllipfoib , bie ^pperbotoibe , bie 
Äugel, fe^r oiele 9lotation«flä(^en, wel^e burtb eine 9lequatorialebcne in jwei 
Ivmraetrifdöe ^alften get^eüt werben, fowie manche glvicben, bie überhaupt 
eine S^mmetralebene julaffen. 

Sei foId)en gläften enblicft, wo ein unb berfelbe SBert^ oon C brei ober 
mehreren Ärummuugölinien entfpri^t, lägt jtd) nicbtS Sld^ere« über ben 33er^ 
lanf ber geobätif(%en ßinien angeben, ba ^ier ber gall möglich ifl, ba§ eine 
füli^e ginie brei ober mel^rere itrümmungölinieu berührt. 

©egeben ifi eine gläcbe («) unb eine Ärümmungölinie K auf i^r. I)ie 
langenten aller geobatifd)cn ßinien, weld)c K berühren, bilben eine 9^ei^e 
»on cntwicfelbaren gtäcben B . . . . , wooon jebe fenfredjt auf («) flebt, in fo 
fern namli^, aW bie Tangentialebenen einer folgen glacbe, wcl^e iugleitb 
Me OdfulationSebenen ber geobätif(ben ßinien ftnb, («) f entreißt fcbneibem 
3rte entwirfelbare gla^e B ^at bie 6igenf(l)aft, t>a^ ü^xt erjeugenben lan« 
genten t)on («) ftnb, unb baS eine Sbene, weld&e bur^ eine folcbe grjeugenbe 
fo gelegt ifi, ba^ fte B berührt, fenfrecbt auf («) fielet, unb umgefe^rt, berül^rt 
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biefe Sbcue («), fo fielet jte fen treckt auf B. S)ic fdjembaren ttmriffe r>on 
(a) unl) irgcnb einer bet gläc^en B, t)on mldjtm $unft be« Sflaumö fle anä) 
gefe^en mcrben mbc(tn, fte^en fomtt auf eiiianber fentred)t Slüe. biefe ents 
witfetbaren g(ä(ften B uml^iittcn eine »eitere gläc()e (/?), tüelcfcc burc!^ bie aufs 
einanberfotgenben 2)urc^fd)mtte G t)on je jtt)ei unenblid) naiven glä&en B ge^ 
bübet wirb! S)iefe neue glad)e (i?) fd&neibet alfo (a) ebenfalls orthogonal, 
unb jtrar in ber Ärümmungölinie K. 35a fte öon jeber glätte B Idngö einer 
ginie G berührt mrb, fo'fommt ben glcic&cn («) unb (ß) aucfe bie ßigeiu 
f^aft in, baß i^re fcöeinbarcn Umriffe t)bn irgenb einem ^untt be^ SRaumö 
au^ gefe^en, auf einanber fenfrecS^t flehen» J)tc Tangenten atter geobatifd)cn 
iinitn auf (a), njeldje K berül^ren, tangiren auc^ (ß) läng« einer Sinie B. 
S)icfe Sangenten ftnb alfo ben gladjen («) unb (ß) gemeinfdjaftlidj» SBenn man 
bur(ä& jwei unenblicb na^e fünfte öon G Tangentialebenen an (ß) legt, fo 
ftnb biefe jugleid) Oöfulation^ebenen einer ^eobdtifc^'en Sinie auf («), xf^i 
35ur(^f{3Önitt ift alfo eine Xangente biefer 8inie, anbererfeitö ifi biefcr 35ur<!^5 
f(ftnitt eine fonjugirte Sangente üon G, ttjorauö l^ertoorgel^t, ba§ bie fonjugirten 
Sangenten einer Sinie G auf (ß) jugtei^ bie Sangenten einer geobatif^fecn 
Sinie auf (a) jinb* 

SBir ttjotten nun auf jtt)ei unenbti^ na^en, bie Ärümmungötinte K be^ 
rui^renben, geobätif^en Sinien auf (a) ^mi jßunfte m unb m' fo annehmen, 
ba| baö (Slement mm' eine fonjugirte Sangente ber burd) m ge^enben geo^ 
bätifd^en Sinie fei» SDie Sangente ber le^teren Sinie ift bemna^ ber S)urd)5 
f(j6nitt jnjeier ffibenen, wetc^be (a) in m unb m' berül^ren; fie ifi ferner na^ 
bem Sor^ergel^enben eine gemeinfdjaftlicfte Sangente ber gtäd&en («) unb Cß); 
ba nun ik genannten ©er'u^rungöebenen jugleid) Dlormalebenen tjon (ß) finb, 
unb ibr SDurc^f^nitt eine Sangente biefer gläcbe ifi, fo ftnb fte bie O^fu^ 
lation^ebenen einer geobatif(^en Sinie t)on (ß); biefetben ©(bluffe laffen ft^ 
auf jtt)ei folgenbe fünfte, m' unb m", bereu SSerbinbungöIinie eine fonjugirte 
Sangente ber bur^ m' ge^enben geobätifcben Sinie üon (a) iji, auöbe^nen. 
S)ie 'fünfte mm'm",'.»., todä^tha^ Softem ber — bie ÄrüuimungöUnie 
K berul^renben — geobatifc^en Sinien auf («) fo bur(bfreujen, ba§ bie ©te^ 
mente mm', m'm"\ . . . fonjugirte Sangenten biefer Sinien ftnb, bilben eine 
fonjugirte Sinie (§♦ 10) unb fie ttjirb im folgenben fonjugirte geobä^ 
tif^e Sinie genannt trerben. SBir fönnen nun ba« 33or^ergei^enbe in bicfem 
®a^e jufammen faffen: 

(gegeben ift eine gtäc^e (a) unb eine flrümmungölinie K ber^ 
felben. Solan jiel^e alle geobätif^en Sinien, »eldje K berül^ren; 
i^re Sangenten bilben e'nttt)icf elbar e glä(^en, »elcbe eine noeis 
4ere gtad)e (/9) berü^^ren, bie(a) in K orthogonal fcbneibet. S)iefe 
Sangenten finb alfo ben glacben («) unb (ß) jemeinf^aftli(i&. 
Sine burd^ fie ge^enbe Sbene, ttjel^e bie eine biefer gtä^cn be« 
rül^rt, f(^neibet bie anbere fenfredjt. 

S)ie fc&einbaren Umriffe t>on (a) unb (ß) finb, üon irgenb 
einem ^JJunft be« tRaum« auö gefe^en, ju einanber re*tn)inflig. 
Sllle Sangenten einer — K berül^renben — geobätifc^en Sinie 
auf (a) bilben mit il^ren auf einanber folgenben Seru^rung«^ 
punften auf (/?) tim fonjugirte geobätifcfee Sinie, unb umcjefel^'rt, 
alle Sangenten einer geobätif cften Sinie auf (ß) bilben mit i^ren 
Serül^rungöpunf ten auf («) tiwz fonjugirte geobätifd^e Sinie. 

S« folgt au« ber Sigenfd^aft ber fonjugirten Sangenten unmittelbar, 
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Ui Die fottjitflutert geobätifc^en gintcn auf («) uub (ß), tt>entt fie bi« nur 
Rrummunfldlintc K »erlängcrt »erben, biefelbe re(i6ttt)inMtcj fd^neiben. 93ort 
jcbem ^uiift Doit C«) ober (/?) m^ (rtffeu fi(t jebenfall« uwei geöbätif^e ginteit 
jie^en, bie K berii^ten, mithin c^el^en öud^ üon biefem ißunft du« jiDei fonju* 
jitte fteobatifc^e ginteu, bie auf K fenfred)t fielen* S)ic ®(ci^Urtg fdmmtli^et 
tonjlugitten geobätifti^en Sinten, bie auf K feufrecftt flehen, ifl 

' 35. * F (p, p'. . . .) ^ C 
Ät[o biefetbe, tt)ie bicj|entge ber geobatififten Sinien, xoüö^t K beru^r^n; nur 
mit betn Unterf^ieb, baft bie Parameter p, p' . . eine anbete ©ebeutung ^aben. 
Se^ie^en jte fiä) namtid) in ber ©Icicfeung 34 auf bie Sangenten ber Sinteu/ 
fo bejie^en fle jtd) in 35» auf bie fonjugirten Tangenten ber ginien unb um* 
geteert. Sft i- S- P «i« S!)iameter ber gla^e, »elfter in 34. mit ber San^f 
ftente ber geobätifftcn ginie paralld iÜ, fo ifl in 35. angenommen, baß er 
mit ber fonjugirten langente ber fonjugirten geobatifften ginie paraflel ifi. 

ÄUe ©ftlüffe, »elfte auf 34. 9ln»enbung ftnben, fönnen auft auf 35. 
au^gebe^ttt »erben. 9luf bcn ^laftett, »o jeber Ärümmungölinie ein befom 
berer t)on bett anbern öerfftiebener SSBert^ »on C entfpriftt, »erben bie fon* 
{ugirten geobdtifften ginien, »elfte auf einer Ärümmungfilinie fenfreftt fiel^en, 
bie anbern j?rummung«ltnien fftief freujen ober beriibren. ^Üen fonjugirten 
gcpbatifftert ginien, »elfte eine Ärummung«Iinic reftt»in!tig fftneiben, ent« 
)>Tiftt ber ndmiifte SBert^ ber Äonftante C in 35. ©ei S^dften, »o ben 
jttümmungdlinien )3aar»eife gleifte SBert^e Don C jufommen, burftfreujen 
bie fonjugirten geobdtifften ginien eine t>on ^»ei folften JtrummungdUnten 
eingefftloffene 3^"^ ungefd^r »ie e« in gig. 5 bargejlellt ifi. 




K unb K' flnb bie j»et begrenienben Ärummung^linien, W geobdtifften 
?inien ftnb punftirt, unb bie fonjugirten geobdtifften ginien ftnb ganj au^^ 
«ejogen. SBenn ftft j»ei fotfte ginten fftneiben, fo ^at bie Äonflante C für 
beibc, »ie auft für bie Ärünnnung«tinie, gleiften SBert^, »oburft flft «u« 
ben ©(eiftungen 34 unb 35 für bie Parameter p, p' . . eine ?Relatii>w er* 
geben »irb. 

SBir »oflen nun annehmen, bie gemetnfftaftlifte Sangente ber gidften (a) 
uitb (ß) be»ege f!ft fo, \>a% fle naft unb naft mit aKen ben jenigen »^Junften 
biefct gldften* in ©erü^rung fommt, mit »elften fie überhaupt in Serii^rung 
fommen fann. J)ann »irb ein beflimmter ^unft L berfelben eine neue gldfte, 
W, befftreiben, üon »elfter bie be»egliftc Sangentc eine 9lormale ifl. Sc« 
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tü^rl testete flct^ eine cjcobatifdjc Unit »on («), unb alfo ungleich eine ton? 
iugirte geobatifc&e Sinie »on (ß), fo befc^reibt L eine Ärummungdtinie be« 
einen S^ftem^ t)on (X); bte auf einanber fotgenben 2)urd)f^nitWpuntte ber 
•Normalen liegen auf ber geobätifcften ginic t)on («); bewegt ftdd aber bie 
gemeinfd^aftlidje Sangente öon («) unb (/?) unb 5WormaIe öon (A) fo, bag fle 
(/?) in einer geobätifdben, unb alfo («) in einer tonjugirten geobatifdjen ginie 
tangirt, fo bef(^reibt L eine Äruramungölinie beö arlbern @9JJem3 t)on (A), 
bie auf einanber folgcnben SDur(^f^nittöpunfte ber Stormalen liegen auf ber 
oeobcitift^öen ginie toon {ß). («) unb (ß) finb fomit bie gUc!öen ber 
jtrümmung^mittelpunfte oon (A). jtommt enbli(^ bie gemeinfc^aftlid)e 
iangente »S^renb i^rer Bewegung mit ber S)ur(6f(!bnittdlinie K t)on («) unb 
(ß) in Serfi^rung, fo fallen bie beiben 5trümmungömittelpunfte üon (X) ju? 
fammen; bie ^auptfrummungöl^albmeffer Unterer gla^e Rnb einanber gleil^, 
b. ^. L ifi in einem fünfte fpl^arifi^^er Ärummun^ oon (A). ©o tanje alfo 
bie S'iormale oon (A) tit ginie K berührt, befcftreibt L eine ginie fpbarifdjer 
Ärfimmung auf biefer glatte. 33on einem ^ßunft L biefer ginie fann man 
naä} brei 8fli(ibtungen f ortfd&reiten , fo baß ft^ bie auf einanber folgenben 
Slormalen oon (AJ f^neiben; »enn ber gufepunft L ber Storraale jx^ auf 
einer ÄrümmungöKnie oon (A) betoegt, fo liegen bie auf einanber fo^enben 
SDurc^fdbnitte ber Slormale auf einer K beru^renben geobatifc^^en ginie oon 
(a) ober (ß). Sewegt ftd& aber L auf einer ginie fp^ärif^er Ärümmungeu 
oon (A), fo fcbneiben Pdb bie Slormalen auf ber gemeinfamen Ärummung^linic 
K ber glasen («) unb (ß). SDa alle geobatifÄen ginien auf (a) ober (ß), 
beren Jangenteu biefen glatten gem(;inWaftli(^ unb alfo iugleid& Slormalen 
oon (A) flub, K berül^ren, fo folgt barauö, ba^ bie ginie fpfärif(!^er Ärüm^ 
mungen atte Ärümmungölinien beiber (g^fteme burcJ^treujt. 

SBir ^aben nun ^injic^tlic!^ ber gtä(^en («) unb iß) a:^nlicbe Unterf(!^iebe 
}u mai^en, toie oben. 

a. 2Die Äonflante C ^at für jcbe Ärümmungölinie oon (a) einen anbern, 
oon ben übrigen oerfc^iebenen SBert^. S)ie geobatifc^en ginien, njel^e eine 
Ärümmungölinie berühren, fd&neiben alle anbern Ärummung^Unien» SDie oon 
(a) abgeleitete glad^e (/?) mu§ nac^ bem Obigen biefelbe Sigenfcbaft baben; 
(a) unb (i?) :^aben nur eine 2)urc^f(]&nittölinie, unb bie ^lä^t (A), beren 
Ärümmungömittelpunfte auf (a) unb (ß) liegen, ^at nur eine ginie fp^ä- 
rifc^er Ärummungem ÜRonge l^at bie glasen unterfucfet, beren S^ormalen 
einen Äegel ober eine entwicfelbare glä(fee umpHen. SDa allen Äegelfläd&en 
unb ben meifien enttt)icfelbaren glätten bie ^ier angegebene ßigenfc^aft ju^ 
fommt, fo folgt, ba§ bie i^nen entfpre(!^enbe glacbe (A) nur eine ginie fpl^a:^ 
rifc^er Krümmungen l^at, toel^e bei ben Äegelflä^en bie ßooloente einer 
fp]^arif(^en Äuroe ifi. 

b. iDie Äonfiante C ^at für je jtoei Ärümmungölinien oon (a) ben^ 
felben SBertl^. S)a alle geobatifcben ginien innerhalb einer oon jtt)ei folc^en 
Ärummungölinien eingefd&loffenen 3^1^^ le^tere berühren, fo fdbneibet bie ab:: 
geleitete gla^e (ß) («j gioeimal; bie gleite (A), beren Ärümmung^mittelpunfte 
auf (a) unb (ß) liegen, l^at jtoei ginien fp^arif^er Ärümmung. 

SBenn bie ÄonfJante C für me^r ate ün?ei Ärummung^linien oon («) 
benfelben SBertl^ ^at, fo toirb («) oon ber abgeleiteten gla^e brei ober mel^* 
reremal ge(d)nirten, bie gläc^e (A) fann alfo eben fo oiele ginien fpi^arifcber 
Ärümmungen ^aben. Heber bie fünfte fp^driftber Ärümmung, aud) SlabeU 
punfte genannt Combilic m^ SWonge), toel^e burc^ bie gigenf(j^aft cl^araf* 
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tetiftrt finb, ba§ bei i^nen Uc $au))tftuminimflö^a(b]neffer R itnb R' glei^ 

{inb, »urben f^on tjerf^iebene 9lttft*tctt aufgefieflt. 

aXonflc flibt an, baß bic Stormalc eine« 5RabeI}>unft« tjon allen unenb* 
li4 na^en Siorraalen ber gldcftc gefcftnitten »irb. Slaife S)upin flnbet ein 
0t(^e$ @(]bneiben nur na^ bret SHii^tungen flatt. $oiffon (Journal de 
'ecole polytechnique , cahier 21. page 205) nimmt an, baft jtt)ei unenbli(^ 
na^c ^iormatcn, beten guSpunfte auf einer Ärümmunfl^linie liegen, jld) 
wi^t f(ftneiben, fonbern \>\ü^ beren ffitj^efie ßntfernunfl ein unenbli^ Äleineö 
t)er etilen Crbnung ifl* 93on einem 9{abelpnntt au« tann man nadi aOen 
9li(^ningen auf ber gläd^e fortfd)teiten , fo ba§ bie tütjefle Entfernung ber 
Stctmale be« 9{abelpunft« unb bet nad)flfo(0enben ein unenbli^ JHeine« ber 
ctften Otbnung ift; aber e« gibt brei üerf(ftiebene 5Rid)tun{ien, tco biefe gut* 
femung ein unenblicb Äteine« ber jttjeiten Drbnung »irb. 

Ol^ne un« gan;^ an bie ^nftd^t $oiffon'« ansufd)Iiegen , noel^e au^ 
mit §♦ 5 im SBiberfprud) ijl, glauben tvii im äSorberge^enben gejeigt ju 
^aben, ba§, tt)enn eine gläcbe (A) eine Sinie t)on fünften fp^a« 
rtftber 5trümmung ent^iUt, bie beiben gldd)en i^rer jtrümmung«:; 
2)Jittelpunf tc (a) unb (ß) fid) in einer Ärümmungölinie fd^nci« 
ben, unb bag man aldbann t)on jebem 9labelpunfte auf (A) au« 
na^ brei 9lid)tungen fortfcftreitcn fann, 'in tt)el(^en fid) bie 
unenbli(^ na^en 9torma(en f(^neiben. 3^^^ biefer 9lic^tungen 
berühren bic Ärümmung«linien pon (A), bie entfpreibenben 
Dlormalen tangiren jwei geobätif(fte 2inien auf(a) unb (ß); bie 
brittc gflid)tung ift biejenige ber fünfte fpl^ärif^er Ärümmung 
auf (A), beren Slormalen bie Schnittlinie t)on («) unb (ß) be» 
rubren. 

S)ur(6 einen 5ßunft fp^^ärifcfeer Ärummung auf einer gld(^e gelten alfo 
im allgemeinen brei Sinien, n)eld)e bie gugpunfte fol^er glä(!bennor malen 
fint), bie eine entwidfelbare glad)e bilben, beren Sftüdfc^rfante bie SDurc^f^nitte 
ber Jiormalen entl^ält. S)er SBintel, tt)eld)en bic ßinie fp:^arifcber Ärümmung 
mit einer Ärümmung«linie bilbet, ift berfelbe, »el^en bie C)«tulation«ebene 
bet Ärummungölinic K mit ber Döfulationöebenc ber berü^renben geobätifd^cn 
Sinieu mai^t ' 6« fann ber gaü eintreten, ba§ biefer SBinfel ein Siebter ift, 
ober bag biefe O«fulation«ebene auf ber einen toon ben gla(ften (a) unb (ß) 
fenfte^t ftel^t, tt)d^renb jte bie anberc berührt. 5Re^men trir j. 93. an, («) 
(et bie Um^unung«fläd)e einer 5tugel Don tcnftantem ^albmeffcr, bie auf einer 
6bene rollt, unb K fei bie Seru^rungdlinie biefer gladbe mit ber ®bene. 
Z)a biefe gläcbe eben ift, fo fatten i^re D«fulation«ebenen aUe in eine gu« 
lammen, »eldbe («) berührt, unb auf (jS) fenfred)t fte^t. 

S)ie fünfte fp^atifd)et Ärümmung fonnen aber au^ ifolirt auf glasen ijor« 
fommen, unb bann fommt i^nen fjpegictt bie ©enennung „Slabelpunfte" ju. 
ffiit teoüen annehmen, eine beliebige glac^e («) l^abe einen ober mehrere 
mcinjelte 9labelpunfte. 9Wan jiel^e alle geobatif^en 8inien, »el^e bur* 
einen foldjen 9labelpunft N ge^en; bie enttoicfelbaren gldcften, tt)eld)e bie 
langenten biefer ßinien bilben, pOen eine gläd)e (ß) ein, bie in N eine 
Sl)iftc l^at. ÜRan fann nun ganj toie im 23origen bie gla^e (A) fonßruiren, 
beten Slormalen bie gemeinfd)aftUd)en langenten Pon («) unb (ß) ftnb. ?tllc 
tangenten Pon («), toeli^e burd) N ge^en, fdbneiben (A) in einer ßinie ^pt^^ 
tif^ct Ärümmung. SDa biefe Sangenten in einer ebene liegen, fo ifl bie 
Sinie fp^arifi^er Ärümmung ebenfall« eben. ®dmmtli(!^e 93erü^rung«ebenen 
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»on (A), ttJel^e butA bie fünfte biefer 8üüe ge^en, umptteu atfo einen 
eplinber. Unter Umfiänben tann (ß) awij eine Stmr>e fein, bei bem Sflip- 
foib j. 33. tfl f!e bie gofd^pperbeL 

§. 16. SDie Sinten auf ben^läc^en. Sortfe^ung* 

Oegeben ftnb jnjei enttricfelbare gläc^en S unb S', tt)eld)e jt(^ fo fc^nei^ 
ben, bai in jebem $un£t ber ©djnitttinte fottjo^t bie ^rjeugenben, al« au<^ 
i)ic 3:angentialebenen auf einanber fenfred&t jiel^en. 6^ fei mm' ein Siemcnt 
biefer ginie; mo unb m'o ftnb jmei Srjengenbc t)pn S, mo' unb m'o' jtt>ei 
©rjeugenbe üon S'. 2)a bie SBinfel omo' unb om'o' gHedjte finb, fo tiecjen 
bie 4*55wntte ommV auf einer Äugel, bereu 3)urc()meffer oo' ifl; unb ba 
bie Sauflentiatebenen omm' unb o'mm' auf einauber fenfrect)t ftel^en, fo fmb 
bie SBinfel mm'o unb mm'o' {Rechte, b. i). mm' ift ein ßtement ber Ärüm- 
mnuflötinie : 

3tt)ei entnjitfetbare gtadjen, bereu erjengenbe unb San? 
4^entiatebenen in jebem ^un!t ber S)urd)fd)nitt^Iinie auf eins 
fluber fentred}t flehen, fdöneiben fic^ i» einer Ärümmunc|ötinie- 

SBir n?oIIen nun annel^men, bafe jwar i)it SBinfet omo' unb om'o' 
flfjte^te jtnb, ba§ aber bie Zangentialebenen nic^t auf einauber fenfre(ä^t fielen ; 
fcann finb offenbar bie SBinfel omm' unb o'mm' fc^ief, b. 1^. mm' ift nid)t 
ein Slement ber Ärümmunftölinie. Ober umgete^rt, ftel^en bloö bie Zan^ 
flentialebenen omm' unb o'mm' auf einauber fenfrec^t, pnb bagegen bie 
SBinfet ber 6rjeugenben omo' unb om'o' f^ief, fo ifl mm' ebenfaüö feine 
Ärummungötinie, xctil bie SBinfel omm' unb o'mm' glei(t)fattö fc^ief finb: 

3tt>ei enttt>i(felbare gläcben, bei tt)eld)en bloö bie .©rjeugen* 
t)en oberbUö bieSangentiatebenen in jebem ^ßunft ber ©^nitt« 
linie auf einauber fenfretSbt fiel^en, fd^neiben fic^ nid^t in einet 
Ärümmungötinie. 

(So tann aber in einem fpejiencn gall ixt 2)urdbf(*ttittÖ5 
linie t)on gtt)ei entn^itfelbaren gUc^b^w, bereu Sangcntiatebenen 
ortlbogonal finb, eine Ärümmungölinie auf ber einen gläd)e 
unb jugtei(^ eine geobdtifdbe Sinie auf ber anbern fein, gö feien 
mm'm" brei auf einauber fotgenbc ^Punfte einer (jeobätifAen Sinie auf S; 
loir t^ertängern mm' nacft t unb m'm" mä) t', fo tfl bie ebene tm't' fenf- 
u6;it auf ber burdb m'm" gel^enben 2:angen!ialebene t)on S, n>eil tit Oöfu^ 
lationöebenen ber geobatifdben Sinie fenfrec^t auf ber glac^e finb. SDe^nt man 
biefe« aSerfa^ren auf aUe Slemente ber ginie mm'm".. am, fo er^ätt man 
eine entwictelbare gleiche S', bereu Tangentialebenen in jebem $unft ber 
©Änitttinie fentredbt auf S ftel^en; bie ginie mm'm" ifi bie Wütffe^rfante 
unb alfo eine Äriimmungglinie x>on S'. (Die SRucffe^rfanten ftnb Äriimmungös 
linien auf ben entn)i(felbaren gläc^en, noeit fte alle Ärummung^linien be« einen 
@)?fiemö fenfredbt f(^neiben.) 

9tuf S foflen jtt?ei geobatifdbe ginien gejogen fein, meiere ftdb in M reAt? 
ttjinflig f&ueiben. mm'm" ftnb brei unenbücb nal^e fünfte auf ber erften 
ginie unb bie grjeugenben t)on S, woel^e bur^ bicfe fünfte gelten, fftneiben 
bie jnjeite ginie in ^fi'ji''^ bie Sangenten mm' unb fifi' treffen f!db in M', 
unb W Tangenten m'm" unb /w'/u" in M". Um bie§ ju bett)eifen, jiel^en 
wir in M bie Zangentiatebene t)on S, unb burd) M in biefer ebene jttei 
red)tttJinHige ®erabe. Sßeim fRoHen ber ebene auf ber entwirfelbaten gla(öe S 
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»erbe« Mcfe ©etÄben bte geotattfc^cn 8mien bcf^reiben. ®ti)t iit ©fccwe 
»oTi ber gage in'mM>f*' in bie folgcnbe, uncnbIi(Sb «al^e Sage m"in'M'»" 
über, fü befcöreibcn alle ^nnfte uncnblicb f leine Sögen, fenfrecbt gur Sbene. 
M'M" tfi ein fol(3ber 23ogen, trelcfeer bemna^ fentre^t ifi auf ben ©etaben 
M'mm' unb M>/w', alfo ifi M'M" ein Clement einer Ärümmungölinie ber 
beiben crti^ogonalen gtd^en S' wnb S", tt?eld)e burc^ bie Sangenten ber geo^ 
batifiä^en Sinien mm'm" unb /t*/tA>" auf S gebilbet »erben, unb ba ik Säintel 
mM> unb m'M'>' re(fete finb, fo fiel^en bie glacbcn S' unb S" auf einanber 
fenfred)t. SBit :^aben alfo brei orthogonale glac^en, S, S'' unb S". 3m 
J)urc^Wnttt üon S.mit S' unb S" fte|en blo« tiit Tangentialebenen, aber 
ni^t bie ©rj^eugenben ber betreffenben glädjen auf einanber fenfred)t; biefe 
£)urd)fcbnittdtinien jtnb fomit geobätifc^e ginien auf S unb Ärümmungölinien 
(ndmlid) bie Slüdfte^rfanten) bon S' unb S". S' unb S" finb aber 'in bem 
Sinn orthogonal, bag in iebem $unft i^rer 35urcl)fcbnittölinie nic^t bloö bie 
grjcugenben beiber glädjen, fonbern auä) bie Tangentialebenen rec^tttjinflig 
finl); biefe gldd)en fd)neiben ji(!& fomit in einer Ärümmungölinie. 2)aö Xf)to^ 
rem Don g|. S)upin l^eißt: 

1. S)rei fi(!& red)ttT)inflig fc^neibenbe glac^en fc^neiben fi^ 
in il^ren Ärümmungöliniem Um bajfelbc ju bexoeifen, nel^men mr bie 
©Irit^ung 18 beö §. 4 \\x ^ülfe : 

m,m' feien bie beiben Snb))unfte be^ ßlementö ds; a iji ber SBinfel 
ltt>ifd)en mm' unb ber bur(^ m gel^enben Ärümmungölinie ; bie 9?ormale ber 
pcfre in m' bilbtt mit ber burd) mm' unb bie Slormale t>on m gelegten 
ßbenc ben SBinfel y. ^xti)t pdfr mm' ucl^ mm", fo ba§ SBinfel m'mm" 
= 90® ijl, fo l^aben n>ir 

1. ;.' = -Lsin2(90 + a)(-l--^)ds-/ 

SBir tvoüen nun annehmen, im $unft m fd)neiben jl(Sb brei glätten 
orthogonal, mm', mm", mm'" feien bie (glemente ber SDurci^fc^nittölinien. 
S)ur(^ icbeu ber brei ^ßunfte m', m", m'"- geben jtrei gtad)ennormalen; bie^ 
jenigen oon m' machen mit ben 9tjen mm', mm", mm'" SBinfel, beren Softs 
«uö glei^ «, ß, r unb «', /?', y' finb ; bie Sopnu« ber SBinfel, welche, bie Slor* 
wate,' bereu gugpunft m" ifi, mit ben Sljen bilbet, ftnb a, b, c unb a', b', c'j 
fnMid^ finb a, b, c; a', b', C bie ßofiauö ber SBinfel, tt)el(^e bie 9lormale 
in m'" mit ben Stjen mac^t. D^iun ifi 

aa' + ßß' -\^ yy' ^ 

Die SBinfel, beren gofinu« = « unb «', finb unenbli(6 toenig t)on 90^ 
»crfc()ieben, alfo ifi mit a3ernad)laf|igung einer unenblid^ fleinen ®r6Be jn?ei» 
ter Orbnung ßß' + yy* = o; ferner finb bie gofmuö ß unb y' glei(^faü^ 
«nenbltc^ ftein, atfo ^aben mx ß' + y ^ o; ebenfo finbet man a' + c = o; 
a + b' = 0* 9lad} ber ©lei^ung 1 aber l^aben mr ß' = a'; c = b'; 
y 7= a; au« biefen fe^« ©lei^ungen ergibt fic^ ^ = a = b' = c = a' = /?'= o. 
J)ic Jflormaten in m', m", m'" liegen alfo in ßbenen, n^elcbe burc^ biefe 
Wi fünfte unb bie correfponbitenbe 9iormale t)on m ge^en, mitbin fd)neibcn 
pebiefctbe, fonai^ finb mm', mm", mm'" Ärümmungölinien* 2)iefcr Sctoeiö 
^ftt)ütiBertranb (Journal de M. Liouville, tome IX, 133), au&erbem ^aben 
no^ t)erf^iebene ÜRat^ematifer SSemeife beffelben ®a^e« gegeben: S)uj)in 
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(d^vcloppements de geometrie), Zami wni^ini (Journal deM. Liouville)^ 

Off tan Sonnet (Journal de T^cole polytechnique , cahier 32. page 1). 

Sei aden ®a^en über bie att(^emeine I^eorte ber gtacben, »elcbe auf ber 

©tfferenjiation ber ®lci(i&ung f (x, y, z) = o berufen, ifl bie Sorauöfe^ung 

jp jp 

ju berücfft^Hgen, ba§ feiner ber 2)ijfereniiaIquotienten -r- , j-«»-* einen 

ejceptioneUen SBertl^ annimmt, 9?utt, unenbli^ u. f. f., wie bieg bei befon^ 
beren ^ßunften^ ober ginien auf ben glöd^en ber gall ifl. Säenn bei bem 
Sl^eorem oon Suter 

1 _ cos^a sin^a 

R' = ifi, fo erhalt man p = o unb mithin au^ R = o. 9lun gibt cö 
aber fünfte auf glad)en, wo R' = o ifi, unb R einen enblic^en SBcrt^ l^at, 
unb tt)o atfo biefe ©teic^ung n{d)t me'^r anioenbbar ifi. 2Wan beute fi(!b j. 33. 
jtoei ebene Äuroen, bie jtc^ in einem $unftM fo fd&neiben, ba§ i^rc Sbenen 
orthogonal jtnb. S)er Ärummunflgl^albmeffer ber einen Äuroe fei R, unb 
berjenige ber anbern = o; eine britte Äurt)e, tt)etd)e über bie beiben erfien 
l^ingleitet, erzeugt eine gläd)e, bereu ^auptfrümmungö^albmeffcr gleid^ R 
unb jtnb, unb für »eldje alfo baö Sl^eorem oon Suler nic^t mebr anwenb- 
bar ifl. 3n irgenb einem ^punft ber JRütffel^rfante einer entwitfelbaren gld^e 
ifl ber eine ^auptfrümmungö^albmejfer R = unenblid), beffen Sbene burd^ 
eine Srjeugenbe ber glac^e ober langeute ber 9lüdfe:^rfante ge'^t. 2)er an:: 
bere ^auj)tfrümmungö^albmef[er R', bejfen (Sbene fenfre^t auf biefer Sangente 
fielet, ifl = 0. aWitl^in ifl l^ier ebenfaü« baö J^eorem i)on guter nicJ^t nie^r 
gültig, tt>el$e^ verlangt, ba6 wenn R' = o ifl, jugleicft q unb fofort aud) 
R ~ fein foü. J)er ®runb t>on biefer f^einbaren Slnomatie liegt barin, 
bafe in berartigen ^ßunften einjetne ber genannten JDijferenjialquotienten oers 
f(btt)inben, unb bann in. ber Ableitung ber ®Ieid)ung f (x, y, z) = o bloö bie 
l^o^eren SJijferenjiatquotienten übrig bleiben, weld&e bei bem Sewei^ ber ©a^e 
t>o\\ guter, Sertranb, S)upin ni(^t berütffid^tigt würben. Sei ben folgenben 
entwitflungen jtnb folc^e Slu^nal^möfaHe auögefcftloffeu, unb fie l^aben barum 
au^ nujc unter biefer Sorauöfe^ung ©ettung. 

2. SBeun fid^ itioti gldd^en überatt unter f ouftantem SBinfet 
f(3&neiben, unb bie 6^nitttinie ifl eine Ärümmungöliuic ber 
einen glä^e, fo ifl fie auc& eine Ärümmungötinie ber anbern. 

A, R, C jtnb brei auf einanber fotgenbe fünfte ber ©(^uittlinie; bie 
bur(ib bie ßlemente AR unb RC gel^enbeu'Slangentiatebenen ber erfien gtää)e, 
auf wetcber ABC eine Ärümmungölinie ifl, fc^neiben jt* in BD; bie SBinfet 
DBA unb DBC jlnb mithin 9led?te. ^mi Tangentialebenen ber jweiten gtä^e, 
wel^e burd) AB unb BC ge^en, bitben mit ben Sbencn DBA unb DBC gleicl)e 
SBinfet; i^r S)urd)fd)nitt BE muS bemnacJb ebenfalls mit ben (Stementen AB 
unb BC gteid)e SBinfet bitben, ober auf Diefen bti\)tn ginien fenfrecä^t flehen. 
AB unb BE pnb fomit ftd& re^twinflig fc^neibenbe tonjugirte Sangenten ber 
i\weiten gtad^e unb AB ijl ein ßtement einer Ärümmung^Iinie auf te^terer 
glä^e; ebenfo wirb bewiefen, bag aHe gtemente ber ©d)nittturt)e einer 
Ärümmungölinie ber jweiten gtäd)e angel^oren. 

2. SBeun ber SDurcJ^fd^nitt jweier gtdd&en eine Ärümmung^:? 
linie auf beiben ifl, fo f^ueiben fi^ bie gtä^en überall unter 
fonflantem SBinfet. 
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ftnb A, B, C Drei auf cinöiiber fotgenbc 5^unfte be« S)urd)f(6nttt«. 
S)ic burt^ AB unb BC gelegten Tangentialebenen ber erfien glac^e fdbneiben 
pifc in BD unb bie burd) biefelben Elemente ge^enben langentiotebenen ber 
^weiten gla^c fc^neiben ft^ in BE. S)a ABC eine Ärümmung«linie auf 
bfiDen gläd^en jugtei* ifi, fo jinb Üt SDurc&f(!&nitt«linien BD fott>o^I al« 
aud) BE fcnfrcc&t auf AB ober BC* S)er JBinfcl ber Tangentialebenen ABC 
ul ABE muß fomit glei^ bem SBinfel ber Tangentialebenen CBD unb CBE 
fein, gbenfo »irb bemefen, ba§ biefer SBinfel fcnftant ift, für bie bur(^ 
alle folgenben ßleuiente ber S)urd)f(^nitt^linie beiber glddjen gelegten San* 
ptialebenen berfelben. 3ebe ginie auf einer 6bene ijT eine Ärüramung^linie 
kxfelben; unfer @afe fü^rt alfo foglei^ auf folgenbeö J^eorem (Don 3oa$ 
^imöt^al): 

SBenn eine Ärümmung^linie einer glad)e thtn ifl, fo fcönei« 
bet bie 6bene berfelben bie glätte überall unter fonfiantem 
Sinfcl. 

Sebe ginie auf einer Äugel ijl eine Ärflmmung^liuie berfelben, toeil fldb 
alle 3lormalen einer 5fugel fdineiben, im SWittelpunft. (Sin jtoeiter fpejießer 
gafl M ®a^eö ifl mithin ber na(^Pe^enbe (oon ©errct): 

SBenn eine Ärümmungölinie einer gla^e fpl^ärif^ ift, fo 
fftneibet t>it Äugel, auf tt)elc^er fie liegt, bie glacbe überall 
unter lonfiantem SBinfeL 

Su^ unferem jwciten ®a^ lägt fic^ ebenfo mit leichter SKü^e ableiten: 

SBenn eine6bene ober eineÄugel einegld(ftc überall unter 
toitftantem SBinfel fd&neiben, fo ifi' bie SDuri^fc^nitt^turoe eine 
Ärümmung^linie auf ber glad^e. 

3fl eine Ärümmungölinie einer gldcbe freidformig, bann 
bilben bie JRormalen ber gla^e, beren guftpunfte auf ber 
Ätümmungölinie liegen, einen SDre^un götegel. Denn burd) einen 
Srei« lajfen jxdb unenblid^ t)iele Äugeln legen; jebe fd&neibet ixt gld^e unter 
einem tonftanten SBintel; unter biefen Äugeln beftnbet jtd) immer eine folc^e, 
Äo biefer SBinfel gleid) Slutt i% ober mi(bt bie gläcfee berührt. Der aWittel* 
puntt biefer Äugel ifl bie ®pijje beö genannten Dre^ungöfegelö. Die gladje 
156t ficb au<Sb »on einem Dre^ung^feget langö ber freiöformigen Ärümmung^s 
Knie berühren- 

i'vod jl(^ ftbneibenbe ginien :^aben im Durcfefcfinitt einen ^unft ge* 
meinf^aftli^ ; bei jn?ei ginien, wel^e eine g3erü^rung erfier Orbnung ^aben, 
tob^ jttjei auf einanber fplgenbe fünfte ober ein ginienetement, bei einer 
Serü^rung jweiter Orbnung finb j^wei auf einanber folgenbe ginienelemente 
rter brei fünfte gemein. SBenn jidb j^toei glasen in einem ^ßunft fo tan^ 
jiieii, ba§ jte eine SBerü^rung ^weiter Orbnung ^aben, fo wirb jebe burd? 
bcn i|}unft gelegte Sbenc beibe glauben in jtoei Äurt)en fcbneiben, bie jtoei 
Knienelementc gemeinf(5^aftli(ö l^aben. ?lfle biefe gemeinf(!baftli(!ten ginien* 
demente bilben einen unenblicb Meinen fe^r ftumpfen Äegel, beffen Spi^e ber 
9erfi]^rung5punft iji, unb beffen SKantel fon)o:^l ber einen ate aud) ber anbern 
5Iäd)e angehört. C fei bie (B}>ii^t beö Äegefö unb CA, CB jtnb jtoei ßrjjeu* 
jenbc bejfelbcn, beren ßbene bie 5Wormale ber gläd)e enthält. Die burcb 
CA unb CB gelegten Tangentialebenen ber gld^e f^neiben f!d) in bor ®eras 
^en CD. Die Tangenten CA unb CD jtnb alfo für beibe gtäcben fonjugirt; 
hierauf berni^t ber tt?ic^tige @a^ t>on Dupin : 
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4. Set jtt)ct gläc^^"/ ^^^ f^<^ i^ einem ^unft in jttjeiter 
Drbnung itxix^xtn, finb bie fonjugirten 2:an^enten %emein^ 
f^afttic^. 3n iebem ^unft einet gld^c lagt ficfe biefelbe na^ 
bem Sl^eorem t)on @ulet t)on einer gläd^e jitoeiten Orabet in 
jttjeiter Dtbnung tangiren; fonjugirtc Stangenten in tinem 
55unft einergla(äbe befolgen fomit baffelbe@efe^, toit bei einer 
8tci(^e jttjeiten ©rabe«* ©iel^e §♦ 6* 

S)iefe^ ®efe^ ifl aber bei ben centrifdien gWiften gttjeiten ©rabeö fel^r 
einfad), bcnn je gtrei fonjugirte Tangenten ber gladbe flnb ^xcti tonjugirtcn 
3)ur^nieffern beö ber Tangentialebene ^^araüelen S)tametralfd^nittö parallel; 
unb ba jt^ bie Stjen biefeö 2)ianietralfc&nittö Derl^alten xou bie Guabrattrurs 
jeln ber beiben ^aii^Jtfrnmuiung^l^albmefl'er im 93erül^rung^i)untt, fo ge^t 
baran^ miux ]^ert>or: 

5. ßonftrnirt man für einen beliebigen ^ßnnft einer gIä(S^e in 
ber Tangentialebene einen ÄegelfcS^nitt, beffenStjen mit ben 
Tangenten ber i?rümmungölinien jufammenfatlen, nnb ben 
Duabratnjnrjeln ber beiben ^aupttrümmungöl^albmeffer pros 
»ortionat finb, fo finb irgenb jn)ei fonjugirte 3)ur(36mef fer 
beö Äegetfc^nittö jugleid^ fonjugirte Zangenten ber gtäc^e; 
biefe SDurÄmeffcr finb ben Duabratn)urjeln ber Ärümmungö? 
:^albmeffer t)on ben burft fie gel^enben 9iormatfd)nitten ber 
glac^e proportional. 

SBenn imi gldd^en in einem ^unft eine Serül^rung erfier Drbnnng 
l^aben, fo fann jtt)ifd&cn il^ren fonjugirten Tangenten feine beflimmte Sejie- 
l^ung fiatt finben, weit j!^ jebe gla^e um bie gemeinf^aftli^e 9'lormale bt- 
liebig bre^en lagt. ?tnberö oerl^ält e^ jlÄ aber, ioenn flt^ gtt)ei glad^en tan^^ 
einer gemeinf(ftaftticften Sinie berühren» £)ann ftnb hk Tangentialebenen m 
jwei auf einanber folgenben ißunften ber ©eru^rungötinien beiben gleiten 
gemein, alfo ifl i:^r S)ur(!&f(^nitt ber 2^angente ber S3^^ö^^""8^Wnie für beibe 
glasen fonjugirt. 

6. ^aben jtoeigtäc^en eine gemeinfc^aftliifte Serü^rungös 
linie, fo entfpricftt einer 2^angente ber le^teren für beibe 
gldcfeen biefelbe fonjugirte 2^angente. S)ie Srjeugenben tine^ 
ÄegeU, eine« Splinber^, überhaupt einer enttoicfelbaren gtac^e, 
toelc^e eine gläcfte in einer Äuroe berü:^ren, finb benZangen^ 
ten bieferÄuroe fo.njugirt. ^iefe ßrjeugenben fallen bei ungleichartig 
gefrümmten gläc^en mit ber Sangente ber Serü|rungöfurt?e jufammen, ioenn 

fle mit einer Ärümmung^linie ben SBinfel a bitben, fo ba§ tga =, + y "r" 

(^a^ette, im "^omml i>. greöe, 8K 1, ©. 371.) 

SBenn ^xcd ficft berül^renbe glätten jtt?ei fonjugirte Tangenten gemein 
]&aben, fo fönnen brei gätte fiatt flnben; entweber finb bie jeber S^angcnte 
entfprecöeuben Ärümmungöl^atbmejfer ber S^ormaIf(!bnitte für beibe glad^en 
gtei(^, bann jtnb anä) bie Tangentialebenen in jtt)ei. auf einanber folgenben 
fünften in ber JRic^tung ber Sangenten bie nämliiä^en ; t>it gtäcben berühren 
ji(ft in ber jtoeiten Orbnung unb ^aben mitl^in im Serül^rungöpunft atte $aare 
üon fonjugirten Sangenten gemeinfc^aftti^. Ober finb blo^' bie einer San? 
gente entfpre(^enben Ärummungöl^atbmeffer ber Slormalfc^nitte für beibe gtäd&en 
gleidff, bann fallen nur bie beiben Sangentialebenen in jttei auf einanber 
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foIgcnDen {ßunften bcr 9li(!ötuiig biefet Zangente jufammen ; bieg flnbet ftatt, 
mm beibe glatten eine gemetnf^aftlid^e ©erül^rungeUnie ^aben. ßnblid^ tfl 
feiner bet genannten Ärumntungöl^albmeffer für beibe glcicben ber gteici^e; in 
btefem gatl ifi bie ©erul^rung eine gemo^nli^e t)on ber erßen Orbnung. 

^aben jtrei glasen eine genteinf(^afttid&e SSern^rungöIinie, fo ifl bieg 
ein befonberer gatt be^ jttjeiten Saftet, too ber fonfiante SBinfeJ, unter bem 
^ Me glä(jben fd&neiben, gleid) Slua.iß. ^ierauö ge^t alfo l^erDor: 

SBenn fic^ jttjei gt^^en in einer Äurt)e berühren, ttjelcbe 
eine Ärümmungölinie auf ber erflen gtd^e ifl, fo ift fie aud) 
eine Ärümmungötinie auf ber jttjeiten. 

3ebe ginie auf einer Sbene ober auf einer Äugel ifi tint Ärümtnung^s 
?inie: 

SBenn eine glä^e t)on einer Sbene Idngö einer ginie be? 
ru^rt mirb, fo ijl bie 23erfl]^rungöfurt)e eine Ärümmung^linie 
betgldc^e. ßine enttDtrfelbare gla^e tagt fii} t)on einer ßbene langö einer 
Srjeujjenben berühren, alfo ifi bie te^tere eine Ärümmungölinie. I)ie Srjeu^ 
jenkn eine« Äegetö, eineö Splinberö Pub Ärümmung^Iinien. @ine Äuget 
(über eine beliebige gl^^O ^^^^ ^uf einer Sbene; bie auf einanber folgenben 
Serü^rungöpunfte bitben eine Äuroe, njeld)e auf berjenigen glatfce liegt, bie 
bie Äugel* in i^ren einzelnen gagen uml^ünt; biefe Äuroe ifi bie Serii^rung^s 
Knie jn)if(!&en ber gbene unb ber Uml^üflungöfladje , alfo ifi fte eine Äriini:? 
mung^linie ber le^teren. Die auf ber (Sbene rollenbe Äugel fann einen fons 
toten ober einen »eränberli^en ^albmeffer l^aben. 3^^^ ^^f einanber fot 
pbe Äugeln fcfineibcn ftd) bei biefer Settje^ung in einem Ärei^, iuelc^er auf 
ber Umpilungöfläcbe liegt, unb ba er gugleicb bie Serü^rungöfuroe jtt)ifd?en 
ber bcttjegltcben Äugel uiib biefer glad&e ifl, fo folgt barauö, bag bie Äreiö^ 
f^nitte ber Um^üttungöfld(!^e ÄrümmungöUnien berfelben finb ; unb ba biefe 
Sreife juqleicb Ärümmungölinien ber 6benen, auf »eichen fie liegen, jxnb, fo 
^aben mx jufolge beö britten (Sa^eö folgenben : 

Sei jcber Uml^üllungöfldc^e einer betoeglii^cn Äugel t>on 
tonflantem ober oeränberli^em ^albmeffer finb bieÄreiifdbnitte 
Ärümmung^linien; bie Sbene febeö f olc^en Ar e ifeg trifft 
Hegldc&e überall unter bemfelben SBinfel. 

6« feien A, B, C brei auf einanber folgenbe fünfte ber Dur^fcfenittö* 
hie pmx gldd^en* >Die burc^ AB unb BC ge^enben Tangentialebenen ber 
«ilen gtd^e fi^neiben fl^ in BD, unb bie burdb biefelben Slemcnte gelegten 
Jöngentialebenen ber jtreiten gld(^e f(!^neiben j!^ in BE, 2Bir toollen nun 
flnnel^mcn, bie ginie ABC ober bie Oöfulattonöebene ber SJurc^fd^nittöfuroe 
Wbire ben 2Bin!el ber Sbenen ABD unb ABE, wie au* ben SBinfel bcr 
ebenen CBD unb CBE ; bann muffen offenbar au* bie SBinfel ABD unb ABE 
ober CBD unb CBE einanber glei* fein, hierauf beruht ber Sag : 

7. ^xoti glddjen fcfeneiben ficb fo, bag bie O«tulation^* 
fl>enc ber a5ur(bf*nittölinie in iebem tßunft ben SBinfel ber 
^^ngen.tialebenen ber gld*en l^albirt, bann finb au* bie SBin? 
'fUUid), toelcbe jebe Xangente biefer ginie mit ben ]^infi*tf ' 
li^beiber gld*en il^r fonjugirten Tangenten bilbet. 

, ^at biefe S)ur*f*nitt«linie bie Sigenf*aft, bag fie mit allen i:^ren fon* 
jttüirten Tangenten ber erfien gld*e einen fonftanten SBinfel bilbet, fo l^at 
^^ biefe gigenf*aft au* bei ber jtoeiten gld*e. 3fi biefer fonftante SBinfel 

5 '' 
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%ldSi einem Werten, fo ifl er e^ au^ bei ber testeten ^l&äit; xoix fSnneit 
alfo atö f))ejieflen gall unfere« ®a^e^ folgenben angeben: 

8. S)ie S)ut(S^f(^ntttglinie gweier glacS^en ifi eine Ärum^ 
mungölinie auf ber einen t)on il^nen; unb guglei(!& Ht fie bie 
(Sigcnfcbaft; ba§ i^te Dö futation^ebenen in jebem ^unft bcn 
ffiinfel ber beiben iangentiatebenen ber gtac^^en l^albiren, bann 
ifl biefe S)urc^f ^nitt^Iinie eine Ärümmungölinie and) auf ber 
anbern gleite. 

Sine giddbe trtrb burd& eine SReil^e üon Jjarattelen ©benen gefAnitten. 
SKan jiel^^ auf ber gläc&e eine ben ©^nittfurüen fonjugirte Sinie, b* ^. eine 
Sinie, beren Sangenten bie fonjugirten Zangenten ber ©^nittfurt)en ftnb; 
ftnb j. S. A; B, C, D* t)ier auf einanber folgenbe ißunfte biefer Sranötjerfat 
linie unb BB', CC bie STangenten ber burii B unb C ge^^enben ^jaraüelen 
©^nittfuröen, fo ftnb AB unb BB', BC unb CC fonjugirte Sangenten ber 
gläi^e; ebenfo ftnb au(^ CD unb DD' fonjugirte Sangenten u. f. f. 3lm 
Pub BB', CC, DD' einerfeit^ bie S)urtbfdbmtte t)on auf einanber folgenben 
ßbenen, je jtrei biefer S)urd)fcbnitte fdbneiben f!(^ atfo, ober fte bilben eine 
enttt)i(felbare gla(!^e. 2lnbererfeit^ liegen fte in paraüelen ßbenen, mithin 
finb i^re S)ur(^fd)nittgpunftc unenbltc^ fern unb bie uon il^nen gebilbete ent^ 
toitfelbare ^laä^t ijl ein glplinbcr* 

9. SBenn eine beliebige gldd)e bur^ eine SReil^e »on pa^ 
ralleten (Sbenen gcfd^nitten ttjirb, fo finb i>it Sangenten bei 
®c^nittfurt)cn in benjenigen fünften, to o fie t)on einer ton^ 
jugirten Sranöl)erf altinie (Irajectoire na^ aWonge) getroffen toer? 
ben, einanber ^)araUeI, unb bitben alfo einen Splinber. 

9ßir n?oIlen annel^men, ba§ bie Sran^tjerfallinien ber parallelen (S^nitt? 
tuit)en ik ßigenf^aft l^aben, i>a% ber SBinfcl, ben i^re Sangenten mit ben 
fonjugirten Sangenten ber gläd)e bilben, fonflant ifi, fo fdjneiben biefe Sran^^ 
t)erfallinien alle ßrjeugenben beö ß^linberö, auf toelc^em fie liegen, unter 
einem fonfianten SBinfel, mitl^in finb fie Scbraubenlinien, tocl^ie ^ä) bei ber 
9lbtt>i(flung bc^ ßplinberg auf eine (Sbene in ©erabe »erxoanbeln. hierauf 
beruht biefer ®a^:. 

6ine glädbe entptt ein ©pfiem ton parallelen Sd^nitt^ 
furt)en unb bie fonjugirten Sranöo erfallinien berfelben gep^ 
ren ^n berjenigen Älaffe oon Sinien auf glasen, bei ioeldjen 
ber SBinfel jtoifcben il^ren Sangenten unb ben fonjugirten San^ 
genten ber glädje für alle fünfte e in er ginie fonftantifl, bann 
finb biefe fonjugirten Sranöterfalen ©i^raubenlinien. 

SBenn ber tonfiante SBinfel ein (Reiter ifi, fo ftnb bie parallelen Scftnitt^ 
furioen fon^ol^l, alö au^ bie fonjugirten Sranöt)erfalen Ärümmungölinien; biefe 
fü^rt ju folgenbem S^eorem t)on 3oa(!^imöt^al (Journal oon greüe) : 

ßine glatte beft^t ein S^fiem oon parallelen Ärümmung«^ 
linien; jebe Ärümmungölinie beö anbern ©pfiemö Hegt auf, 
einem ©erül^rungöcpliriber ber glaiS^e, beffen (Srjeugenbe fie 
fenfre(^t fcbneibet, mitl^in liegt fie felbfi in einer @bene.7 tt)el4e 
auf biefen (Srjeugenben fenfred)t fielet. S)ie Ebenen aüer ilrümmungö^ 
linien be« jtoeiten ©pflemö fiel^en alfo auf parallelen Ebenen ber Ärümmungö- 
Jinien beö erflen @^)fiemö fenfre(3bt, fomit l^aben fte enttoeber eine gemeinfame 
S)urd6f^nitt^l{nie, toie bei ben S)re]^ungöfla^en, ober bilben fte bie Sangential^ 
ebenen eine« ß^linberö. 
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6ine gläc^c mx\> Durcfe ein ®9tlcm t)on gbenen gcfc^nittcn, mlä)c butcft 
eine ©etabc M gelten. 9Ran jie^c »iebcr auf ber gtäij&c eine fonjugirte 
JranöJ)etfal(üue ber .®d)nitttur^cn ; cö feien A, B, C, D auf einanber folgenbe 
ipiintte betfelben, unb BB', CC, DD' bie foniuflirten Tangenten ber bur^ 
bie eicmente AB, BC/CD befiimmten Tangenten ber gla^e. BB', CC, DD' 
liegen nun einerfeitö aU SJurc^fc^nitte üon auf einanbcr folgenben ßbeneU; 
ABB'; BCC, CDD' auf einer entwicfelbaren glä^e unb fcfeneiben fid) ju inoeien. 
änl)ererfeitö liegen ftc auf beu bur(i& bie ©erabe M gel^enben ßbenen, mithin 
^aben fte einen gemeinfamen SDur^fcfenittöpuntt auf M unb bie r>on i^nen 
jcbitbete entoitfelbare gld(tje ijl ein 5legel: 

10. SBenn eine gläcfce burcfe tint Steige t)on Sbenen mit ge« 
ineinf^aftliifter S)ur$fd)nittötinie gcfc^nitten »irb, fo l^aben bie 
Jongenten ber S^nittfurDen in benjenigen fünften, »o fie t)on 
einer (onjugirten Üranöüerfale getroffen ttjerben, einen gemein* 
iiaftUc^en S)urcbf(S^nittgpuuft unb bilben einen ÄegeL (Sie^e 
Saj 6.) 

SDie j>arallelen ©iS&nittfutöen fonnen fo befc^affen fein, baS jebe mit 
i^rer fonjugirten Iran^öerfatlinie einen fonflanten SBinfel bilbet, alöbann 
l^neiben jxe bie grjeugenben beö ilegelö, auf »eifern fie liegen, glei^faflö 
nutet einem fonfianten SBinfet, unb man fann ben k^ten ®a^ ebenfo mobi* 
jtciien, ttjie ben neunten; ijl biefer fonftante 3Binfel tin SHec^ter, fo pnb bie 
parallelen ®(]^nittfurt)en fotool^I alö aud^ i^re fonjugirten Sranöüerfalen Ärüm« 
uiungölinicn ; le^tere fc^neiben bie grjeugenben be^ Äegelö, auf ttjeldjem Re 
liegen, fcnfre(fet, mithin liegeur jie auf einer Äugel, bereu üRittelpuntt bie 
Sl)i&e biefeö Äegetö ifi; xoix fonnen fomit biefen ®a^ (t)on 3»'^'»^i*K^t^^0 
auöfprei^en : 

SSenn bie Ärümmungölinien be^ einen S^ftemö auf einer 
i^lä^e inSbenen entl^atten finb, bie eine gemeinfc^aftli(^e £)ur^5 
K^nittölinie ^aben, fo bilben i^re Tangenten in benjenigen 
ifunften, too fie i)on einer Ärümmungötini'e beö anbern ®)pflemö 
ä.ef^nitten toerben, einen Äegel, beffen ©pifce ber üRittelpunft 
einer Äugcl if}, auf toeldjer brtfe Untere Ärümmungölinie liegt. 
alle Ärümmungölinien beö jweiten Spflem^ finb fp^arif^e 
Surfen. 

?luf einer gleiche ifi eine beliebige ginie gegeben. üJlau benfe \iS) eine 
Janjentialebene , toetc^e fo über bie gladt)e l^ingleitet, bag i^k auf einanber 
fotsenben ©erü^rungöpunfte auf ber Binie liegen. £)er S)ur(l)f(iönitt oon 
i^pb iittjei aufeinanber folgenben Tangentialebenen unb \>k Serbinbung^linie 
i>er beiben Serü^rung«punfte ftnb fonjugirte Tangenten ber gtäd)e. SDiefe 
WinbungöUnie ijl eine Zangente ber gegebenen ßinie. 3)ie ©urc^f^uitte 
öon je pei auf einanber folgenben Tangentialebenen bilben jufammen eine 
enteictelbare glä*e: 

5)ic fonjugirten langen ten t)on irgenb einer 8 i nie auf einer 
8lad)e bilben eine ent midt clbare gldc&e. (Sine Äriimmungölinie 
Wineibet bie Srjeugenben ber t)on i^ren fonjugirten Sangenten gebitbeten ent« 
mittelbaren gldd)e fenfre^t, alfo ift fie eine eooloente i^rer JRürffe^rfaute. 
J?ie Ärümmungölinien gehören p berjenigen Älajfe oon Linien, vodi)t burd) 
^je ßigenf^aft' c^arattcriftrt jtnb, ba| jte mit i^ren fonjugirten Sangenten 
^incn fonfianten SBinfel bilben. ®ol(!&e Sinien fiS^neiben alfo bie ßrieugens 
i>en ber t»on i^ren fonjugirten langcnten gebilbeten abtoicfelbaren gleiche unter 



70 



einem fonflanten 3&inUl 2)ie O^fulattonöebenen einet seobätif^en Stnie 
auf einer glci(^e fiel^en fentrecfet auf bet leiteten; mithin flehen fie au(^ fenf^ 
red)t auf ber enttt>i(felbaren gtäti^e, treibe \)it fonjugirten Tangenten t)er 
geobätif^en 8inie bilben; unb l^ietauö fol^t ttjeiter, ba| fte ftdb bei ber Stb^ 
tt)i(flung biefer glacfee auf eine ßbene in eine ®erabe tjerttjanbetn. 

6ine geobatifcfce ginie auf einer gleiche ift anä^ eine fürgcflc 
ober geobatif(S&e ginie auf ber ^on i^xtn f onjugirten Zan^ 
genten gebilbeten enttt)t(fetbaren gld(^e, unb öerwanbelt ftc^ 
bei ber?lbtt)i(flung ber te^teren auf eine gbene in eine ®crai)e. 
6ö feien m, m', m", m'" t)ier auf einanber fotgenbe fünfte einer 
Ärümmungölinie auf einer gla(^e; n ifl bie Tlittt beö Stementö m'm" unb 

n'bieüÄittebeögtementö 
^ö -^ in"m"'* ift ber TtiU 

telpunft beö burc^ bic brei 
fünfte mm'm" ge'^enben 
Ärümmungöfreife« unb o' 
ber Tlitktpwntt bcö bur* 
bie fünfte m'm"m"' gc^ 
feenben Ärummungöfreis 
fe^» Die in o auf ber 
Oöfulationöebenemm'm" 
unb in o' auf ber Oöfus 
tationöebene m'm"in'" 
erri^teten ^erpenbifel 
fd&neiben fiä) in M, alfo 
ift M ber 3Kittelpuntt ber 
bur^ bie ißunfte mm' 
m"m"' gel^enben Ärüm^ 
mungöfugel. SDie ©erabe 
oMifl bie Notare ^oon n unb bie ®erabe o'M bie polare »on n'; mau faun 
au^ fagen, ba§ oM unb o/M bie ^Jolaren ber Elemente m'm" unb m"m'" 
f!nb. J)ie 6bene noo'M ifl bie 9lormaIebene beö (glementö m'm", alfo cnU 
pU jte nicftt bloö bie Stormale l)er glä^e, fonbern auc^ bie fonjugirte 2:ans 
gente bed ßtementö m'ra" ber Ärümmungölinie ; leftterc ijl jugteicS^ bie S:an= 
gente ber jtreiten burc^ n ge^enben auf m'ra" fenhe^ten Ärümmungölinie. 
S)ie polare oM, ober il^re Sertän^erung ^ toerbe oon ber gläcfeennormale nN 
im ^unft N unb t>on ber fonjugirten Sangente beö ©tementö m'm" in T 
gef^nitten. gerner trerbe \>k polare o'M, ober i:^re aSerIcingerung, öon ber 
gläd&ennormate n'N' in N' unb t)on ber fonjugirten Sangente beö SIemcntö 
m"m"' in T' gefcfenitten» S)a nun bie beiben SRormatebenen ber gtäc^c 
noo'M unb n'o'M jtd^ in ber ^Polare o'M f^neiben^ fo liegt auf biefem Sßurd^s 
fd)nitt fomo^I ber ber S^ormale n'N' entfpredjenbe Ärummungömittetpunft ber 
gldd&e atö mäi ber 35ur^fd)nitt ber poti auf einanber fotgenben fonjugirten 
Sangenten nT unb n'T'; ber Ärümmungömittelpunft ifl atfo N' unb ber 
JDurd&f^nitt t>on nT unb n'T' ifl T'. ^iVrin ifl folgcnber ®a^ entl^alten : 

11- S)ie$oIare eineöglementö ber Ärümmungölinie auf einer 
gla^e entptt ben biefem SIement entfpre^enben Ärümmungö^ 
mittelpunft ber gläd^e, unb ben S)ur(!^f^nittöpunft üon jmei 
auf einanben: fotgenben fonjugirten Sangenten ber Ärümmungds 
linie. 
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oW. o'T' = nV^ tt>eit bet ffiinfct N'n'T' ein (Reiter ifi; n'o' ift Der 
Jtturamung^l^albraejtcr ber Ärummungfitinie für bcn ^unlt n' ober baö ©Uss 
mcnt m"m'". D. :^.: 

12- S)aö $robuft beö 2lbftanb3 beö Ärümmungömittelpunft« 
einet glad^c, »eli^cr einem Clement il^ret Ärümntung^linie ent« 
Iprid^t, unb beö S)ur^f^nitt^ toon jn^ei fonjugirten Sangenten 
Mefeö glementö t)on ber O^Jfulationöebcne ifl gleich bem Cluabs 
rat bc^ Ärümmung«^albmcfferö ber Ärümmungölinie. 

©ämmtli^e fonjugirte Zangenten einer Ärümmungölinie bitben eine ents 
miübau gtäc^e. 2)ie beiben fonjugirten Tangenten nTT' unb n'T' fc^neiben 
^ in T'; ebenfo läfit j!(^ jeigen, ba§ ber S)urc%f(^nitt t)on nT unb ber un* 
mittelbar »orl^ergel^enben fonjugirten langente beö Slement« mm' ber 5ßunft 
T i<l. aifo ift TT' ein (Slement ber SRücffel^rfante biefer entwitfelbaren gla^e. 
J)iefeg ßlement liegt ober au^ auf ber gbene oMo^ meiere burdb ivoti auf 
einonber folgenbe ^JJoIaren oM unb o'M ber SIementc m'm" unb m"m"' ge» 
bittet ifi. ©ämmtlidje polaren trcjenb einer .Äurüe iop^dttx Krümmung, 
atfo aud^ einer Ärumraung^linie, bilben eine entttjicfelbare gläiJbe: 

Die giü(ffe:^rfante ber öon ben fonjugirten Sangenten einer 
Jtrummungölinie gebilbeten entmitfetbaren gläd&e liegt auf ber 
cnttt)t(felbaren glä^e ber polaren ber Ärümmung^linie» 

S)tc gldiftennormalen nN unb n'N' fc&neiben ft(!ö in N' auf ber ^ßotare 
ebenfo fann man nacfetveifen, ba§ ber 2)urd?fcönitt öcn nN unb ber 
öorlergcl^enben gläc^ennormale, xotlift bem ßtement mm' entfpricftt, in N auf 
Der spikre oM ift; fomit ifl NN' ein ßlement ber gtücffel^rfante ber toon ben 
auf einanber folgenben glad^ennormalen, bereu gugpunfte t>it Ärümmung^Iinie 
mm'm"m"' bitben, erzeugten entttjidelbaren gläc^f. SBir ^aben fomit einen 
bem ))origen gan} analogen ®a^: 

J)ie gflüdfe^rfante ber entwirfelbaren gläc^e, ttetc^ie biejenis 
jtn Jlormalen einer glad^e bilben, bereu guftpunfte auf einer 
Jrummung^linic finb, liegt auf ber gla^e ber polaren ber 
fttümmungölinie. 

SDie föb'ene nT'n' entl^att bie ®erabe nn', loeld^e man alö fenfre(!bt auf 
ber gbene oMo' betrauten fann, mithin fle^t bie ßbene nT'n' fclbfl fenfrecbt 
auf oMo'; ba nun nT' unb n'T' jnoei auf einanber folgenbe lancjenten ber 
Sfirfte^rtante auf ber enttoicfelbaren glä^e finb, voel^e bie fonjugirten San« 
Jcnten ber Ärümmungölinie mm'm"m"' bilben, fo ifl bie ®bene nT'n' eine 
O^fulationöebene biefer SRücffe^rfante; bie D«fulation«ebenen le^terer Sinie 
^en bcmnaij^ fenfrec^t auf ben Tangentialebenen ber gläcbe ber ißolaren, 
toorauö folgt: 

13, S)te giücffe^rfante ber Pon ben fonjugirten langenten 
nnetÄrummung^linie gebilbeten enttoicfelbaren glac^e ifl eine 
8eobdtif(^e Sinie auf ber gleiche ber polaren. 

®anj analog lagt jtc^ ber Settjeiö biefeö Safee« fü^r^n: 

14 S5ie giüdfel^rfante ber enttt)itfelbaren gldd&e, tt)el(^e bie* 
innigen 3^ormalen einer glä^e bilben, bereu gu§punftc auf 
^inet Ärummungölinie liegen, ifl auf ber glä(fte ber polaren 
*^^ Ätümmung^linie eine geobätifd)e Sinie. 

^ SBir l^aben alfo auf ber entttjidelbaren glac^e ber polaren irgenb einer 
Wmmungölinie jtt?ei geobätifcfee Sinien; bie eine enthält bie S)urd)fd)nitte 
öoH je jttjci auf einanber folgenben fonjugirten Tangenten ber Ärummungö* 
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linie; bic anbete bie SDurdjfcS^nitte toon je j»ei auf einanber fotgenben 9lor:s 
malen ber glätte, ober bie Ätümmunflgmittelpunfte, tuettfee Den tnxä^ t>ie 
Sangenten ber Ärummungdlinie ge^enben Slormalfd^nüten ber glä^e entfpre^ 
*en. SDa ber SBintel T'n'N' tin Siebter ifi, fo f^neiben bie ginien n'T' 
unb n'N' bie ©erabe T'o'N' fo, ta^ bie S)ifferenj ber beiben SBinfet ein 
{Rechter ifl, ober au^, ^u Tangenten ber beiben geobati^en ginien, tüoDon 
foeben bie SRebe tt>ar, bilben mit einer ßrjengenben ber entn)icfelbarcn gläcöe, 
auf tt)el^er fle liegen, SBinfel, bie um 90® t)erf(^ieben jtnb^ 

SBir KDoden atö erflen fpejieUen gatt eine ebene Ärümmnngötinte an:: 
nel^men. S)ie glä(^e ber polaren ifl alöbann ein Splinber, trel^er bie ®benc 
ber ÄrümmungöHnie fenfre^t trifft; bie beiben, t)on ben fonjugirten Sangenten 
ber Ärümmung^linie unb t)on ben gtäcfcennormalen, beren guSpunfte auf t)er 
ÄrümmungöJlinie liegen, erzeugten geobdtif(^en ginien finb alfo ©c^raubenlinien; 
unb ba bie Sangenicn einer Schraubenlinie mit ber ©runbflatbe beö g^Iins 
berö, auf bcm jte ft^ beftnben, einen fonftantcn SBinfet bilben, fo :^aben tüir 
tt)ieber ben ®a^ t)on Soaci&imötl^al, baft bie 9?ormalen einer gla^c läng« 
einer ebenen Ärummung^linie, ober njaö baffelbc ift, bie Tangentialebenen 
mit ber (gbene einer fotc^en Ärümmung^linie einen fonflanten SBinfel bilben. 

SBenn aber bie Ärümmungölinie fpl^drif^ ifl, fo bilben i^re polaren,, 
»elc^e alle burc^ ben SRittelpunft ber Äugel ge:^en muffen, auf welker bie 
Ärummung^linie liegt, einen Äegel; bie fonjugirten Sangenten ber leiteten 
unb bie gldcfcennormalen berül^ren biefen Äegel ebenfaü^ in geobatifc^en 
ginien, unb ba biefe ginien bei ber 5lbtt)icflung be« Äegelmantefö in eine 
6bene fic^b in ©erabe oern)anbeln muffen, fo folgt barou^, Hi baö öon ber 
©pi&e beö Äegelö ober bem'2Jiittelpunft ber Äugel auf biefe ©erabe gefaßte 
^erpenbifel fo groß ifl,- alö irgenb ein t)on ber Spi^e auf eine Sangente 
ber gcobdtifdöcn -ginie l^erabgelaffeneö ^ßcrpenbifel, tt>eld)e entfielt, ttjenn bie 
ßbene mit ber in if)x liegenben feflen ©eraben mtbtx auf bie Äegelfläc^e 
aufgerollt trirb, b. 1^. alle Sangenten einer geobdtifijen ginie auf einem Äfegel 
pnb gleid)tt)eit t)on ber (Bvi^t beffelben entfernt; jte umfüllen eine concem 
trifcbe Äugel unb bilben in ber üorl^in genannten Äugel fol^e ©eignen, »elcbe 
oermöge i^rcr fonftanten ßntfermnig p'om äWittelpuntt unter einanber gleidb 
ffnb. 9llle gleid) lange Seinen einer Äugel f^neiben biefelbe unter einem 
fonflanten SBinfel, ober aud), fie bilben niit jeber burd) i^ren gnbpunft ge- 
^enben Sangentialebene ber Äugel einen fonftanten SBinfel. SBir fonnen 
33orftc^enbeö fo gufamraenfaffen: 

15, SBenn eine Ärummung^linie fpl^drifd) ift, fo bilben il^re 

fonjugirten Sangenten fott)o^l aU and) bie9lormalen berglät^e, 

beren guöpunfte auf biefer Ärümmungölinie liegen, Seltnen 

ryon fonjlanter ©rßge in ber Äugel, toeldje t>it Ärümm.ungötinie 

, enthält. S)iefc Äugel fd)neibet t>k gld*e überatt unter fonftantem SBinfet. 

S)ie Sbene nVM ge^t burcfe ben 2Rittelpunft M ber Äugel, alfo liegen 
bie beiben Seltnen oon fonflanter ®r66e in einer SDwmetratebene berfelben, 
bie (Summe il^rer Duabrate ifl fol^in gleid) bem Guabrat beS 3)urd}mefferö 
ber Äuget. 

Da ft^ bie 9?or malen nN unb n'N' in N' fc^neiben, fo maiä^en beibc 
mit ber Ö^fulationöebene m'm"m'" ber Ärümmung^linie mm'm"m'" gleid^c 
58infel, unb ba bie Ärummungö^albmeffer on unb o'n in ber Slormatebene 
Nnoo'M liegen, fo ifl ber SBinfet a,*n)etd)en bie Slormate nN mit ber O^fus 
lation^ebeue mm'm'' bilbet, gleich Nno. Slnbererfcitö ift ber SBinfel ß. 
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»eilten bie JRormale n'N' mit in 0«fuIatiDn«ebenc iii'm"m"' maä^t, glet^ 
N'nV = Nno'; mithin ß — a = Nno' — Nno = ono; bieg ift aber bct 
Sinfet gwifd^cn jtioei auf einander folgcnben Dötulationöcbcncn ber Ärüm* 
mungölinic; man ^at alfo nac^fle^cnbcn @afe (Don gioumüe): 

16. Sän((d einer j(rümmuni)dltnte auf einer gta^eiflbteunenb^ 
tid) tieine 'Seranberung bed SBinfeld jYDifcben ber gla^ennormale 
unb ber D^futation^ebene, ober tra« baffelbe ifl, itt)ifd)en ber 
langentiatebene unb ber O^futatton^ebene t)on einem (SIement 
jum anbern ftteidb bem SBinfel jwiftben beiben D^futation^s 
ebenen* 

S)iefer ©afe enthalt »ieber ate fpejieüen gaü in flc^, baft bei einer 
ebenen Ärümmungölinie bie glaube t)on biefer 6bene überaü unter bemfelben 
SBinfel jefcbnitten »irb, benn bei einer ebenen Äurt>e faflen atte O^futation^« 
ebenen ü'ufammen; alfo ift aucb ber SBinfel jtt)if(^en ber gld(feennormate unb 
ber Oöfulationöebene fonfiant. 

SBir tt)oflen nun annehmen, bie Sinie mm'm"m'" fei bie 2)ur(^f(ftnittds 
Knie Den jwei ftc^ red)tn>inflict unb in einer« jtrümmung^linie fd^neibenben 
gläcben, fo gelten aud) bie » orber ge^enben S)eraonflrationcn, nur mit ber 
Serdnberung, ba§ bie fonjugirten langenten nT unb n'T' nun jugleid) Slor« 
malen ber jtoeiten gldc^c jtnb, unb baft i^re auf einanber folgenben j)urcb5 
f(!bnittdpunfte jtrümmung^mittetpunfte ber (enteren glac^e toerben. SBir tonnen 
alfo folgenbe ©d^e anführen: 

17. 93ei }n)ei fi<^ recbttvintlig unb in einer jträmmung^tinie 
(((neibenben glauben jie^e man eine Xangente an bie gemein« 
f^aftlid)e 2)ur(ftf(3bnitt«* ober Ärümmungdlinie; bur^ biefe 
Jangente geben jtoei -Wormalebenen, in jeber berfelben liegt 
ber Ärummung^mittelpunft be« betreffenben 9lormalf(!bnittö. 
Die 93erbinbungfilinie, biefer beiben Ärümmung^mittelpunfte ift 
bie polare ber S)urd)f^nitt«tun)e. SDaö ^robutt ber gntfer« 
iiungen berfelben üon ber D^futationfiebene ber Unteren ifl gleich 
bem Ouabrat i^xt^ Ärummungö^albmeffer«, 

S5ie 9lormalen einer beliebigen gldcbe ß) berühren bie beiben üRdntel 
ber gldifee ber Ärümmung«mittelpunfte («) unb (ß) juglei*, («) unb (ß) 
f^neiben fx(fe in ber gemeinfcbaftlic^en Ärümmungölinie K ortl^ogonal (§. 15). 
2)iejcniflen JWormalen üon (A), bereu gugpunfte eine ÄrummungöUnie L bie* 
[er gldtbe jtnb, bilben auf (a) eine geobdtifd&e 8inie^ bereu fo*n|ugirte San» 
genten bie polaren t)on L finb. 2Bir beiben ndmli(!b oben nad)gett)iefen, bag 
bie auf einanber folgenben 5)ur^f^nitte biefer S^ormalen auf ber gldcbe ber 
polaren oon L liegen, unb ba§ |te bier eine geobdtifdje Sinie bilben. SDie 
entwirfelbare gldcbe, bereu 6rjcugenbe bie Slorinalen oon (X) finb, fcbneibet 
fomit nidbt bloö (a), fonbern aiub bie glddje ber polaren t)on L fenfrecbt, 
alfo ift ixt genannte geobdtif^e ßinie eine gemeirtfdjaftlicbe Serü^rungötinie 
bet jtt)ci Unteren glasen; unb l^ierau^ folgt aucb/ baft bie polaren oon L 
fonjugirte Tangenten ber geobdtiffben ginie auf (a) jlnb. S)a n?o biefe ginie 
K berührt, trifft bie Jaiigente oon K (A) in einem 5Wabelpunft, unb ^ier 
liefen aucb bie fonjugirten langenten t)on K bi"ftd)tli(b bergldcjben (a) unb 
iß) auf einanber fenfre^t, unb alfo aucb bie polaren ber bur^ ben JWabel« 
Vuntt gel^enbea ilrümmung^linie oon (A). SBir beiben alfo ben ®a^: 

1*8. 2)ie polaren ber Ärümmung^linie einer gld^e finb bie 
fcHjugirten langenteu einer geobdtifcbenSinie auf ber gldcbe ber 
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Ärümmungömttteivunftc; feie ^Polaren itx bciben but(^ einen 
ytahtipuntt ge^enbcn Ärümmungölinten flel^en aöf einanber 
fenfre(^t» S)ie *^otaren ber jjwei bur(^ jeben anbern 5Punft ber 
gegebenen gtäc&e ge^enbenÄtümmungöIinten fd^neibenfi^ ft^tef* 
^ier rei^t jtc^ bie lleberttagung »erf^iebener ®a^e auf bie polaren unb 
geobättWen Sinien.an, treidle ben Är'ummungölinien entfprec^cn (Dr. SB. ®(^ett: 
ungemeine I^eorie ber Äur»en boppelter Ärummung, @. 31). 

§. 17. S)te Sinien auf ben ^lad^en. @dpln$. 

A tft ein beliebiger $unft auf einer gla^e, öon »elcöem auö jtt?e{ gleid^ 
lange geobdtifcöe Sinien ^ejogen jtnb , Am unb Am', bie hü A einen nnenb^ 

ti^ flemen SBinfel bilben, fo mug ber SBinfet mm'A tin 
aiec^ter fein, 2)enn »dre er f^ief unb groger ate ber SBin^ 
fei hti m, fo fonnte man m'm" fo iitf)tn, ba§ SBintel 
mm'm" = 90 ®rab njare; in bem unenbli(!b Meinen SDreietf 
mm'm" n)dre mm" bie ^ppotenufe, alfo grogcr alö m'm'% 
mithin Am".+ m"m' <: Am" + m"m < Am <C Am' ober 
Heiner ,aU bie fürjefie ginie jt»if^en A unb m', xoa^ ni*t 
mögli^ i% hierauf beru:^t folgenber ®afe t)on ®au#: 
(Disquisitiones generalei^ circa superficies curvas, Seite 528 
in ber fünften Sluftage beö SBerfö: Monge, application de 
l'analyse ä la geometrie) 

SBenn man t)on einem ^unft auf einergtäd^e 
unenbli^ ioiele gleic!^ lange geobätifd)e Sinien 
jiel^t, fo fc^neiben fie bie '»erbinbungölinie 
i^rer 6nb^)unfte rec^tttjinflig. 
S)iefer ®afe lägt jt* umfe^ren: 
2llle t)on einem ^ßunft einer gldd^e au^gel^en:^ 
ben geobdtifc^en gtnien, totlä^t bie aSerbinbung«^: 
\^. Unit i^xtx Snbpunfte re^tminflig treffen, finb 
gl ei* lang. S)enn toäxz g. ©. Am>Am', fo fonnte 
man auf Am einen ?Punft m" annehmen, fo ba§ Am" = Am' n)dre. S^ann 
mügte nad> bem t^origen ®a^ SBinfel m"m'A ein SRec^ter fein, »aö ber a3or=^ 
auöfc^ung »iberfprid^t. 

A unb B ftnb jwei fcfte fünfte auf einer gldcfee; mm' ifl ein Clement 
einer Äuröe ber gldcf>e, welche t>it gigenfc^aft ^at, ba| bie Summe ber öon 

gig. 8. einem ^unft 

berfelben nac^ 
A unb B gejo:: 
genen geobätt« 
fdöenSinien^fon« 
fiant ijl; alfo 
Am+Bm=Ain' 
+ Bm'. ^iers 
aud folgt Bm 

— Bm' = Am' 

— Am. SBir 
nehmen auf Am' 

ben *}5unrt n^ unb auf Bm ben ^unft n an, fo baS An' = Am unb Bn = Bm' 
ifl; man jie^e mn' unb m'n, fo finb na* bem Sior^erge^cnben bie SBintel 
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mn'm unb ranm' ^tä}tt; ferner flnl) bie 5Dtfferenjcn mn unb mV flteiiä&, 

alfo ^abcu bie unenblid) Meinen recfettrinfltgen 35reie(fe ^tod Seiten gteiii), 

mithin fiub jte fongrnent, n?orauö Die ©lei^ieit ber SBintel nrim'A unb VmB 

folgt -§>icrauf beruht ber ®a^: 

SBcnn eine Äurt)e anf einer gläd^e bie (Sigenfiftaft ^at, bag 
bie ©utnme ber bon einem $unft berfelben naij jnjei fefien 
fpunftcn ber gtäc^e gezogenen geobatif^en Sinien ronflant i% 
fo fd&netben bie (enteren bie 5lurt)e nnter gleichen SBinfeln. 

S^c'^men ttir aber umgefel^rt an, eö fei t)orauögefe^t, bie SBinfet nfim'A 
unb m'mB foKen gleidft fein, fo ;,,u^tn toix mn' unb m'n fenfredjt auf Am^ 
unb Bm; bann Traben bie ret^tmntligen J)retecfe mm'n' unb mm'n bie 'g)W<>' 
tenufe uub bie ffiinfel gleich, ftnb fomit fongruent, alfo ifl mn = m'n'. 9lun 
ift Am = An' unb Bn = Bm' alfo anc^ Am' — Am = Bm — Bm' ober 
Am 4- Bm = Am' + Bm'. 

SBenn auf einer gld^e eine Äuröe gegeben iji, ttjel^e bie 
gigenfcbaft ^at, ba§ bie t)on einem ^^Junft berfelben na^ jwei 
feftcn 5punften ber gldc^e gezogenen geobätif^en ßinien mit 
ber Äurüe glci(^e SBinfcl bilben, fo ifl bieSumme biefer Sinien 
für jeben ^unft ber iluroc fonflant. 

5Die beiben tjor^ergel^enben (Sa^e bel^alten i^re 9li^tigfeit, trenn man 
ftatt Summe „S)ijferenj" fe^t unb annimmt, baß bie Änrüe ben t)on beiben 
geobatifc&en Slabienoeftoren gebilbeten SBinfel :^albirt. J)a ber Setweiö ganj 
analog bem früheren ifl, fo btauc[)t er nii^t angefül^rt ju »erben. SBir feaben 
alfo folgenbe Säfee: 

9luf einer gUd&e finb gtt)ei fefle fünfte unb eine Äurüe ge^ 
gegeben. SBenn ber SBinfel, ttjeldben bie üon einem ^unft ber 
ÄMr»e nad) ben fefien fünften gezogenen geob&tif^en SRabiens 
Deftoren mit einanber bilben, pon ber Änioe ^albirt tt)irb, fo 
ifl bie Differenz biefer JRabicn fonflant, unb umgefe^rt. 

SBir öerbinben bie fefien ^ßunfte A unb B bur(i eine geobdtifd)e Sinie, 
sieben burc^ bie SRitte berfelben eine jnjeite geobdtifd^e ginie auf ber gleiche, 
xotiäit fle fenfrecbt trifft. 35ur^ einen beliebigen ^unft m ber gldct^e j^ie^en 
xoix bie geobdtifd^en ßinten mA unb mB; eö fei mA + mB = 2^; mA — mB 
= 2v, fo liegt m auf bem S)ur(!)fd)nitt jtreier Äurtjen. S)ie erflc entfpric^t 
ber ©leid&ung /t* = const. unb bie anbere ber ©leic^ung v == const. (S§ 
folgt auö bem Sor^ergel^enben unmittelbar, bag biefe Äurt^en, welcbe mt mit 
{h) wnb (v) bejeicönen, flc^' in m fenfre^t fdbneiben, ttjeil bie erfle ben Sfieben* 
tuinfel ber in m jufammentreffeuben geobätifcben Sinien, bie anbere biefeti 
SBinfel felbfl l^albirt. S)ie Sinie (in) treffe bie Verlängerung ber geobatifcften 
«je AB in M; C fei bie 5Ritte üon AB, fo ifl CM = (^i*); bie Sinie (v> 
trijft AB felbfl im ^unft N, CN = v; X>k ®r&6en f^ unb v fönnen mt bie 
iParameter ber Äurtjen (^i*) unb (v) nennen. 2!)urcl) beliebige aSerdnberuncj 
biefer ^Parameter erl^dlt man ^xczi S^fleme »on orthogonalen Äurtoen, tt)eld)e 
bie gtdc^e in unenblic^ fleine 9ledbtecfe ober Duabrate t^eilen. 3^ber ^unft 
ber gldd&e ifl beflimmt, trenn bie Parameter fi unb v ber burcb i^n gejoge« 
nen fiinien f /t*) unb (v) gegeben ftnb ; fomit f6nnen bie @rö§en f* unb r aW 
frummlinige Soorbinaten (coordonnees curvilignes) be^ $untt3 angefel^en 
trerben. Sei biefem ßoorbinatenfpflem l^aben bie Äurt^en (in) unb (v) bie 
cmfac!bflc ©leic^ung; ndmlic^ fi = const. v = const. 
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Um beftittimtc 9Cn^att«^uttftc ju geben, mögen ftrei t>erf(Sbiel)cne gätte 
angeführt tt)erhen: 

1. SDie gegebene glä^e ifl eine ßbene; bann j!nb bie geobätif^en 
fiinien mA unb mB ®etabe, unb bie Äurüen (fi) jlnb eilij)fen, bie Äuröeii 
(v) ^pperbeln, A unb B Pnb W gemeinfc^aftlic^en iBrennpunfte biefer Äeget 
f^nitte, tt)e6^alb biefelben ^omofofat genannt merben» ^ie^er gehört 
and) ber gatt, t»o bie gegebene ^liä^t enttiitfelbar ift; S)ie Äurtoen Cl^) wnb 
(v) üerttjanbeln jicft bei ber 3lbtt)itflung ber gtdc^e in eine Sbene ebeiifaüö in 
:^omofofate Äegelf(initte. 

2. SDic gtad)e ift .eine ÄugeL 2)ie Äurt)en O) unb (v) jlnb fp^arif^e 
Äegetf djnitte , beren ©rennpuntte A unb B jlnb, unb bie be^^atb gteid&fafl^ 
^omofofal :^ei§cn. J)ie geobdtifd)en fiinien jlnb größte Äreife ber Äuget; tt)enn 
man bur^ bie Srennpunfte eineö fpprif^en Äegel^nitt« jttjei fol^c Ärecfe 
jie^t, bie ftcb auf bem Äegelfd^nitt f^neiben, fo *bitben fie mit ben Äurt)en 
gtei(ie SBintel, unb bie Summe i^rer Sogen ifl fonjlant. 

3* 5Die gld^e ifl ein (SOipfoib ober ein jnjeimantligeö ^^perboloib. 
^ie Äurt)en (fi) unb (v) jlnb bie Ärümmung«Iinien ber gld^e, bie Srenn^ 
punfte A unb B jlnb bie S'iabelpuntte. 

SBie xoit fpäter fe^en mrben, ^aben jit)^i inxij bie JWabelpunftc etne3 
(gttipfoibö ober jtioeimantligen |)9perbotoibö gezogene geobätifc^e fiinien bie 
gtgenfd)aft, ba§ jle mit ber Ärümmungötinie, auf tt)el<^er fle fxä^ f^neiben, 
gleite 2Binfel bilben, unb l^ierauö folgt mij unferen ©a^en, ba§ \>it Summe 
ober 2)ifferenj biefer geobatifc^en fiinien für atte ^ßunfte einer Ärümmungös 
lintc fonfiant unb gleich 2fi ober 2v1fl. Sei ber Summe festliegt bie Ärüm* 
mungölinic beibe 5RabeIpunfte ein, unb bei ber S)ifferenj trennt jle biefe 
?ßunhe. e« feien ABB' brei 9labetpunfte eineö (Sttipfoibö. C iji bie 2Ritte 
be« Sogen« AB unb C biejenige t)on BB^ 5)ur(^ einen, beliebigen ^unft M 
ber glä(!öe ge^t eine Ärümmungölinie, wel^e ben Sogen C'B in N trifft. 
CN = ^, C'N = v; MA, MB, MB' jlnb geobätifc^e fiinien; nun ifl 
MA + MB = 2/t* = 2CN; MB' - MB = 2v = 2C'N; atfo 
MA + MB' = 2 (/t^ + v) = 2 (CN + CN) = Sogen ABB' 

3n biefer Oleid^ung ifl folgenbeö J^eorem, tt)el(^eö 2tti(^. Kobertö 
juerfl au« ber giout)i(Ie'f^en ®tei(^ung für geobatifi^e fiinien auf bem ©llip* 
foib ableitete, -enthalten: 

%Ut geobdtif(!^e fiinien jtr.ifc^en jvrei 9?abetpunften eine« 
gllipfoib« finb gleidß lang. 

Unter allen geobdtif(^en fiinien, tt?el($e fic]^ ioon einem ^unft 
auf einer glddje nacb einer Äurt)e jie^en taffen, ifl biejenige bie 
fürjefle, »eli^e biefelbe retbtttjinflig fcftneibet, unb umgefe^rt. 

3)enn würbe bie äWinimumölinie, bie 5turt)e fcS^ief fd&neiben, fo ließe fi(^ 
im S)ur(^f^nttt«puntt ein unenblid) tleine« redjttrinfligeö i)reietf bilben, rnm'm"; 
bie ^ppotenufe mm' tt)dre ein Slement ber fürjeften geobdtifc^en fiinie, unb 
in m" ein Element ber Äurt)e. 9iun ttjürbe ber 2Beg über ra' na^ m Idnger 
fein, al« ber jenige über m' na* ni", tta« ber Sorauöfe^ung mberfpri^t, 
mithin tann bie fürjefle geobdtif^e fiinie bie gegebene Äuroe nic^t fc^ief f^nci^ 
ben. S)ie Sonoerfe läßt fl* auf d^nli^e 2lrt bereifen. 

2Benn man auf einer gldci^e unenblid) toiele glei(!b lange geo« 
bdtifd&e fiinien jie^t, welche eine gegebene Äurce fenfrec^t fc^nei* 
ben, fo treffen fie bie Serbinbungölinie i^rer dnbpunfte recftt^ 
n^inflig. (Gauss: disquisitiones.) 
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@d fei nn' ein @Iement ber gegebenen Snvot, unb nm gleich n'm^ finb 
5tt)c{ %Uiäi lange geoWtif^e ginien. SBäte ber SBinfel bei m' f^ief, fo jiel^e 
man mm" fenfted)t auf mm'» S?un ifl m'm" ald ^^potenufe grcftet ate bie 
Katl^ete mm", mithin »ate m'm" + m"n' >. mm" + m"n'; aber m'm" 
+ m"n' ifl gleich mn, alfo auc^ mn;>mm" + m"n% »ad bcm vorigen 
®Q^ »iberf)>ric^t, ba mn bie fürjcjie ginie ifi, bie fld) vihn m nad^ bcr ge^* 
((ebenen jtnrt^e jiel^en lagt, ©an; Itiiit ifl ber Sen^etd ber Umfe^rung: 

Site geobatifc^e Sinien einer glac^e, meiere jwei gegebene 
Äun>en fenfred^t treffen, finb jwifd^en biefen Änrüen t)on gleis 
(^er gange. 

9luf ben glad^en gibt eö gemijfe Äuröen, ttjelc^c bie gigenfc^aft ^aben, 
ba§ atte geobciti[(^e ginicn, treidle inxif bie i>erfcf)iebcnen ^ßunfte i^red Um« 
fangö fcnfrec^t auf bemfelben gejogen »erben, ftd) in einem fünfte fc^neiben. 
Soi(i)e ginien foßen ber Äürje »egen 9KitteIpunftdfurt)en genannt totu 
ben. 2)ie6 öoraudgefeftt, feien auf einer glad^e ein fefler $unft A, eine 
Äutöe C unb eine ÜRittelpunftöfurüe M gegeben. 3^^^^ ^^^ ^ö" irgenb einem 
^fünfte c auf C geobatifc^e ginien, cA unb cm, ttjoüon bie Untere M red^^t« 
»inflig trifft in m, unb tt)irb ber SBinfel jteifdben cA unb cm öon berXans: 
ftente ber Äurt)e C ^albirt, fo ifl cA — cm = const., benn cm gel^t »er« 
Idngert bur^ ben SWittelpunIt B t)on M; nac^ bem grüneren ifl cB — cA 
= const., unb ba aUe älabien Bm »on M einanber glei* jinb, fo ifl aud> 
cA — cm = const. 3^ber Ärümmungölinie auf einem ßllipfoib ober jtoei* 
mantligen ^lji>erboIoib entfprid^t j. ©. eine SWittelpunftöfurtje. ®inb A unb 
B bie JRabel^unfte ber glad^e, ifl m ein ^Junft ber Ärümmungdlinie, ferner 
Am + Bm = 2/i* ober Am — Bm = 2v, fo jinb bie oon A unb B mit ben 
((ecbdtif^en ^albmeffern 2fi bejiel^unjdweife 2v bef^riebenen Äurtjen bie 
SKttteIpunttdfurt)en ber jtrümmungdlime;- jeber $unft ber le^teren l^at bie 
gigenfc^aft, baft bie bon i^m nad> A ober B gezogenen geobatifd^en ginien 
fo lang ftnb, ate bie na^ ber ajJitteI>)unft«furt>e gezogenen geobätifd[)en ÜRini« 
mum^linien. 3)aö eüiptifd^e ^araboloib l^at jtoei 5RabeIl)untte A unb A'; 
bie beiben anbern pnb unenbtic^ ferne ^ßunfte. 2lDe t)on A ober A' auö« 
gel^enben geobatifc^en ginien ^el^en nadb biefen unenblid) fernen Stabelpunften 
|in. 93etrad^tet man g. SB. eine berjenigen 9)tittetpunttdfurt)en, beren geobä* 
tif^e ^albmeffer in A fonbergiren, b. % eine fol^e ginie, »elc^e aUe öon 
A auögebenben geobatifc!^en ginien fenfred^t fcbneibet, fq^ flnbet man, bafe ber« 
fetten eine Ärütnmungölinie ber glac^e entfpric^t; jiel^t man alfo oon tintm 
iPunft c ber le^tern bie geobätif^en ginien cA unb cm (in m »irb bie ge* 
nannte SWirtelpunftöfuröe fenfred^t gefc^nitten), fo ifl im allgemeinen cA — cm 
= const. für alle fünfte ber Ärümmungölinie. ©ei einer befonberen SRittet* 
pimftöfuroe ifl t>it const. glei^ Stutt, alfo cA = cm; ju biefer Äuroe fle^t 
bie Ärummungölinie in einer abnlid^en ©egiel^ung, toie t>it ^Parabel ju il^rer 
S)ireftrice. 2)ie Xangente ber Ärfimmungdlinie l^albirt ben SBinfel ber geo« 
bdtif(^en ginien cA unb cm. 

9luf einer gläi^e flnb jtoei Äurtjen gegeben, ttjeld^e fic^ in A fd^neiben; 
oHe biejenigen $untte, beren Cjeobatifd^e Sntfernungen t)on beiben Äuröen 
«leid) finb, liegen auf einer ginie, »el^e ben SBinfel in A l^albirt. 6« fei 
ABC ein t)on brei beliebigen Äurüen auf einer gl&^^e gebilbetcd S)reie(f. S)urd^ 
bie 6ien ge^en brei ginien, »eld^e bie gigenfd^aft ^aben, ba§ jeber i^rer 
fünfte ron ben beiben in einer fold^en Sde jufammenflogenben Seiten gleid^s 
totit entfernt ifl, b. ^. bafi \>u geobatifd)en ÜRinimumölinien, bie fl($ t>on 



tem fünfte nac^ biefen Seiten jiel^en laffcn, emanber gleid) ftnb. SKan er^ 
]^dU olfo btei Sinien, weld^c he SBtnfel bei A, B, C ^atbiren, unb einen 
gemeinfd^aftli(i)en 35ur(^fcf)nittöpuntt l^aben. S)ie§ ifl ber SDiittetpunft ber bic 
brei Seiten t)on ABC betü^renben aWittetpunftöfutDe» 

A unb B flnb jtt)ei fefie 3ßuntte auf einer glä(i)e. Stile biejenigen fünfte, 
bereu fleobätifd)e Entfernungen X)on A unb B einanber gleii^ jtnb, liegen auf 
einer Äuröe, treibe bie geobä-tif(^e Sinie in i^rer SWitte fenfrei^t f^neibet. 
I)icfe Äurt)e gel^ort jur Älaffe berjeuigen Sinien, n?elc^e wir oben betrad^tet 
l^aben, unb bet »elddier bie I)i(ferenj ber geobatif(ä&en ßntfcrnungen cineß 
i^rcr ^punfte )oon jtt)ei feften ^ßuntten fonfiant ift. 3n bem ^ier betrachteten 
fpejiellen gatt ifi biefe SDifferenj gleiift 5Wutt- Um auf einer gtäc^e einen 
^unft ju •^nbeu, ber üon brei gegebenen fünften A, B, C gleid) mit cnU 
fernt iji, fouftruirt man brei ginien, iti »el^en jeber ^untt gleicfctioeit abfielet 
tjon A unb B, tjon A unb C unb ijon B unb C. SDiefe brei ginien l^aben 
einen gemeinfdjaftlicben ©urtftfdjnittö^unft, welcher jugteiiäö 3Rittelpunft ber 
um baö SDreiecf ABC bef^ricbenen aWittetpunft^furüe ifi. 

SBenn man fämmtticöe geobätifc^e Sinien jiel^t, tretdje irgenb eiueÄurtJe 
C auf einer |5lad)e fenfred&t ft&neiben, fo berühren biefelben eine iXodtt Äur^e 
C, gu xotlö^tt C in berfelben Sejicl^ung fielet, tt)ie eine ginie in ber @bene 
ju il^rer ®t>oIute. (gin gaben, mlä^tx fo über bie gleite gefpannt ifi, ba§ 
er fortwäl^renb C berül^rt, befcftreibt bei ber 2lbtt)idtung mit einem feiner 
fünfte bie gegebene Äuroe C. Seber einzelne 5ßunlt be^ gaben^ befd^reibt 
bei biefer ©ewegung »ieber eine anbere Äurtoe, tt)etd^e aüe mit C paraüel 
flnb, b. 1). alle * geobatif^en ginien, bie jmft&en folgen parallelen Äurüen 
fcnf reifet auf bie Sine gejogen tt)erben, flnb an gänge glei(!b unb fcfeneiben 
auc^ bie anbere fenfrecfe't. S)iefe parafleten Äurüen in Serbinbung mit ben 
fte fentredjt treujenben geobätif(^en ginien bilben jtt)ei ortl^ogouate Sp* 
fieme »on Äuröen, 'ttjeldje jur 23efiimmung ber fünfte, auf ber gläi^e 
bienen fcunen, mt auf ber Sbene jwei fi^ fenfre^t freujenbe St^fieme t)on 
ginien jur Sefiimmung ber gage t)on fünften angetranbt trerben. 

2Bir fönnen jubiefem ^md eine ber parallelen Äurtoen atö bie erfie 
Soorbinatenaje , unb eine bet auf il^r fenfre^ten geobätif(!ben ginien at^ bie 
anbere goorbinatenaje betrachten, ^tibt Mjen foHen jid) in fcftneiben ; wir 
begeid^nen jte mit OX unb OY; ein ^unft (x, y) auf ber gla(!&e ift beflimmt, 
t»enn bie (Srogeu x unb y gegeben flnb; y ift bie fürjefte geobätifcfee (Snt^ 
fernung beö iJJunft^ t)on ber Äurt)e ober 5lje OX unb x ift ber SJogen t)on OX 
j»if(36en bem 2)ur^f(fenttt^punft biefer jle fenfred&t treffenben geobdtif^en 
üinie unb jwifc^en bem Urfprung 0. 3)ie ®IeidE)ungen ber auf OX fenfrec^^- 
ten geobdtifc^en ginien l^aben bie gorm 

X = const. 
unb bie Oleic^ungen ber mit ber Stje OX parattelen Äurpen jlnb 

y = const. 

6tn fpejietter gatt biefer Soorbinatenf)pfieme, tt)el(fter ben ^olarcoorbi? 
naten ber Sbene entfpri^t, ift berjenige, wo bie ^aralletfurt)en SKittelpuntt^^ 
furöen jlnb; bann cont>ergiren bie jle orthogonal fdbneibcnben geobatifdjen ginien 
in einem ^ßunfte. ßö fei biefer ^ßunft, unb Ox biejenige geobatifcfee 
ginie, welche alö Slje angenommen wirb. Sin beliebiger ^unft M ber glä(]&e 
ift beftimmt burcS^. bie gänge OM beö geobätifc^en JRabiuöoettor, auf Welchem 
er liegt, unb bur(^ ben SBinfel co, welchen berfelbe bei mit ber Slje Ox 
bilbet. 
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« = const. 
ift btc ®let(^ung atter in con^ergtrcnDen geobdtifd&en Stnien» 

r = const* 
ijl Die ®Iei(^ung betjenigcn ÜRittelpuntoluröen bet gla^e, beten gemein* 
f*aftli*ei:, SRittelVunft i% 

§* 18. 3ufammeit{tellttng t^on ^omeln fät He ^lädpen {tveiten ®taM* 

A. 2)ie brei centrifcften gläi^en, baö Sttipfoib, baö einmantlige ^^ipcr* 
boloib, ba$ jttjeimantUge ^pperbctoib. 

^2 v^ 7^ Y^ V^ 7^ Y^ V^ 7^ 

^- a^^b^^c^ ^'a'^^b* c^ ^' a^ b^ c^ 
S)ie§ finb bie ©leidöungen biefer gla(!&en. SBit fefeen, me oten, bie 
i)artietten 2lbleitungen 

dz ' dz^ _ d^ _ jä^L __ d^z 
dx ■" P' dy ~ '' dx^ ~ '' dxdy "" ^' dy» "~ * 
uni) ermatten 



2 Y /»2 V /»4 «4 



^* P-- p ^5q- b^ z '"'- PbV^^ "'Y);s--pp^3xy; 

t = ^r-2-3 (a^— x^) für ba« einmantlige ^pperboloib* 

a D z 

C4 

i = + -2ü^-3 (a^— x^) für baö ittjeimantlige ^ijperbotoib. 
a D z 

2)ur^ bie ©ubflitution biefer SBert^e in bie aögemeine Olet^ung ber 

Tangentialebene z' — z = p (x' — z) + q (y' — y) ei>gibt j!cb 

xx^ yy^ zz;^_ xx^ yy^_ zz^_ m'^ yy^_ ^ __ . 

^- a^"^ b^"^ c^~ ' a»"^ b* c^^ 'a'^ b'^ c'^ ~ 

J)ie§ ftnb bie ®tei$ungen ber Tangentialebenen; x, y^ z pnb bie lau* 
fenben Soorbinaten unb x', y', z' ifl ber Serü^rungöpnnft. Setra^ten »ir 
nun in z' — z = p (x' — x) + q (y' — y) x'y'z' alö bie Soorbinaten ber 
Spi^c eine^ Äegete, fo fleltt biefe ©leic^ung eine Äegelflad)e üor. S)ur(!& 
Subfiitntion ber SBertl^e tjon p unb q auö 2., 3. unb 4. erhalt man ge» 
nau bie ©leic^ungen 5 tt)ieber; unb ba le^tere mit ^ülfe i)on 1. gefuaben 
toutben, fo ge^t baranö l^eröor, ba§ n>enn ber ißunft (x'y'z') nidftt auf ber 
p(^e liegt, jle fic^ auf biejenige Äurüe bejie^en, »elj^e bie glac^e unb ber 
bur$ biefen jpunh an fie gelegte langen tialfeget gemein ^aben. ÜRan fielet, 
M biefe Äuri^e eben iji; bie Sbene, ttjorin jte liegt, l^eifet bie^^olarebene 
N $un!tö (xyzO, »clever 5Pol l^eißt.. 2Bir l^aben fomit ben ®afe: 

S)ie ©ieic^ungen 5 flellen bie Tangentialebene beö ^unftö 
ober ^oU (xY^O bar, wenn er auf ber glatte liegt, unb beffen 
iPolarebene, wenn er nid)t auf ber glad^e liegt. Sepnbet jic^ ber^ol 
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innerhalb bcr gl^cSfee, fo lafit ^ä^ fein ©ctu^rungöfcgel an bic gläci^c legen, 
beffen 6ptfte et tft; ober ötelmel^r, biefcr Äegel toirb imaginär. Mein bie 
©lei^ungen 5 fletten beffen nngea(fttet reeüe ©benen t)or, totlä)t au^ in 
biefem gatt bie ^ßolarebenen beö ^ol^ (x'y'z') genannt »erben. 

SBenn roix nun annel^men, ber 5Pol (x'y'z') bewege fl^ auf einer ©c« 
raben, beren ©lei^ungen 

6. x' + az' = m ; y' + ßz^ = n 

Pnb, fo erhalten \t)ix burc^ 35crbinbung ber gormein 5 unb 6 

a.^ ^ b« la^ ^ b^ cU ^ ^ 

mx nv 

I)iefe ©leic&ung ifl »on z' unabhängig, wenn -y + T2 "" ^ = ^ ""^ 

a D 

äx äv z 

—5- + TT 2" = ^/ ^^^^f ^^^ bajfelbe ifl 

a^ ' ^ 

7. X 4- 3- z = -r-f: ; y + ^ ^^ z = 



jSra -— an /Jm — an * ^ an — j^m an. — ^m 

3)ie§ ifi bie ©leic^ung einer ®eraben, tt)eI(S6e folgenben ®a^ ent-^ält : 
Settjegt fid) ber ?poI auf einer ©eraben, fo fc^neiben fi(^ bie 
iPotarebenen ebenfalls in einer ©eraben; beibe ®erabe feigen 
fonjugirt; jioei foltj^e ®erabe j!nb bur(S6 bie ©leic^ungcn 6 unb 7 bargcs 
fiettt; ber go^nu« il^re^ aBintel« ifl glei* 

o ana^ — jSmb'^ + (ßm — a n) c^ 

Vi +.a^ + i^Wn^a* + m'^b* + (ßm - an) o* 

©otten jtoci fonjugirte ®erabe feufrccbt auf einanber flehen, fo mu§ 

ana* — /3mb'^ + (ßnt — an) c^ = 
fein, ©ei ber Äuget, tt)o a = b = c ifl, erfüllt fld) biefe Sebingung t)on 
felbfl, mithin flehen bort je ^mi fonjugirte ®erabe auf einanber fenfred&t* 

SBir »oHen nun anne|men, ber ^ol (x'y'z') betoege jic^ auf einer gbene, 
beren ®{eid)ung 

9. ax' + ßY' + yz' = 1 
fei, burdft aSerbinbung berfelben mit 5. erl^alten toir 

©Ott biefe ®Iei^ung oon y' unb z' unabl^angig fein, fo mug 
10. x = aa^ y = i^b^ z = yc^ fein. 

SDieß ifl bie ®Iei(^ung eine« ^ßunft« unb enthalt folgenben ®afe: 
©ett)egt fi(^ ber ^ot auf einer gbene, fo ge^en bie 5ßolar^ 
ebenen burc^ einen ißunft. 

S)ie ®Iei(^ung 9 Idftt fi* au* fo fcl^reiben x' + — y' + — z' ^ 



a a a 



unb flatt 10. fann man fefeen -1-=-^ -: — = -L. ^' toenn fl4 

bie ^polarebene mit jl* felbfl »araüel bewegt, fo bleiben bie aSerl^altniffe -^ 

cc 

unb — fouflant, alfo au* bie ©ru*e -— unb — ; ^ierau« f*lie|t man: 
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fflcnn ficfe bie ^olarebeae ^laratlel mit fi* felbfi beilegt, fo 
(iegen bie $oIe auf einer but(6 ben 3RitteI)^un{t gel^enben ®e$ 
raben. 

a* z' a^ »^ b' z' b^ 

4 <5'' X' , a^ + c« ^ c« y' , b^ + r« ^ 

.- c^ x' . a^ + c^ . c* y' . b^ — c^ . 

13. x = 5" -7 z + -^ — 5— x' y^TT /Z4 rr — y' 

a* z a^ '' b* z' b* •' 

35ie[e ©leicbungen bejie^en |l^ auf bie 5?ortnaIen be« gttipfoib«, be« 
einmanttiften unb befi gtt)eiinantliflcn "^ijpetboloib«. x, y, z jtub bie laufen« 
ben Sootbinaten, x'^ y', z' biejenigen be« gu§j)unfW ber Slormale auf bet 



Se^en tt)ir |. 8* in ber erflcn ®UiÄung z =^ 0, fo ifi — ^ = 



X a'^r^ 



X' a« 



= const, b. 1^. : 

S3ei einer centrifften gta<6e jtt)etten@rabeö ifl baöSSer^alt* 
ni| ber 9tbftänbe t>on einer ^auptebene berjenigeu jn^ei fünfte 
einer 9totmalt, too fie bie ^(at^e unb tint anbere ^auptebene 
trifft, fonftant. ©e^en »ir nod) x' =«= const, fo ifl auA x = const 
ober: 

S)ie 9t9rma(en, bereu gug))unfte eine }u einer ^auptebene 
)>aral(e(e jtur))e bilben, f^^eiben eine aubere «^auptebene in 
einer ®eraben, bie ju ber erlien parallel ijl. 

35ie gntfernunfl ber gbene «x + ^y + yz = 1 trom ttrfprung fei = P, 

\9 ift na* §. 1, 25 P = -; — -= . 2Rittetfl ber ©lei^unflen 5 bie« 

va^ + 1^^ + y^ 
fe« ^aragrap]^« erhalten »ir fomit für bie Sntfernungen P ber tangential» 
ebenen be^ ?}unftd x', y', z' ber brei eentrif^en glasen toom Urfprung 

14. P := * 



V a* ^ b* ^ c* 



S)a aber bie ®lei*ungen 5 gugtcid^ bie {ßolarebenen beö 5Punft^ (x^y',z') 
fmb, tt)cnn er nicftt auf ben glatten liegt, fo gibt ber SBert^ uon P in 14. 
^\^ bad Pont SRittelpunft auf bie $D(arebene biefeiS ^unft« ober $oliS ge^ 
fattte 5}erpenbif el an, alfo : 

®egeben finb bie brei gla<!öen 

iLj_X— l-iL = 1- —4-1 —=zi' — _I — :^ 1 

a'^b^^c^ ' a^^b^ c^ ' a^ b^ c^ 

Äü bie ®r66en a, b, c gleite abfolute fflert^e l^aben, 

S)iefe brei glä(6en ^aben bie Sigenfd^aft, ia% iffit ^olar« 
^^enen ^inficbtliffi tint^ ^oU Pom SRittelpunft glei^toeit ab? 

ftc^ien. 

»ctt)egt ji* ber $ol auf ber gla*e ^ + ^ + ^ ^ -j^,fo berührt 

^ie iPolarebene bie Äugel x* + y^ + z' =^ k^ ttJO k eine Äonflante be* 
beutet. 

Sofien, 9ttmttx\t, , Q 
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S)te gotmeln 29 unb 30 it8 §. 4 tauten 

1 _ ? 1+1 



R.R' k* R ^ R' k^ 

R unb R' jtnb bic fceiben ^auptfrummungöl^albtneffer k^ = l + p« + q*^, 
g = rl — s^ h = (1 + q^) r + (1 + p'^) t — 2pqs. S)ur^ ^ülfc ber 
©Icid^ungen 2, 3, 4 erhalten mr für baö ßttipfoib 

(y2 v2 Z ^ "^ C C 

i;*" + b» "^ i^J ^ ' 



P»z« 



g = 



c« 



c« 



^ = - IW («' + b^ + c» - X' - y' - z^) 



gilt tad einmantlige ^9))erboIoit> 



c* c* 



•^ D2»4 ? 



P*z« ® a'b'^z* 



*• = 7TO" <^** - b^ + c« - x2 - y2 - z') 
gfir. baS jttictmanttigc ^wertoloib 

/«4 /«6 /t4 

ir^ — ^ er — ——— h — rn^ h^ r^— x2 v^ z^'i 

*^ - P2^ « ~ ^^2pp •* - a2b2z3 Ca ö c X y z ; 

(Sttipfoib: 



15. 



X = 1 IW 1 ("^ + b^ + c' - x^ - y' - z^) P 
+ V(a« + b'^ + c^ — x2 -- y^ — z«)« P«~ 4a2b2c^ | 

2){e entfi)re^cnben JRetationen für baö einmantltge ^^perbotoib crl^alt 
man bur(^ 33cranber«ng beö 3^^*^^^ ^*>^ *^^ ""^ fä^ ^^^ itDetmantligc ^ppep 
bolotb bur(!b aSeranbetunfl beö 3«tc&en^ toon b^ unb c^ 5lu^ ber SRelation 

1 P* 

RR? = 2. ^ ^ fotgt ber ©a^: 3n allen 5ßunften einer 5ßoIoibe ift 

ba^ Ärümmungömag (mensura curvaturae na(^ ®au§) fonflant S)ie 

?PDloibe ijl btejemge Stm^t, für ttJet^e P einen fonftanten SBertl^ l^at; ^, 

iH ba^ Jtrümmung^mag. 

2)ie @Iei^unc| ber Ärümmung^Knien 22 in §• 4 l^eigt 

(^)'((1 +q^)s ~pqt)+ ^|(l+q>-(l+p^)t j-(l+p^)s +pqr=o 

S)ur(% ^filfe ber SBertl^e in 2., 3., 4 öerwanbeft jl^ biefe ®tei(!&nn9 
in folgenbe: 

^ = b»(^-c») ^ = a °- c° ^^"^ '^^^ ®"^^''^^- ^"'^* ^^'" 

tenjidtton : 
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elimintrt man au5 bcn 2 legten ®Ictd6ungen eine ber Äonflanten, fo öet^ 
WmnDet auc^ bte anbete, unb man ctl^att xyd^y + dy (xdy — ydx) = o 
Dur(!& Sntegration 

-f dy = iJdx 
16. y2=j9x^4.y 

J)ie§ tfl bie ©lei^ung ber ^rojeftion ber Ärümmung^Iinien auf ber 
xy ßbene. 

S)ie ÄonfJanten ß unb y muffen folgenber ©leitS^ung genügen: 

X 
16. bis. 1- + -E- = 1 

gür baö einmantltge ^ijpetbolotb fefet man - b' flatt b^ unb beim 

jöjcimantligen — b^ unb — c^ fiatt b^ unb c^ in ben SBertl^en t)on AunbB. 

I)ie SRelation 16 bis ergibt ftc& baburc^, bag man auö ber ©teid^ung 16 

umI) i^rem 2)tfferenjiat — dy = ßAx bie SBertl^e öon y unb -r^in bie obige 

J)iffercnjiatgtei(6ung ber Ärfimmung^Iinien fe^t, tcoburc^ au(ft x »erfc^toinbet. 
J)ie Äonftruftion biefer Sinien, tt)ie fle 3Ronge für ba« güipfoib juerfi 
Angegeben unb au^fül^rlicb entwidett ^at, fann nun für atte centrifd>e glai^eu 
jtoeiteji ®rabe^ feinem Slnftanb me^r unterliegen. 

i" "'■ i^ + -y = 1 ""^ 1^ + ?T + ^ = 1 ^^^ ^^^ ®Iei(^ungen 
eine« gUipfoibö unb ber ©erü^rungöebene im SJunlt (x^y^z'). S)er mit i^r 
patallete 6entralfd)nitt ^at bie ®teid)ung ^ + § + ^ == o ; 

& D C 

x^ + y'* + z^ = D* ifi bie ®Iei(Söung einer concentrifd^en Äuget, alfo 

Mcienige eine$ concentrifdfeen Äe^el«, xotlijtx mit bem Sflipfoib unb ber 
^it\ eine 2)urcb[(!&nittölinie gcmeinfc^aftlid^ ^at. SDiefer Äegel fc^neibef ben 
J)iainetrolfd)nitt in gtt)ei ®eraben, tt)elc^e einanber gleid^ jtnb unb f^mmetriftiö 
Sf^jen bie ^jen biefeö ©(^nittö liegen. 3n bem fpejietten gafl, tt)o bie Äeget 
We bctt eaiptif(^en Sentralf(i)nitt berührt, fatten biefc ®eraben in eine jus 
taincn, tt)el(^e bie 9lje ber gllipfe ijl. 2)ie ®lei^ung ber Serü^rungöebene 
^^ Äcgelö im ^unft (J, a?/ C) tft 

?^ f'/ 37'/ C' bie laufenben Soorbinaten pnb. S)iefe ®Iei(]&ung muß mit ber* 
Knigen beö Sentralf^nittö ibentif^ fein, alfo 

^n v'2 z'* 

Sie iji in a3ejie]|ung auf D^ t)om gtoeiten ®rab unb ^at fomit jtoei 
*Seln, bie loir mit D unb D' bejei^nen, unb mläit bie ^albajen beö 

6* 
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4 ' 

ßeiittalf(!()nitw jlnb, bcr mit bet Seru^ruitf|öebe«c Dom {punft (x',y',zO ^a^ 
raHel tfi- ÜRan fann btefe ®Iet(!^ung au^ fo f^teibcn, mit ^intreglaffung 
beö 3nbes 2 

x' bc (b— D) (c— D) + y' ac (a-D) (c— D) + z' ab (a-D) (b— D) = o 
2)er üon D unabl^angtge ^u^brud ifl 

bbcc x' + aacc y' + aabb z' _ aa bb cc , 

bc x' + ac y' + ab z' "~ ^' i Y' i ^' 

T" ■'"T *^ "c" 
ober, njenn tt)tt ben 3nbcj 2 »tebct fe^en 



a» "^ b^ "*" c« 

P ifl ba« »om ÜRittelpunft auf bie STangentiatebene »on (x', y', z') gc« 
fällte «Per^senbifet; mithin tft 

S)er Soefflctent \)on — D in jener ®Iei(!^un8 ijl 

x^ bc (b + c) + y^ ac (a + cj) + z' ab (a + b) 

x' bc + y' ac + z' ab 
ober, mit ^injufügung bcö ^nbej 2 

D2 + D'2= |! (b^ + c^) + ^ (a^ + c^) + ^ (a' + b^) 
^terau« ergibt |i(ä& bie ®teic^ung für bie beiben SBertl^e D unb D' 
19. D = -y/1 g(b^ + c^) + g(a2 + c2) + ^'(a^ + b^) 

D unb D' jinb biejenigen 2 ©emibiameter be5 6ttil)foibö, tt)el(^e bem 
Sentratf(!&nitte angcpren, beffen (Sbene ^jarallel ber Sangentiatcbene beö ^unftd 
(x^y',zO \% 

ÜRan fann biefem ?lu«brud no^ eine anbere gorm geben; ber na(!& bcm 
qjunft (x',y',z') gezogene ©emibiameter ber gla(]^e fei H, fo ifl H^ = x^+y ^^-z^ 
miti^in 

D2 + D'2 + H2 = (^ + ^ + ^) (a^ + b2 + c^) = a^ + b^ + c« 

D^ + D'2 = a^ + b^ + c2 — H« 



20. 



V 



gdgt man ben Snbej ' »eg, unb fefet für H' feinen SBett^ x^ + y' +z* 
unb für P* j „ \ , f ifl 






2 2^ 

b» "•" c^ 
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©eim xttetmantltgen ^^)j)etbotoib fe^t man — b^ unb — c^ ftatt b* 
unb c% alfo ^at D benfelbcn SBert^* 

Se^atten toix nun bie «anjc S)cbuftion bei, »di^fee auf ben SBcrt^ i)on 
D geführt l^at, mit bcr eingigcn SKobiflfation, ba§ tt)ir annehmen, bcr ^unft 

(x'y'zO liege au^er^alb bet gtäi^e, fo ifl ^ + S" + ^ = 1 ^^^ ®^^^* 

& D C 

^ung feiner ^olarebene unb -y + t:I + -;|^ = o biejenige beö mit bie* 

& D C 

fcr ^clarebene ^)atattelen Sentralfcbnittö. SDie Oteii^ungen bleiben atfo \)ott* 

X^ y2 2^ 

fommen ungeanbert, mit ber einzigen 2tu«nal^me, baft, ba -j- + -r^ H — ^ 

n O C 

nun Don 1 »erf (Stieben ifi, etma glei^ -^ / bet SBert^ öon D mit m multi^)tts 

cixt »erben mug. SKit^in l^aben tt>ir biefeö Stefultat: 

©egeben ifl ein ^unft im JRaume, (x, y, z) unb eine centri« 
j$e glä*e jtt)eiten Orabet; bie beiben ^atbajen D unb D' be«« 
jenigen ®entralf(!&nitt^ ber ^laijt, ttjet^er mit ber iPoIarebene 
bcö ^unttö ))araUeI ifi, finb bur^ bie ®Iei(!^ung auögebrüdt 

1 

2luö ber gormet P = — . ^aben tt)ir oben gef^loffen, 

,n ^n ^2 



V a* ^ b^ ^ c* 



X'2 y'2 2'^ 1 

H, mnn jid) dn $unft auf ber gldc^e -r + p* + "^x = pr ^^^^i^f 

bcr abfianb be« ÜRittelpunft« üon feiner 5ßoIarebene fonpant ifi. SDer S)ur$s 
Wttitt biefer glac^e mit bem ©Uipfoib ober ben ^^perbotoibcn in 1. ^at 
fona^ bie (Sigenf(!öaft, baft bie Entfernung feiner Tangentialebenen t)om Urs 
fpTung fonflant ift. S)iefer 3)urd>f(S6nitt ifl alfo eine {ßoloibe» ®ie 
mrb bargefleüt bur(6 bie ®Iei(!bungen 1 in aSerbinbung mit 

^ • a* ^ b* ^ c* k^ 
Wtan fielet barau^^ bag biefe eine glä(!^e bie brei centrifd^en glätten 
ä^eiten ®rabe^ in 1* gugleii!^ in ^oloiben f^neibet. 

«U3 

^^ ' ^ -^ abc 

23- D . D' = — p— 

folgt, ba§ toenn P fonflant ifl, auc^ D.D' unb mit:^in D.D'.ir ebenfalls 
untjeranbert ifl. 9iun ifl D . D' . jt ber 3n^alt be^ienigen SDiametralf(^nitt3 
bet gld^e, totlä)tx mit ber Tangentialebene parattel ijl, bereu Entfernung 
öom aWittelpunfte = P. hieran« f(S6liegen tt)ir: 

8ett)egt fi(f) ein ißunft auf einer ^oloibe, fo ifl ber Sn^alt 
beö mit feiner Tangentialebene })arallelen S)iametralf(3bnitt« 
einer ber brei centrif^en glatten jtt>eiten ®rabe« in 1. fonflant. 

ßbenfo f(^lie§t man: 
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Sewcgt P(^ ein ^unlt ouf einer ^ßolotbe bcr gtdc^e "^ + ^ + -\ 

x^ V* z*^ 

= m, fo tfl ber Snfcalt beö I)ianietralf(]ömttt ber gta^e -^ + tö- H — ^ 

a* D"* c* 

= i, xodi)tx mit feinet ^olarebene ^injlt^tli^ biefer gläiä^e parallet ifi, fonflant* 

$. 19. SufainmenfteDttttg t^on Formeln f&t ^ie ^läd^en jloeiteti 

©rabeö. ^ottfe^ung. 

B. S)er ÄeflcL 

S)ie ©leic^ung eine^ Äegclö, beffen Sl^en bie Soorbinatenajen jtnb, unb 
ber atfo feine ©pi^e im Urfprung ^at, ifi: 
!♦ m^x^ + n^y^ = z^ 
^ierauö erhalten mi burd^ S)ifferenjiation bie ))artiellen Ableitungen : 

r Z Z Z^ Z** 

s- p 5 t-n ^^ ____ 

S)ur^ ©ubjiituticn biefer SBertl^e in bie aUgetneine ®tei(S&ung ber J^an- 
gentiatebene 

z' — z = p (x' — x) + q (y' — y) 
ergibt ji* mit Serücfil(i&tigung ber ©leid^ung beö ÄegeW 

3. z'z = m^xx' + n^yy' 

SDiefetben Setra^tungen laffen ^äf l^ier anflellen, mt bei ben centrifc^^en 
gläc^en jtt)eiten ®rabe^. QRitl^in ficUt tit ®Iei(S^ung 3 iit Tangentialebene 
t)or, »enn ber $untt (x'y'z') auf bem Äegct liegt, ober bie ^Polarebene biefc^ 
^unftö, tioenn er nic^t auf bem Äcgcl liegt. SDte ^otarebenc enthalt bie itU 
ben Srj^cugenben beö Äegetö, tt)ett&e bie jtt)ei burdb ben gegebenen 5ßunft an 
ben Äegel ju legenben Tangentialebenen mit bemfelben gemeinfdjaftU^ l^aben. 

Sßir njollen nun annehmen, ber $oI (x'y'z') bewege jtd) auf einer ©e? 
raben, beren ©leic^ungen 

4. x' + az' = b unb y' + /^z' = b 

Pub. S)ur(S^ aSerbtnbung »on 3. unb 4. erl^alten trir 

m^ax + n^by — (in Vx + n'^ßy + z) z' == o 
©Ott biefe ®(ei(^ung t)on x unb y unabl^dngig fein, fo mujfen bie Se=j 
bingungen erfüflt tt)erben: 

m^ax + n%y = o m^ax + n^j9y + z = o 

ober, »a^ baf[elbe ift 

^ , b a 

5. X H — 5---r ;t: z = y 5-—- ^ z = 

m^ (ab — ajrf; '' n^^ (ab — sß) 

SDieg ifi bie ®Iei^ung einer burcb ben Urfprung ge^enben ®eraben. S)ie 
5poIarebenen atter ^ote, voet^e auf einer folcben ®eraben liegen, fatten in 
6ine jufammen, fe^en toix alfo in 4 unb 5. a = b = 0, fo erhalten wir 
biefe. gormein: 

6. X + az = 0; y + i^z = unb m^ax + n^ßy + z = o 

2)ie ®Ieicbungen 4 unS 5 bejie^en fitb auf jttjei fonjugirte ®erabe; fte 
entl^alten ben ®afe: Settjegt jtc^ ber $ol auf einer beliebigen ®erabeH, fo 
f(S^neiben P(!b bie ^olarebenen in einer burcft ben Urfprung gel^enben ®eraben. 

2)ie aflgemeine ®Ieid^ung ber Slormale einer gläi^e ifi 



+ z = o unb — 2 + '^^ y + « = ein SRed&tcr, »orauf nac|)jie]^cnbcr 
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x' — X + p (z' — z) = y' — y + q (z' — z) = o 

S)te @Ui(%ungen bet but(^ ben Urfprung ge^enben 9lormaU ber jteget 

xjfJ + ra^x'z = yz' + n^y'z = o 

S)urc^ eiimination t)on x'y'z' aua biefen ©Icici^unflen unb au6 m^x'^ 
+ nV* = z'^ ergibt fl(^ 

X* ' v'^ 

2)iefe @leid)ung gel^ört bem Stganjungd^s ober Supplementär« 
Aegel an. ®etne ßrjeugenben flehen fentrec^t auf ben fangen« 
ttalebenen bed gegebenen JtegeU unb umgetel^rt/ benn bie ®(ei$ 
cfeung feiner ©ern^rungöebene ifi 

in * n * 
Der ©eraben x + a'z = o unb y + /J'z = o entfpri(^t bei bem ßr« 
ganpng^fegel bie ^olarebene 

-T^ + -^y + z = 

2Benn biefe Sinie auf ber ©eraben, beren ©lei^ung 6. ift, fenfrecftt 
flehen fofl, fo ntug bie Sebingung erfuüt fein aa' + /J/^' + 1 = o; baburfl> 
wirb aber au(!^ ber SBinfet jwifdjen ben betreffenben ^olarebenen m^ax + n*/?y 

«^ /?' 

m^ "^ n' 

r 

SaJ beruht: 

Die ^olarebenen »on jmei bur^ ben Urfprung gel^enben }u 
cinanber recbttoinlligen ©eraben ^infi(!^tli(]& beö gegebenen Äe» 
gcU unb feineö erganjungefegeld ftel^en auf einanber fenfredbt. 

3Ran jiel^e an ben gegebenen Äeget eine Tangentialebene, fo ifl i^re 
krc^ ben Urfpruncj gel^enbe ©enfredfete eincGrjeugenbe beö ßrgdniunggfeget«; 
Mcfe ©enfred^te bitbet atfo au(^ mit ber Srjeugenben, lang« welcher bie 
Tangentialebene ben gegebenen j^egel berül^rt, einen redeten Sßinfel; mithin 
flehen natb bem t)origen ©aft bie ipotarebenen beiber Srgeugenben ^injtd)tli(^ 
beS gegebenen unb be« 6rgän}ung«tegeM auf einanber fenfred^t; tt)ir l^aben 
fomit atö fpegieUen ^aQ biefe« @a^e« ben folgenben: 

Die 2:angentialebenen eine« jtegel« unb feine« Srganjung«« 
fegel«, tt)el^e bur^ jtoei auf einanber re(^ttt)inflig fte^enbe Sr* 
jeugenbe beiber Jtegel gelten, fc^neiben fid^ fentrec^t. 

9Bir nehmen jn)ei burc^ ben Urfprung gezogene ©erabe an: 

X + az = o; y + /9z = unb x + «'z = o; y + ]5'z = o; 

i^re ^olarebenen ^infl^tli^ be« gegebenen Äegel« ra^x* + n^y^ = z" finb 
nad) 6- 

ni^ax + n^/?y + z = o m^a'x + n^/?'y + z = o 

©oll nun bie erfte ©erabe auf ber ^Polarebene ber jtoeiten liegen, fo 
mug bie aSebingung erfüllt fein m^a'a + n^/?'/J — 1 = o; bieg ifl aber au^ 
>ie 9ebingung«glet(^ung bafür, ba§ bie }n)eite ©erabe auf ber ^olarebene 
Der erflen liegt : 

©egeben finb ein Äegel jtoeiten ©rabe« unb jtoei Ebenen. 
%\i polare ber erften 6bene liegt auf ber jtt)eiten 6benc; bann 
Hegt bie ^olaye ber jn^eiten (Sbene auf ber erfien. Die polaren 
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öou atlen gbeneii, Hz 6ut(^ eine ®etabe gelten, Hegen auf ber 
^otarebene bet testeten. 

2)em 2)ut(!&fd^nttt ber ipotarebenen in%x + n^jSy + z = o unb m^a^x 
+ n^]9'y + z = entfpret^en We Oleic^ungen 

m* aß' — «'/? ' n^ aß' - a'/j 

©iefe ©erafce unb bie betben gegebenen ^etaben x + az = o, y + iJz = o; 
X + a'z == o, y + /J'z == bilben ein 5poIarbteifant SDie leiteten 
Sinien tt)oIlen tt)ir mit A unb B unb bie 8inte bcr ©lei^ung 9 mit C bejeic^^ 
nen. 3n ber ®Iei(3^ung bet ?ßrojeftion t)on G auf ber xz ebene fe^tt \>it 
®t6|e n, alfo ifl biefe ^rojeftion biefelbe für aUe biejenigen Äeget m^x^ 
+ n^y^ = z^ bet »el^en m fonftant ifi^ S)ie S)urc^f(|nitte betfelben mit 
ber xz ßbene entfprecS^en ber ®Iei(!^ung mx = + z ; ebenfo ifl bie ^rojef tion 
Don C auf ber yz gbene f onjlant für fot^e Äegel , bei »etdjen n , ober t>ic 
SDur^fcfenitte mit bcr yz ebene ny = ± z fonjiant jinb» C ifi bie polare 
ber burc^ bie ®eraben A unb B bejlimmten ebene. SBir ^aben fomit 
ben ®aj^: 

S)ie ^Potaren einer bur^ ben Urfprung ge^enben ebene in 
S3egie:^ung aufatleÄegel, »el(fte bie Soorbinatenajen ju^au^t^^ 
ajen :^aben unb eine ber So orbin aten ebenen in benfelben Sinien 
f^neibeu/ Hegen in einer ju biefer goorbinatenebene fenfrec^^ 
ten ebene. 

S)ur(!b B ge^en bie beiben ebenen BA unb BC; bie erfle ifl bie ^otar^ 
ebene r>t>n C unb iit imiU bie ^polarebene t)on B. S)ie ®tei(!^ungen biefer 
ebenen Pub atfo 

(ß' — i?) X — («' — a) y + (aß' — a'ß) z = o m'^ax + n^jJy + z = o 

S)et eojlnuö beö ©infelö berfetben ifl mS^ bem ?lu^bru(I 

\^P^ + q'^ + 1 V^P'^ + q''^ + 1 ' 
votlä^tx ben eo|tnu$ beö SBintete ber ebenen px 4- qy + z = o unb 
p'x + q'y + z = x>orflettt, 

(ß' — ß) rn^g -- («^ — a) n'^ß + aß' -^ a'ß ^ 

\/(a'—ay^ + iß'- ßy + (a/^'- a'ß)'^Vm'^a^ + n^*^ + 1 

©oll biefer SBinfet gleich 90" fein, fo mu§ bie Sebingung erfuöt njerben 

iß' — ß) in^a — («' — a) n'^ß + aß' — a'ß =' 

^iebei ifl ieboc^ ju berücf fic^tigen , baft m^«'« + n'^ß'ß — 1 = fein mu§, 
weit bie ?JoIare A auf ber ^otarebene t>on B liegen fofl; ber le|jte ?ltt^bru(f 

gibt a = r-^ • 

SJiefer SBertl^ in bie vorige ©tei^ung gefegt, fül^rt naS) einigen 9lebuf* 
tionen gu 
10. (n^— m^) (1 + n^ß'ß) + (1 + m«) (1 + n^/J') ß' — (1 + n^) mV^ = 

3tt)ei föti^e ebenen, tok BA unb BC, m\ä)t bie eigenfc^aft ]^aben, ba§ 
jebe bie ^olarebene ber auf ber anbern liegenben polaren ifl, l^eißen fonju? 
girt. SBenn je jtrei bur^ eine ®erabe B ge^enbe fonjugirte ^olarebenen auf 
einanber fenfredftt flel^en foHen^ fo mug bie ®lei^ung 10 für jeben SBSert:^ 
Don ß erfüllt »erben; eö müjfen atfo barin bie 2luöbrücfe mit ß unb o^ne ß 
eii^eln gteic^b Slull fein. S)ie§ gibt 
(t\'^^m'^)n'^ß'ß=:: n^— m^ + (1 + m'^) (1 + tiY)ß' - (1 + n^)«!'^«'« = 
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2)ie erfte ®(etd^un^ fann, au§er im gall bed ^uf)Vin^^U%t% loo m = n 
\% nur babut^ bcfricbigt »erben, ba^ /?' = o gefegt »irb. S)ie ®erabe B 
Ite()t alfo in ber xz @bcne. ^iebur<$ t)ern)anbeU fi(i bie imitt ©tei^ung in 
n^ — m^ — (1 + n^) mV* = o, »Drau« man flnbet 



a' = + 



imb bie ginie B ober x + a'z = o y + ß'z = o, ttelc^e bie (£i(|enf(]&aft 
^t, ia% je jtDei inxä^ biefetbe gel^enbe fonjugirte $c(arebenen fenfre(!^t auf 
einanber ftel^en, entfpridjt ben ©le ic^unflen : 

1. _ JL 

11. y = o x+ \ /-j =0 

3)ie6 flnb bie ®(ei$ungen ber gotallinien; wir l^aben alfo ben (3a^ 
(öon g^aöle«): 

^e jioei bur^ eine gotallinie ge^enbe fonju((irte $oIar^ 
ebenen fiel^en fenfre(!^t auf einanber; mitl^in trifft eine gofaU 
linie ben ju i^rfenfret^ten ©d^nitt be« Äegetd in feinem ©renn« 
punft* 

S)ie Äreifif^nitte beö ÄegeW m%* + n'y = z* jlnb burd^ bie Olei^wn* 
gen audgebrfidt: 




12. y± V^ib: 

^ — ▼ n' — m^ 



z = o 



A 9 

«U6 12. er^att man für ben (SrgSngung^teflel ^ + -^ = z*^ 




13. X + \^ . /— — z = 

m 

^nxi) SSer^Ietc^ung t>on 11. unb 13. flnbet man ben @a^: 
S)ie jtret^fd^nitte bea @rganjun(($fegeld flehen fentrec^t 
auf ben gofallinieu be^ gegebenen Äegelö unb umgefel^rt. 

SBenn bie ©erabe x-faz = o y + ]9z = o eine ßrjeugenbe be^ Äe« 
ftcte m^x* + n^y* = z* fein foü, fo mug fie bie SBebingung erfüllen m^a' 
+ n^/J« ■- 1 == . 2)icfe grjeugenbe trifft bie ©benc beö Ärei^f^nitt« 

y + V^TITT^ z = k im iPunft K; ifi ber Urfprung. 

OK* = (1 + «2 + ßl^ ^"^ 



Vin^-I- 1 
^_ 7^ z = k' ttjirb in K' gc* 

Quitten, 
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Of« = (! + «' + jS«) ''" 



0+ V^^) 

OK« . oiT« = (! + «» + /»*)" 



r^2 _ '"^-<-n 



ober ttenn man für ß"^ feinen SBett^ ^ fe^t 



1 +«' + 



n 
1 — m^a 



n^ n^ - 



n* — m^ 




14. OK.OK' = :^ ^k^k 



in^ 



SBenn man ))f>n bet <3pt^e eine^ jtegeld na$ allen $unf^ 
ten üon ixoti Äreifen, »etd^e tjcrfdjicbcnen, unter fi* nt^t ^)a:5 
ralteten Sljflemen üon Äretöfd^nitten angehören, Srgeuflenbe 
gtel^t, fo tft baö ^robutt ber ©ntfetnungen ber SDur^fc^nitt^^ 
punfte auf jeber ßrjeugenben t)on ber ®pi^e fonjiant 3^^i 
Äreife eine« ÄegeU, »elc^e nii^X })aratlel ftnb, liegen auf 
einer Jtugel, unb nod) auf einem streiten jtegel, beffen ^^en 
parallel mit benjenigen beö ^auptfegel« finb. 

2)ie SKittelpunfte aller Äugeln, auf wclt^en jwei Äreife beö Äeget« 
m^x^ + n^y* = z^ liegen, flnb in ber yz Sbene, tt)enn n >> m ifl, unb in 
ber xz gbene, tt)enn m > n ifl. 

Slfle Äugeln, tt)et$e eine cpclif(3&e 6bene (ß^a^Ied nennt biejenigen @bes 
nen cpcIifcS^e, tt)eI(Söe bur(!& bie ©pi^e beö Äegefö parattel mit bcn Äreiö? 
fcbnitten gelegt tt)erben) in ber ©pi^e beö Äegelö berül^ren, fc^neiben ben* 
felben in einem ©pflem öon Äreiöfc^nitten. 

SMan jie^e in ber yz (gbene bie S)ur(Sömefl'er öon jtt)ei Äreiöfc^nitten, 
HK unb H'K', fo ift HKK'H' ein Äreiööieretf, in »eifern bie diagonalen 
HK' unb H'K jt^ in J fd^neiben- J ifi bie ©pi^e be« jweiteh ÄegeW, auf 
bem beibe Äreiöfc^nitte liegen; \>xt Sljen biefe« Äegel« jtnb parallel mit ben 
Goorbinatenajen, benn bie ^albirung^linien ber SBinfel HOK, HJK jinb na^ 
einem befannten ®a^e i)om Äreiömeretf unter ftc^ parallel. 

6ine burc!^ ge^^enbc ßrjeugenbe beö Äegelö fcSfeneibet gwei nid^t parallele 
Äreife in K unb K'; bie Tangenten ber Äreife in K unb K' bilben mit ber 
ßrjeugenben nadft entgegengefefeten Seiten ^in gleidöe 3Binfel. 2)ie6 gilt au^ 
ivx S)ur(^f4nittöpunft, wenn Ixt Äreife einen folc^en l^aben; l^ierauö folgt 
unmittelbar ber @a^ t)on g^aöle«: "^ttt Serul^rung^ebene fdbneibet bie c^cli» 
f(36en Ebenen in jtioei Oeraben , tt)cld)e mit ber 93erü^rung«linie ^leicS^e SBinfel 
ma^en; nun {leiten eine (Srjeugenbe unb bie gofallinien be« @rgan}ung«fegel« 
beiie^ungött)eife fenfredjt auf einer ©erü^rung^ebene unb auf ben cpclif^en 
6benen be« gegebenen Äegel«, alfo bilben bie bur^ bie gofallinien unb eine 
©rjeugenbe gelegten Sbenen beim ©rgangungöfegel, unb alfo auc^f bei jebem 
Äegel gteid&e SBinfel mit ber 6bene, ioel^e ben Äegel Idngö ber (Srgeugenben 
berührt. Chasles: Academie de Bruxelles, tom VI, 1. 1830. 
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^voti nt($t pataMt jtreife eineö ^t%tU {leiten in betiem^en 3itxtt>ant>U 
fc^aft gu ciitanber, tt)eld&e ein fpcjieüet gaü bcr Sranöformation inxäi teci* 
profc 9labicnt)cftorcn ifl. fflenn man Don einem feften ißunft nad^ allen 
fünften einer glad^e ober Äur^e JRabien OK jie^t, unb auf t^ret dtiä^tunq 
bie 5ßunfte K' fc annimmt, bag 

OK . OK' = const. 
fo liegen lej^tere fünfte auf ber üertDanbelten glacbe ober ginie. 

gut bie ^auptftummunc|$]^a(bmef[er einer gtäc^e ^Ut folgenbe ®teidS>ung : 

"" h + Vl?^— 4k ^g 
k3 = (l + p2 + qV/2. h=(l+q^)r + (l + p2)t-2pqs; g=rt-s^ 
SKit Senüftung ber ©leicftungen 2 flnben tt)ir g = o 

R = — r — ober = CO 
n 



R= — 



z3 



2L^ |(z'+nV)y^+(z^+m*x^)x«+ 2m2n^x^y^ } 



_ z^ (z^ + m*x^ + n^y V'^2 



m'n^ {z'^(x^ + y'O + (m'^x« + n^y^)'^ { 



15. R==_-^^' +m*x^+ n^yM' 



m'^n'^ (x"^ + y-^ + z^ 
Da m^x^ + n^y^ = z^ i% 



$. 20. Sufantmenfleaung t^on ^onneln fäi: bie gfl&d^en jtnettctt 

®rabe(. ®(|Iuf. 



C. J)ie beiben ^Paraboloibe* 

m n m n 

SDie erfle ©leic^ung fiettt ba^ efliptifc^e, bie jtteite ba« l^pperbolifc^e ^a^ 
raboloib t>ox. 

S)ie nad^jlel^enben gormein bejiel^en jtd) aber alle auf baÄ eUiptifc^e 
iParabutoib* SBitt man jle auf bie gleite gtaci^e anttjenben, fo barf man nur 
- n ftatt + n fe^en^ 

^ __ n n_ J^ _ n^ _ n'^y 

t = — . 



n^x 



inz"* 



I)ie allgemeine ©leid^ung ber S^angentiakbene z' — z = p (x' — x) 

+ q (y' — y) »irb 

III n 2 

Diefe ifl bie ®Ieid>ung ber langentiab ober ber ^otarebene be« iJJunfW 
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(x',y',zO, je nac^bcm et auf Der glafte lieflt ober ni*t »ctt)cgt et ft* 
auf ber ©eraben 

4. x' + az' = a y' + ]9z' = b 
fo etl^alteu toix burc^ bie aSctbinbung t>on 3. uub 4 

m'' 2 V m'' n 2-^ 

b X "^ 3 

©pa btefet Slu^brud öon z' unabhängig fein, fo mu^ — y ^ — 

— ounb — —Y + — + -^='0 mittn, ober, toaö bajfetbe ijl,- 

2b . "^ab — jJa m am 

4. unb 5. Pub foniuflirte polaren. 

SDer goflnuö beö SBinlete ber ©eraben x + pz = o unb y + qz = o; 

x+p-z = ounby + q-z=oift ^ TV^ ?!/l ^ / .2^ n ^^^^ 

VI + p^ + q^Vl + p'^+ q'^ 

ifi ber Sojtnuö ber ^polaren 4 unb 5 

(n — m)i9 — 2b« 

V"! -^ «2 _|. ^2 v^n"2^M^TbHh~in^ 
aSenn biefer SBinfel ein JHeiä^ter tft, fo mu§ bie ©ebingung erfüllt 
werben 

7, (n — m) jJ — 2ba = 

3n ben ©leiftungen 5 jinb bie Soefflcienten t)on z unab:^angig t)on « 
unb a; ^ierauö folgt: 

S5ie ^Polaren aller ©eraben, totlS^t in einer mit ber x?lje 
paraltelen @bene liegen, finb unter fi(S& i)araneL 

2)er 9lu«bru(f 6 ifl unab^ängi^ oon a, toorauö man fcl^tieftt: 

%Ite ©erabe, n?el(!^e in einer auf ber yzSbene fenfrei^ten 
Sbene liegen unb unter HSi )>arallel finb, bilben miti^ren fon? 
jugirten ©eraben benfelben SBinfel. 

Slngenommen, ber ^ol (x', y', z') bewege ji^ auf ber (Sbene 

8. ax' + ßy' + yz' = i 

fo oerbinben toir bie ©lei^ungen 3 unb 8 unb erhalten 

• 

SBenn biefer ?lu^bruÄ t)on y' unb z' unabhängig fein foH, fo müjfen 
bie 9ietationen ftatt finben: 

9- X = — — 5 y = — öt; z = 



a 



2« ' 2« 



2)ie§ jlub bie ©lei^ungen beö ^ßote ber ^Polarebene 8. SKan fann bie 
©lei(!bung 8 mä^ in biefer gorm fcbreiben 

X' + -^ y' + ^ z' = * 



« « « 

SBenn fi(!b bie ^olarebene ^Jaraüel mit p(S& felbjl betoegt, fo bleiben bie 

8 r 

S3erpltniffe -^ unb -^, alfo aucb ik SBertl^e oon y unb z in Q.^unge^ 

änbert; ^ierau^ f (fliegt man: 
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Z){e $o(e aller untet fi($ parallelen ^oUrebenen Hegen in 
einer mit ber x%^t parallelen ©erabem 

X, y, z Pub bie laufenben Soorbinaten ber 9lürmate, beren gußpunft 
auf ber gladje (x', y', z') ifl. S)ie ©lei^ungen biefer Stormale flnb : 

10. x = — K-?z + x'+-;^ y = — -V^H y' 

2z' 2 m z' m "^ 

©e^en mr z = o, fo mrb x — x' = — ; -^ = , »orau^ 

folgt: 

Sei einem ^araboloib ift bie Differenj ber Slbflanbe be^ 
gugpunft« einer Slormale unb i^re« 2)ur^f4nitt«punft« mit ber 
xygbene »on ber yzßbene fonflant; tt)ie au(^ ba« öerl^altniß ber 
Sbjldnbe biefer beiben {ßunfte J)on ber xzgbene* 

©e^en reit no(^ x' = const., fo ifl auc^ x fonfiant; ebenfo ifl e^ bei 
y' unb y: 

S)ie Stormalen, beren gulpnnlte eine )u einer ^auptebene 
parallele j(ur))e iilitn, f^neiben eine anbere ^auptebene in 
einer ®eraben, bie gur erflen parallel ifl. 

S)ie Entfernung ber 6bene «x + /Jy + yz = 1 »om Urfprung fei P, 

fo iji P = ; bie ®lei(!&ung 3 ber Jangentialebene be« 

Va* + /5* + y* 
$araboloibd tSnnen reit aud^ unter biefe gcrm bringen: 

X 2y' 2z' _ 

bie dntfernung P berfelben ))cm Urfprung ifl fomit ^Itiitt 
11. P = 



X' 



v^ 



m« "•" n* 



P ifl bie Entfernung ber tangential $ ober ber ^olarebene bed $unftd 
(x', y', z') üom Urfprung ober ©Reitet be^ ^Paraboloib«, je nac^bem biefer. 
$unft auf ber gla^e liegt ober ni($t. Sei ben itoti ^araboloiben 

— ± — = X, tt)o m unb n gleiche abfotute SBertl^e fia;ben, f inb 

«Ifo bie Entfernungen ber {ßolarebenen eine« unb beffelben 
$unftd ))om ©^eitel glei^. 

x' 

SBe^egt ^äi ber ?pol auf ber gla^e >. ^ ,, - = ^ ober 



Vi + le + ''" 



4 4 

ttel(6e ein )toetmantItge4 ^i>)>etboIi>tb ifl, fo (etüi^rt feine ^olatebene bie 

^Ktl x' 4- Y* + z* = k*. 

S)ie gornteln 29 unl> 30 itS §. 4 feigen 



K.R' k« RR' k^ 
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Ttit Senäj^nng Ux ßtei^ungen 2 ei^aften toix 



n» 



" 4m z* 

h = (l+q»)r+ (H-p«)t-2pqs = - j^3((ü!+!l+x)=:-^3(m4-n+4x) 

1 Il3 



R.R' 



^-O' + T+S^O 



1 . 1 



„ /-m + n , -v 



_1_ h ±Vh» — 4k''g 

R ~ 2k» 

, m 4- n + 4x +\(m + n + 4xy — 4inn (i +'^ + ^^ 
1 — ' V m^ n^ J 

R nin /-. , 4y* , 4z*-v^/8 

S)ic angcuieinc SDiffcrcngialgtci^ung ber Ärumtnungöltmen ifJ 

(^)'kl+q>"-pqt)}+ ^kl+q^)r-(l+p^)tl - (l + p2)s + pqr = o 

aRtt ^ülfe bcr mää^mc^tn 2 erhalt man für baö cüiptif*e ^araboloib 
m — n rdy^* , m — n — 4x dv , 

-T-Ud^j + 2 dJ + y = « 



Z)ut$ £)tffetenitatii>n 

d»y 

dx« 



d»y /-» '" — " .. ^y , m — n — 4r\ dy rm— n /•dy^ « -| 



@e^t man '^tei aud bet vottgen ®Iet($ung 

m — n — 4xdy_ m — n /'*'y~i' 

2 dx " ii~ ^ Idx J ^ 

fo etflibt i^i) 

Sv (=^"(© - + (S'(=^(Ä)'- = 

ober naSi SBcgtajfung bcö gcmeinfcbafttiften gaftorö 
unb butc^ Integration 

y^ = iS 
^ dx ^ 

Hxä) nod^mattge 3ntefii<ition 
12. ^ = /Jx + y 
£iie| tfl bie ©letd^ung bet jttfitnmunodlinien auf bem ^aral&oloib : ß (ä§t 
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jieö befKinmen mit ^ütfe ber SJifferetijtalglei^ung ber Ärümmung^ttnien, unb 

y ^ = i?; tt)tt ermatten i)abur(^ 

m — n , m — n — 4x 

— ji~ ß^ + 2 /? + y^ =- 

unb mit ^ulfe »on 12* 

S)urd& JBerbinbung üon II. mit ber ©Ici^unj i beö jparabotoibö et* 
galten tt)it ferner 

13. y.r4__l.)_±,. = y ,.=.('2!L^+„^, + 2n^, 
''v.2 m>^ n \m '^ J m ' 

S)ie ©lei^ungen 12 unb 13 entl^atten folgenben ©aft: 
t>it Ärümmungölinien beö ißaraboloibö projiciren \i^ auf 
btebeiben burij bie x?lje ge^enben ^auptebencn aU Parabeln, 
unb auf bie britte ^auptebene al^ ^pperbeln (Sltipfen), 

S)ie ©lei^ung ber Tangentialebene bed ^araboloib^ tSnnen K^ir au$ 
unter biefe gorm bringen: 

1 2y' 2z' 

x' mx' nx' 

g6 fei P baö i)om Urfprunfl ober bem ®<!&eitel beö ^Paraboloib« auf 
bicfe Tangentialebene gefaßte ^erpenbifel, fo ijl na^ ber allgemeinen germei 

P = . für bie auf bie @bene «x + jJy + yz = 1 ^erab^ 

Va^ + i^^ + y^ 

getaffcne ©enfredbte 

x' 
14. P = 



ViTSJT^ 



3Rit S^fl^Mublegung biefeö SBertl^^ fßnnen »ir ben 9lu«brutf für 

1 — h niVh^ — 4k2ff 
öereinfa^en, inbem toit i« -g- =" — — 9^3 ^ f^fecn 

"^ 4z* V ^ m'^ ^ n^J "" 4: 



R 



15. 



z* P* 

m + n + 4x _ \l f^ + n + 4x^* 4nx* 
in ^" ^y m J mP* 



R nx 



3 



p3 



mx i-m + n + 4x ^//m + n + 4x\ * 4nx2 -w 

* ==4P l — m -Vi — m — j -ijnF^i 

= ^ (m + n + 4x + Vc«» + " + ^)' - ^r-") 

J)ie ©lei^ung ber geobatif(^en ginien auf irgenb einer gla^e tfl na(^ 
Soa^imöt^at : 
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dXd^x + dYd'y+dZd''z Xdx+Ydy+Zdz _ dxd^x+dyd?y+dzd'»z 
dXdx + dYdy + dZdz "*" X* + Y* + Z» dx* + dy« + dz« '^ ** 

n n 

Sei Der glädje ^ + — = z tfl 
" m n 

X=l; Y = ^; Z = — 

m . n 

dX=o: dY = — dy: dZ = — dz 

m n 

dXdx + dYdy + dZdz = — dy» + — dz« 

dXd^x + dYd*y + dZd»z = — dyd«y + — dzd'z 

m n 

dyd«y dzd«z 
/ dXd«x4-dYd«y + dZd«z _ i ~"m ' n" ^ J_ ^ dy« dz«^ 
jdXdx + dYdy + dZdz ~j dy^dz« ~2^^iwm"^nJ 



1 
I 



+ 
m n 



Xdx + Ydy + Zjz J_ J[_ /- 4y^ 4z^^ 



X* + Y' + Z 

dxd«x + dyd'y + dz d«z 1 , ,.«,.»,.,, 
dx« + dy« + dz« = T '"«^ (*^' + ^y' + ''^'^ 



üRan etl^ölt fomit für bie ®te{(!^un9 bet gcobdttf^en Stnicn auf beut 
?ParaboIoib tin crßeö 3nt€fttaU 

Ib. 1 H — V H T = ^ — :r'^ t^ — 

-^ H 

m n 

inbcm man bie Äonflante mit C bcjet^net. dx^ + dy* + dz^ ift == ds^ 

4y^ 4z* x^ 

ds ift baö SIemcnt bet geobatif^en 2inte, 1 + — ^ H — ^ = ^^ 

^^. j^ , dx* -f dy* + d z* ^ 1 1 . 

* * dy^ I dz* dy* dz* "" cos*/^ cosV ' 

m n mds* nds* In n 

»cnn bie SBinfel, mlä)t bie langente bet geobatif(!^en Sinie, ober baö gte- 
ment ds mit ben y unb z 9ljen bitbet, bur^ ß unb y begeiitnet »erben. 
S)ie @Iei(^ung 16 t>ertt)anbeft fld) alfo in 



17. c := ^ (^2!lL + £2!l-) 

P« v m n V 



'« z« 



+ — = X + ß 



m n 

äßenn Me ©leii^ung ted ^araboloibd in biefet gotm gegebtn ift, fo 
^at man 

n _ iL. „-_ JL X. r-_— s-i^- t- "'(^ + g) 
^~2x'^~ m z'^~ 4z3' 2mz3' . mz» 

y' , z' x'+x , . X , 2y' , 2z' ■, 

my + T' = -^ + g''^''^-27+lP+ m(2e+xO y^ n(2g + xO = ^ 
I)ie6 Pnb bie ©leid^uttgen ber lanflentialebene im $unft (x', y', z'). 
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Skd 'oom Uif)>tuuj auf bte Tangentialebene bed $unftd (x, Y/X) ({<! 
fäate $et))enbtre( P ^at ben SBett^ 

x + 2? 



P = 






m' n 



3n bet ©let^ttiifl ^ = ^^^^ — 2^3 ^*'^*" ""^ 



~ 4z2 V. • ^ in* ^ n* J 



g = rt — s' 



n^ 



4m z 



4 



n» 



k = (1 + q*) r + (1 + p') t - 2pqs = — j^^ (m + n + 4x + 4?) 

^ m+n+4x+4?±V('n+n+4x+49)*-4mn(l + ^ + ^) 
'R mn r. , 4y* , 4zK'/« 

§. 21. S)ie lotttofofalctt cettttif^en S*(ft<$(n gttififen ®tatS. 

Pdd cSffipfoiö ttnb 6ie Beiben ^^perfiofoibe. 

SBir nehmen ttei ju ct^an^er recftttrtnfligc ^Ijen an. 35ie Sage eine^ 
ipunft« im SRaum la^t jt* mittelfl biefer Sljcn auf fe^r t)erfd)icl)ene SBeife 
beflimraen. JDtc gcttol^ntidbfle unb etnfacfePc befielt barin, baß man bur^ 
lienfclben btci ju einanber unb ju ben Soorbtnatenajcn fenfrecl^tc Ebenen legt, 
Mä)t bic ^tjen in brei fünften fc^neiben, bereu Slbfidnbe t)om Urfprung 
bejie^ungöweife gtei(^ x, y, z ftub. SDiefe ©regen ftnb bie tec^tminftigen 
goorbinaten beö $unftö im SRaum. ©ett)egt ftd) berfelbe auf einer biefer 
btci gbenen, j. ©. auf berjcnigen, bie auf ber z 2lje fenfred^t fte^t, fo ^at 
man bie ©leid^ung 

z = const. 

für bie genannte gbene. gür jebe beliebige Sinie, iit ber 5Junft auf biefer 
p(^e befd^reibt, gilt bie ©leidjung z == const. gerner flnb 

z = const. y = const. 

J)ie ©leicfeungen beö Durd^fcfcnittö öon jttJei (Sbenen, t>it auf ben 9ljen 
bcr z unb y fentrec^t flehen. SBitl man »on einem ißunft (x, y, z) beö 
iRaum^ ju einem beliebigen anbern übergeben, fo gibt man ben Goorbinaten 
X, y, z bie 33eranberungcn 1, m, n unb nennt ben jn?eiten ^unft (x + 1, 
y + m, z + n). 

Sine jweite 3lrt, bic Sage eineö $unftö im 3laum ju befiimmcn, bcjlei^t 
barin, ba§ man burd^ benfelben nic^t brei ju ben 5ljen re^tttjinftige ßbenen 
ober gta(Sbcn erften ®rabe^ legt, fonbern brei ju ben 3ljen red)ttt)inflige 
glacl^cn gtt)eiten ®rabeö, nämli(^ ein SUipfoib, ein einmantligeö unb 
ein jtt)eimanttige« ^9perboloib. S)iefe glac^en itiä^mn teil mit 
(?); (/*); W; i^te ©ki^ungen flnb 

mnm, ©eoinftrfe. . 7 
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4 ±1 I _JL__ 4. __£__ — 4 ±1 4. -JL ±__ — 4 

1» o "T" o ilo l t\ _<% —~ *■ __n l" . o .11 _o O ■■- 



X» y» 2* - 1 ** 1 y' 

ßi ' ö« — b« ' o* — c* /*« ' n»» — b* 

X» y2 ^' - 1 


z» 


C» /!»* 


y2 Jj2 y2 J.2 — |,2 





b imb c jtnb jttjei fonflattte ®t6§cn, bte ate gegeben artgenommcn irers: 
ben muffen; unb bic Setradfetung öorfle^cnber ©leiÄmtflen fü^rt fogIetd& 
barauf, ba§ btefe ©rßfien ni^tö anberd jinb, ate bie SDijlanjen ber ©renits 
l)unfte öom ÜRittel^)imft bei benjienigen jiDei S)iamettatf^n{ttett ber btei gXä^ 
^en, bic in ber xyföbcne unb in ber xz ebene liegen. Sei bem brittcn 
2)iametrat ober ^auptfcbnitt, tt)et(^er in ber yz gbene liegt, ifl bie Sntfer? 

nung be« »rennpuntt« »om SKittelpunft = Vc^-b« . (S« ifl c > b an^ 
genommen* S)a bie burcö bie ©leit^^ungen 1 rei)rafentirten gläd&en bie 
eigenf^aft l^aben, ba§ bei i^^ren ^auptfd)nitten bie a3renn)pun!te gemeinf(!^aft:: 
US) jinb, fo nennt man Pe l^omofofal 

35ie großen ^albajen ber centrif^en ^omofofalen glatJ&en jn)eiten ®rabe^, 
be^ (Sllipfoib^ (q), bed einmantligen ^^perboloibd (fi) unb beö imimanU 
ligen ^ppcrboloib^ (v) finb q, /i* unb v. ^ iji > c > b unb fann iebcn 
beliebigen SBert:^ jtt)ifc^en c unb <x) annel^men. fi ifi eingefcS^lojTen jmfd^en 
ben ©rengen c unb b, e6 muffen alfo immer bie Ungtei(S&ungen ilattpnben 

c>f^> b 
enbti^ betoegt jlcfe v jmf(J)en ben ©renjen b unb o, b. ^. 

c>> b >► r > 

e^ ifl nun tlax, bag ein ^untt im Slaum beflimmt ifl, t))enn bit ©rogen 
Q, fA unb V gegeben flnb, b. b« W)enn man bie großen ^albajen ber brei 
X>mi) tt)n gelegten l^omofofalen 8td(!^en lennt. S)enn, ia b unb c unter 
aUtn Umflanben aU gegebene Parameter angenommen ttjerben^ fo jtnb burd) 
Sefiimmung »on q, (i unb v au(^ bie übrigen Stj^n ber l^omofofalen glatten 
(?)/ W wnb (v) gegeben. SBir begeicfenen ben ^unft, bei toelcbem bie großen 
|)albajen ber brei 'buri^ i^n gel^enben l^omofofaten gldd&en bcjiebungönocifc 
'g(ei^ q, fi unb v jtnb, mit (?,/t^,»') unb nennen q, fji unb v bie eUi^)tif(S^ett 
ßoorbinaten biefeö $unftö, ganj äl^nlift, tt)ie man x, y, z bie rec^tmn^ 
ligen ßoorbinaten bed 5Junftö (x,y,z) l^eißt, loelcbe bie 9lbjlänbe toom Ur* 
fprung ber brei bur^ x\xi gel^enben auf ben ßoorbinatenajen fenfrei^t flel^en^ 
ben ebenen ftnb* 

aSetoegt fl(fe ber ?Punft auf bem ©ttipfoib (q), fo ifl feine ®lei(^ung in 
elliptifc^en ßoorbinaten: 

q = const. 
bemegt er ^di aber auf Itw gläc^en ig) unb 0*) juglei(S&, fo beilegen bte 
Wetattonen 

q = const. fA = const. 

SDa nun, tt)ie bieg fpäter gejeigt »erben tt)irb, bie-l^omofofaten gtä^^« 
f!d& gegcnfeitig in i^ren Ärümmung^linfen fcfcneiben, fo jie:^t man fc^on :^icr, 
Xotl^t einfadje gorm bie ®lei*ungen biefer Sinien bei 3wgtunbetegung ettip? 
tifd&er Soorbinaten befommen. SBenn toir bie ®lei*ungen ber Ärfimmungö* 
linien beö anbern ©pfiemö ^aben trollen, fo büvfen n?ir nur annel^men, bag 
fi(^ ber ^Puntt auf bem ©ur^fc^nitt beö Süipfoibö {q) unb beö atoeimantligen 
^pperboloib^ (y) betoege, unb erl^alten alöbann 

q r= const. V = const, 

e^ l^anbett fl(^ Je^t junck^ft barum, ben Heber gang Pon ben genjoi^n* 
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Itc^n ßoortinaten x, y, z gu fcen elliptif^n 9, f», v yti flnbcn, 3** tiefem 
3n)e(t bemerfen xoit, ))a| ftd> bie ©lei^ungen 1 au$ fo f^teiben laffen: 

^* ^2 ^ g«— b« ^ ^^ — C* "" fl'^ ^ /U«— b« ^ /l*2 — c^ "~ ^ 

X» . Y* Z* 



H i 1 = = 1 



T»obci tmmct t^orauögcfcjjt ifl, baß bie ®rcnj(en p>c>-b, c>>/ii>.b, 
c > b > y ein^el^atten »erben. Stuö ben gotmetn 2 laffen P(3& bie SBert^e 
DDH Q, fA, V aW gunftton t)on b, c, x, y, z anöbrütfen. S)a aber biefe 
©lei^ungen eine unb biefelbe gorm l^aben, fo Knnen »ir p, /», v ate bie 

X* Y* Z* 

btei SBurj^ln »on -y + % _ u'^ + 2 _ 2 = ^ anfeilen, »el(i&e ®lets 
t&ung Pd^ andb unter biefe gorm bringen lagt 

3. ^6 _ p4(x2 + y2+ z2 + b2 + c2) + p2 ^(1)2 + c«) X2 + C^Y« + b22« -rbäc^} — b^C«!« =; 

jte ijl in SBegie^ung auf q^ öom britten ®rabe ; tt>ir betrauten alfo g^ ald 
bie SSariabele* 9iun ifl nac^ ben betannten (Sa^en über bie Eoefflcienten ber 
®Iei(^ungen mit einer JBariabeten ber goefficient t)on 9* glei^ btr Summe 
ber brel SSBurjctn, berjenige öon g^ glei^ ber ©nrnmc ber ^robufte »on \t 
peien ber SBurgeln, unb enblicfe ber auöbrucf o^ne q gleid) bem 5Probuft ber 
brci SSBurjeln. Se^tere bejeicbnen wir mit §^, a**/ ^^ unb erl^alten bemnac^ 
4 p* + ^2 + v^ = X* + y^ + z» + b^ + c« 

5. pV^ + C^»'^ + f*^^^ = (b^ + c^) X« + c^y» + b^z^ + b^c^ 

6. pV^»'* = b^c^x« 
'^ierau^ ergibt ft(!^ foglei^ 

7* bcx = Qfjbv 

8. b n/c^ — b^ y = Vp« — bW^^ — b*>/b2 — v* 

9, c Vc2 — b«.z =V^2 _ c^V^c^ — ^^Vc'^ — v^ 

S)ie Dom SKittelpunft nac^ einem $unft M ober iq,^,v) gejogene 
®erabe bejeic^nen mx mit H, fo ifl H^ = x^ + y^ + z^ ober nal^ 4 in 
eHiptift^en ßoorbinaten 

10. H^ =r ^"^ + /*2 + V* — b^ — c^ 

S)ie ®teid)ung einer 5lugel, bereu aWittelipunlt ifl, in eOiptif^en Soors 
binateu l^eiftt fomit 

11. 5^ + A*^ + y^ = const. 
S)ie ®Ieid)ungen be« SDurdfefdinittö biefer Äugel mit bem ßHipfoib (g) 
ober tiner fp^arift^en Äuroe auf biefer gläcbe flnb 
12^ /ift^ 4- v^ = const. q = const. 

9luö 11. erhalten n)ir folgenben ©a^: 

Seiregt fi(°& ein ^Punft im 5Raume fo, bag feine gntfernung 
t)om SRittelpunft ober Urf^)rung beö Soorbinatenfpflemö fon* 
flant ifl, fo ift bie Duabratfumme ber brei großen ^albaitn »on 
ienbur^ il^n ge^enben l^omofofaten gläc^en fonflant. 

3tt ber ®Iei(^ung 5 fe^en n?ir (b^ + c/^) x^ + c^y^ + b'^z'^ = const., 
b. ^. mx taffen ben $unft (x,y,z) fxä) auf einem 6fli))foib belegen; bann 
erhalten tt?ir auö 5. 

(?V* + q'^^'^ + f^'^v'^ = const. 
SDiefe ®(eic^ung enthalt ben ®a^: 

7* 
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»ett)egt fi* ein ^unft auf Der gld*c (b« + c*)x^ + cV4-b2z^ 
= const, fo ifl bie Ouabratfumtnc bet brci JRc^tetfC; »clt&c ficb^ 
au« Je jttci großen ^albajen bcr brct burd) i^n gelegten l^omosr 
folalen gla^eu btlben laffen, fonjlant 

SDie ©leti^öungen 6 unb 7 jlnb ibentifd^. ©e^en mx in 7^ 8. unb 9^ 
bet Slci^e na(S& x, y, z fonftant, fo ergeben ^^ bie Slefuttate 

Qfiv ^ const. 

V'^^^'^:!' b^ V^^ — b^ Vb^ — v^ = const. 

Vq'^ — c'^ Vc^ — ^^ Vc^ — v^ = const. 
hierin ifl biefer ®a^ au^gefproc^en: 

»ettjegt fic^. ein ^unft in einer gbene, bie iparallel mit 
einer ber brei Soorbinatenebenen ijl, fo ijl baöSßrobuft ber 
brei auf biefer Soorbinatenebcne fenfre^ten ^atbajen »on bcn 
^omofolalen gldd^en, totlä^t fi* bur* ben ißunft legenlaffcn^ 
fonflant. 

3n 7. fSnnen ttjir fotüo^t x aö auc^ ^ fonfiant annehmen, unb erl^alten 

fofort 

fiv = const. 

3n biefem gatt benjegt jtc^ ber ^unft auf einem ©Quitte i)on (?), »el- 
$er ^)araUeI ber yz gbene iji; ein ganj ä^nttd^e« SflefuUat ttJiirben »ir au^ 
ben jnjei anbern ®Iei(^ungen erl^alten ^aben, inbcm tuir irgenb jttjet t)on ben 
fed^ö ®r6§en, x, y, z, q, fi, v in einer berfetben afö fonfiant anne^^men. ^ies: 
bur^ eri^alten mt t>en ®a^: 

©egeben ifl: eine centrifc^e gläc^e jn?eiten ©rabeö unb eir 
©i^nitt parallel einer ber ^au})tebenen; burd) alle ^unlte ht^ 
©^nittö laffen fid& jn)ei l^omofofale gläi^en legen; biejenigcn 
©cbeitel biefer gtä(^en, bie auf einer Slje liegen, fenJrec^t auf 
jener ^auptebene, bilben tinz Snioolution. 

SDaö i)om SWittelpunft auf bie Sangentiatebene einer centrifijen ^laä^t 
jtt)eiten ©rabeö gefdüte 5per})enbifet bejeidjncn voix im folgcnben flctö mit P; 
man :^at bafür itn 5lu«brucf (§. 18, 14) 



v$+^ 



z« 



+ b* "*■ c* 

v2 V* Z* 

-5- + -^2 + -y = 1 tft t»ie ®teicl)ung t>tt ^liHjt. SBenn wir ben 

d D C 

SBertl^ loon P in ettiptifdien ßoorbinaten l^aben n)otten, fo muffen »ir flatt 
a'^ b^ c^ bei bem (Sttipfoib ^^ ?^ - b^, ^2 _ ^2 je^en ; unb für x, y, z 
il^re SBert^e auö ben ®teid)ungen 7, 8, 9 fubflituiren, baburcfe erl^altcn »ir 
für ben 9lu«bru(f unter bem SBurjeljeidfien 

fj,2y2 (1^2 — b2) (b2 _ y2) (c2 _ ^2) (c« — y'^) 



^^b^c^ ' (^2 _ b«) b2 (C2 — b2) ' (p2 _ c2) c2 (c2 — b2) 

SBenn »ir ber (Sinfa(!&]^eit wegen ben 3lnbej 2 ttJeglajfen, unb iit ^xnä)t 
gtei^namig mad)en, fo ergibt Itcb * 
fjtv (g— b)(g— c)(c— b) + ifi—h)(b—v)^ (g-c)c + (c— f*)(c>->v)g(g— b)b 

^(5 — b)((>-c)bc(o-b) 

3)ie brei ©ummanben beö JRcnnerö bejeid)nen »ir ber (Keilte naä) mit 
A, B, C unb erl^alten 
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A= fAv \qqc — ^^b — ^cc + ^bc — bgc + b?b + bcc — bcb| 
B = ^ IfibQ — /*bc — fivg + fivc — bb^ + bbc + bv§ — b>'c } 
C = gb {cc^ — ccb — cvQ + c>'b — fic^ + jwcb + f^^Q — 7*^b } 

Sla^bcm man in ber Summe A + B + C bie ji(S& flcflenfcttig aufgeben« 
kn ®licl)cr gefirtt^en l^at, bleibt nod^ 

A + B + C = ^v (bcc— beb) + ^^(bcc— bbc) — Qfi (cbc— beb) — qv (cbc — beb) 
= bc (c — i>) (qq + f^v — ^ — Qv) 
= bc (c — b) (q — a*) (e — 
2Rtt ^ülfe biefeö SBert^« t)on A + B + C rebucirt jtdj Der »ru^ auf 

(g — /^) (g — y) 
e (^ — b) (g — c) 

SBenn ttix ben Snbej 2 triebet fe^en, fo erhalten \oit ben 9lu^brutf 

13* P= ^— / ■ ; 

S)ie6 iji einer ber häufigen gatle, »o P(^ bei 9tntt)enbunft elli))tifd6er 
?oorbinaten anf(fteinenb jufammengefe^te 9lu8brü(fe, ik auö mehreren ju 
fummirenben Srucben befleißen, in ^robufte auflofen, »el^e für t)iele alge« 
6raifd)e Operationen fe^r bequem jtnb» 

P ifl baö tjom 2Ritte{))untt auf biejenige (Sbene gefällte $erj>enbifcl/ 
uel^e baö ßllipfoib (g) in bem fünfte berührt, tt)o e« )?cn bem einmant« 
liftctt ^^jjerboloib (/«*) unb t)on bem jtoeimantligen ^\)ptxboloit> (y) gef^nitten 
mr^, ober tt)aö bajfelbe ifl, tt>o ft^ bie Ärümmungölinien ^ = const. 
H = consl. unb q = const. v = const. ((feneiben. SBifl man baö t)om SKittel^ 
punft auf bie Tangentialebene öon (f^) im ?Punft (^,fi,v) gefaüte 55er})enbifel 
finben, fo ^at man in 13. nur fi flatt q unb q fiatt fi ju fe^en, unb erl^dlt 

fi Vfjt'i— bW/t*^ — c^ _ fi V/t^^ — b^ V'c^ — ft^ 

J)uri$ S3ern)e(!ö^Iung ber Suc^ftaben q unb v gegen einanber in 13» er« 
galten mx für baö auf bie Tangentialebene t)on (v) im $unft (?, /it, r) ^erabs 
Selafene iJJerpenbitel 

y Vv^ — Pn/v^ — c2 r Vb^ — v^Ve'^ _ ^2 



Vv-i — ßWv^ — /^« Vg^ _-. v2v7 



2 ,,2 



6ine foldje aSertioecböIuug ber 93u$fiaben q unb /i* ober ^ unb v ifl ba« 
tum jnlafjig, ttjeil bie ©leic^ungen ber ^omofofaleu glac!^en (q), (^) unb Qv), 
^ie fie in 2. bargefleHt ftnb, gleid& tauten» 

'im $unft (Q,fA,v) f^neiben ji^ bie l^omofofalen glasen (q), (f*), W; 
im 5punft (^ + d^, fi, v) fi^neibcn fid) bie gläi^en (q + dg), (f^), (v) ; bie 
35erbinbung^Iinie beiber fünfte ifl ein (SIement ber !£)ur^f(6nitt^tinie ber 
'^Wctboloibe (/t*) unb (v). SBir bejci(^nen btefe^ Clement mit ds unb er* 
galten in re(^tn)infligen Soorbina ten bie befannte f^ ormel 

ds = Vdx^ + dy2 + dz^ 
dx, dy unb dz finb bie {ßrojeftionen öon ds auf ben Sljcn ber x, y 
wnb z. S)iefe ^rojeftionen fann man fogteid^ au^ ben JJormeln 7, 8, 9 
<iMcitcn, inbem man barin bie ©rogcn x, y, z unb q atö bie einzigen Saria« 
Wn betrachtet. SDurc!^ SDiffereniiatien biefer gormein ergibt fid; 
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bc dx = ftvdQ 
b Vc* '— P dy = 77 l ZIY^ '^'*^ ~ ^^'^^'^ ~ "* 
c Vc"2 — b^ dz = — ^Y^Z^ n/c^ — /i*^ Vc^ — r^ 

== w ^^^ (fi^^^ ^^^ gntmiÄIung t)on P) 

^terau^ erl^ält man mit ^fitfe t>on 13. folgenben SBertl^ für ds 

5tuf ä^nti(S&c 2Beifc lägt jtd^ bet SBcrtl^ bc« «bftaubö ds' ber ^ßunfte 
(^,/i*,v) unb (fi, (i + dfi, v) ableiten, inbem man in Un gormein 7, 8, 9 
bie ®ro§en x, y, z unb fi afö variabel anfielet unb bijferenjurt/ ober ein$ 
fa^er, tcenn man in 14. Mo« /i* flatt q unb q ftatt fi fefet 

15. ds^= ^;gEg^;g^ d^ 

unb ber SBert:^ be« 5tbflanb« ds" ber ißunfte (q, (h, v) unb (q, fi, v + dv), 
tt)enn man in 1., 8., 9. bie ®ro§en x, y, z unb v al« oariabel anjte'^t unb 
bifferenjürt, ober inbem man blo« bie SBuiS^jlaben q unb v in 14. gegenfeitig 
tjertaufd^t 

\/q2 __ y2 vA^2 _ y2 

16. ds" = / .^ dv 

Vb* — v'^ V c2 — V* 

S)ur(^ aSerbinbung ber ®Iei(^ungen 14 unb 13 ergibt ^ä) 
17. V . ds = Q .dg 

35a« ^robuft P . ds ijl fomit unabpngig t)on /i* unb v unb alfo für 

ba« eUipfoib (^) fonflant. SBir fönnen nad^ bem SSorl^ergel^enben leidet bie 

SBinfel a, a', a" beftimmen, n?eld|e ba« ßlement ds ober bie SRicfttung ber 

Tangente ber Dur^fdinittötinie oon Qi) unb (v) mit ben ?ljen ber x, y unb z 

bilbet. e« ijl nämli^ 

dx , dy ,. dz .. 

cos a = -r— ; cos a' =■ -r^ : cos a" = -r— alfo 
ds ' ds ' ds ' 



fiv\/g'^ — bWo« — c2 ^ o Vö^ — c^ Vu'^ _- b« Vb^ — r^ 

18.cosa=^- — , / posa'=g — /^ /^ 

beV?^— ^2vy^_^2 b\/r^3pV^2__^2V^2„y2 

,, ^ Vö*^ — bWc*— u^n/c« — v« 
cos a" = -^^ — - ^ — SZ- — ______ 

C VC^ — b2 V^2 _ ^2l/^2 _ y2 

^uf g^^S gteid)em SSege erl^atten ioir für bie gojtnu« ber SBinfel a, a\ 
«", ioel^e ba« Slement ds' ober ber 2)urdb[(^nitt ber glac^en (?) unb (y) 
mit ben Stjen bilbet ^ 

^A ßV/it'^ — bWc* — ^2.v , v/;^2lp,^Vc2~iiWb2-v^ 

19. COSa==^^ "^.—^ — — > z:r: COSa'= ^ C —.- ^ ^ 

V?^ — c^fi.Viii'^ _ bWc^ — r« 



COS a" = 



C W^ — b'^Vq^ — ^2 V^2 _ y2 



103 

unb für bie ßoflnw« bet SBrnfel a, a', a", »etcfie baö Clement ds'' ober bcr 
^uxä)\ä)n\tt bcr gtSd&cn (^) unb QuO mit ben 9ljcn ma^t 

20* cos a = / ^ — ^ ^-r — === 



cos a' = — 



cos a" = — 



Vi?« — c^ Vc2 ~ ^^ Vb^ — v« ^ V 



c >/c* — b'^ s/q^ — v^ Vfi.'^ — r« 

S^afitc« :^at bic tjorftel^enben gorraeln auf fpntl^etififtcm SBcge ermtttctt, 
bcffcu Äcnntnil gtcidjfalld ton SBcrt^ ift- S)a« »om 3Rittelpunft ouf bie 
langcntialebcne beö güipfoib« (q) im fünfte (?,^,v) (jefatlte ^ßerpenbifet 
l^abe'n tcix mit P bejeicfenet; e^ i(l <)araUel mit ds; bie SBin!et, tt)eld&e ba^^^ 
fdbe mit ben ^tjen bilbet, Pub fomit glei* a, a', a" unb na^ einem flputl^e* 
tif$ fe^r Ieid)t ju bett)eifenben ©a^e befielt bie Slelation 

P« = Q^ cos^a + (?« — b«) cos^a' + (^^ — c«) cos^a'' 

5Da« üom ÜRittelpunft auf eine parattete langentiakbene oon (fi) gefällte 
iPerpenbifel fei = P', fo ifl 

P'2 = /*2 cos^a + (/t*« — b'O cos^a' — (c* — f*«) cos^a" 

p2 _ p/2 == ^2 __ ^2 

hierin ifi ber befannte Sa^ oon ß^aöfeö entl^alten: 

©egeben finb jwei ^omofofale gtcic&en. S)ie S)ifferenj ber 
Duabrate ber üom 3Jiittetpunft auf ir<jenb jtoei pataUtlt 
langentiatebenen biefer gtäi^en gefdUtcn ?ßer^)enbifet ifl 
tonjiant. 

3n bem^unft (§,/ifr/v) gie^e man bie Sangentiatebene oon (a*) unb eine 
parallele langentiatebene r>on (q), fo ifl 

p2 _ p/2 = ^2 _ ^2 

SJerjenige @emibiame ter t)on (g ), mlä^n fenfre^t auf biefen ZangentiaU 

ebenen fielet, ifl glei^ \/q'^ — f^^ . J)enn tt)enn man brei beliebige fon« 
jujirte ©emibiametcr auf P projicirt, fo ifl bie Ouabratfumme i^rer ^rojet 
tionen glet^ P«^ ÜWan ne^me nun für bicfe Semibiameter benjenigen, »eld^er 
\\i(j^,fji,v) enbigt, fo ifl baö Ouabrat feiner ^projeftion glei^ P,^- S5er 
jttjeite ©emibiameter D ifl parallel ber S^ormale oon (fi) in (ß,fi,v), alfo 
ifl er felbjl feine ^ßrojeftion, ber britte D' ifl fcnfrcc!bt auf D, atfo ifl feine 
iPioicmon .= 0, mithin ijl P'« + D« = P« ober D« = P« — P'« 

D = V q'^ — fi'^ 

D' = Vq'^ — v^ 

P . D • D' ifl baö öotumen beö au« brei fonjugirten ©emibtametern beö 
be« (Saipfoibö (q) fonflruirten ^araUelcpipeb«. S)iefeö aSoIumen ifl fonfla^tt 
unb gleid^ bem ^Jaraüelepipeb b er brei ^ alb a^en^ alf o 

_ Q Vq^ — b« \/g« — c« 

Sei bem unenblit^ na^en (Sllipfoib (q + dq) fei baö auf bie Xangentiat 
ebene beö ipunlt« (q + dg, (a, v) gefaOte ^perpenbifet = P i- dP, fo'ifl 

(P + dP)2 — P« = (p + dt>)2 — ^2 

PdP = ^d^ 
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dP ift ab er flietä) d s^ gtfo 

ds == ; 1 / d^ (Journal v. Liouville. 18460 

S){e SBert^e öon D unb D' fönnen xcix tcic^^t analpttf(3& entoicfetn; man 
%Qii nämtt(^ bic bcfannten ©tei^ungen 

D2D'2 = -^^ D2 + D'^ = a« + b* + c^ — (x* + y^ + z^) 

P tjl baö i)om 2«i«elpunft auf bic Sangentialebene im 5Punft (x, y, z) 
beö gaipfoibö ^ + 1^ + !_. = 1 gefattte ^erpcnbifel; D unb D' fmD 

bie ^albajen be^jcntgen S)tametralf*n{ttö, ttjetd^cr btefer Tangentialebene 
Jjatattel ifi- 2)ur^ 9lntt)enbung ettiptift^er goorbinaten ermatten wir 

a^b^c^ = ^^ (^^ - b^) (^^ - c^) P^ = ''f^^P/f"^;? 

(^2 _ ^^) (^2 _ y2) 

a« + b2 +c^ = 3ß2_b2— c^ x^ + y2 + z2=^'^+^2_^^2_b2_c2(4) 

D2 D'2 = (^2 _ ^2) ( ^2 _ y2;^ 1)2 + D/2 ^ (^2 _ ^2) _j. (^2 _ ^2) 

21. D = V q'^ — ^2 

22. D'= >/^2 _ ^2 

9luö 18., 19. unb 20. finbet man 

cos a . co s a + cos a' . cos a' + cos a" . cos a" 

^ g^V^e^..b-^\/gC72\/grP\Agg ,^^, H23+.2(K2 .2) K2(.2 .2. > 

b2c2(c2-.b2)(p2^^2) >/^2_ V^ V^^2_ ^2 ^ 
= 

ebenfo 

cos a • cos a + cos a' . cos a' + cos a" . cos a" = o 
cos a . cos a + cos a' . cos a' + cos «" . cos a" = o 

3)ie centrif(J)en l^omofof alen glaci)en fd^neiben fi* otti^o^ 
gonal, unb mithin na(!& bem ®a^ »on 3)upin in i:^ren $rüm:: 
mungölinten. 

©iefeö 5t^eorem mrb fpcitcr no(!) auf anbete 91rt betriefen ti^erben. 

9ln bie angeführten g^rmetn fnüpfen fl(ft t)erfc^iebene Setrac^tungen an* 
(So fei A B C D ein t)on iDier Ärümmungölinien auf einer glac^e jtDeiten 
®rab^, j. SB. auf bem gaipfoib (^) gebitbeteö Sieretf. SBir jie^en in ben 
fünften A, B, C, D bie Tangentialebenen i)on (g) unb bejeicfenen bie t>om 
aWittelpuntt auf biefelben gefdüten $erpenbitel ber Steige na* mit Pa , Pb , 
Pc, Pd. 3« bem ^untt Ä fc^neiben fid) W l^omofotalen öpperbotoibe (/*) 



biefen ^^unften bie l^omofofaten §9perboIoibe (/t*')/ ("0 unb (/»')/ W f^nci* 
ben. SBir |>aben nun infolge ber ®Iei*ung 16 fotgcnbe Jftetationen: 

_ q\Jq^ - b^V^^ — c^ _ g \fq^ — b^ Vg^ — c' 



Pa = ^ - / Pb^ ^ 7— " .7 - -' 

p _ e s/q"^ — b^ V^g^ — c^ _ g >/g2 — b^ Vq'^ — c^ 

^ "~ V^2_^/2 V^TZ 7^2 ^ ^g2_fj,n y/^2 _ y2 
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^kxaM U%t {tdji fogki^ ableiten: 
23- Pa . Pc = Pb . Pd ol>et Pa : Pb = Pd : Pc 

SSenn man auf einer centttf(!6en gläd^ie ;tt)etten ©rabd tixt 
Siered btibet auö Dier Ärümmunflölinten, unb auf bie Sangen« 
tialebenen in ben t^iet Sien tjom ÜÄitrelpunft au« 5Jerj)enbifeI 
fdtU, fo bilben btefe ^ctpenbifel tint ^xopoxtion. 

3»ci ©egenfeiten bed Sietecf« gehören bem einen ©pftem bet Äriints 
mung^linien an, unb bie bcibcn anbern (Seiten bem anbern ©pfiem. 

äu« ber ®Ieic&ung 14 lagt ftcfe eine gang al^nli^e golgerung jiel^en» 
6ö feien bie Stbfiänbe ber 6cfen A, B, C, D pon bem unenbli^ naiven ßttip» 
foib (q + d(>) bejiel^ungöÄeife gteidj dsa , dsb , dsc , dsd , fo ^aben xoix bie 
^Ici^ungen 

dsa = / — 5 do dsb = , • r ^Q 



dsc = — . — , dö dsd = — , — ; dp 



V^ 



c* 



24. dsa • dsc = dsb » dsd ober dsa : dsb = dsd : dsc 
S)ie 9tbftänbe ber (Srfen eine« üon oier Ärummungölinien 
auf einer S^äc^c jn)eitcn ®rab« gebilbeten 93iere(fd oon ber 
unenbti* na^en einf(^lie§enben ^omofofalen glädbe bitbc/n tint 
Proportion (©a^ oon Sertranb). 

J)ur(!b ben ^unft A auf bem gflipfoib (p) ge^en bie beiben 5trümmungös 
Knien fi = const. unb v = const. SJerjenige ©emibiameter beö föflipfoib«, 
n)eld)er ber Sangente ber erßen Ärümmungötinie ^)araüct ifl, l^at ben 2lud* 

hui >/p^" — V«. SDiefer SBert^ bleibt aber fonflant tangö aller fünfte ber 
jn)eiten Ärümmungölinie, ba ft^ l^ier n?eber q no(ib v oerdnbcrt; fomit l^aben 

mr ben ©a^: 

alle ©emibiameter einer centrif^en glaube gnjeiten ®rabö, 
tvel^e mit ben fonjugirten Sangenten einer Ärümmung^linie 
parallel finb, finb gleid) lang; fie bilben alfo auf ber gldcbe 
eine fp^drif^e Äuröe* SBenn man auf fol^e 9lrt bie ©emibiameter 
^ie^t, »elc^e ben fonjugirten Sangenten ber übrigen i^rümmung^tinien )>araüet 
finb, fo er^idlt man auf ber gld^e jtt)ei ©ij^jleme t>on fp^drifc^en Äuroen. 

Sn.bem 33ierecf ABCD f^neiben fic^ \\\ jeber 6cte jtrei Ärummung«* 
Itnien; jie^t man i^re Sangenten, fo ergeben fi(Sb acfet Sangenten. S)ie beiben 
Semibiameter, noeld^e ben Sangenten ber Sinie AB unb AD parallel jlnb, 
feien Da unb D'a fo ifi 

Da = \Jq^ — v^ D'a = \Jq^ — (i^ 

Sbenfo erhalten xq\x 'für ixt ©emibiameter, trelc^e ben in ben Scfen 
B, C, D jufammenfio§enben Sangenten parallel flnb 

Db = y^^ — fi'^ De = y^2 _ yn Dj ^ y^2 _ ^/2 

D'b = y^2 — v'^ ^ De = y^'2 _ ^/2 Dd = y^2 _ ^% 

25. Da . Db . De . Dd = D'a . D'b . D'c . D'd 

hierin liegt ber ©afj: 

S)ie ad)t ©emibiameter einer centrif(^en gldc^e gtoeiten 
®rabö, toelcbe ben acbt Sangenten in ben 6cfen eine« t)on oier 
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Ätümmung«liiucn gebilbctcn Sieterfö ))ara{Ut ftnl», iitben 
jtt)ct ®rm)pen; baö ^robuft in \>icx ©emibiameter bct einen 
8Irt ijl glet^ bem ^robuft b et »ict ©emibiameter ber an^i 
betn 91tt 

S){e ©letc^ungen 4 geben bte SBert^c ber goorbinaten x, y, z ctne^ 
^Junftö (xyz) ober (Qf^v) audgcbriidt bur$ bte gro§en ^albajen ber bret 
bur^ if)\[ ge:^enben ]^omofofalen gtäiä^en (q), (ji), (y). S)ie Sinie, tt)el<^e tjom 
gjtittelp unft naii biefem ^unft gejogen ift, beieic^nen toix mit H, fo ifl 

H = Vx^ + Y^ + z^ ober nad) 10. 

26. H = n/$* + ^2 + ^2 — b^ — c« 

e« feien Ha , Hb / Hc , Hd bte t)ier ^attmeffer, »etd^e fl4 öom üRitteU 
l)unft nacö ben mx gcfen beö auf bem ßllipfoib (q) i)on öier Ärummungö:: 
Knien gebilbeten SSieredö jie^en lajfen, fo l^aben mir nat^ bem Obigen fol- 
genbe yt etationen: ^ ^ 

Ha = Vq'^ + it^^ + y^ — b^ — c^ Hb = Vq*^ + a^^ + y'^ — b^ — c^ 

Hc = V^2 + ^/2 + y/2 _ b2 _ c2 Hd = V?^ + /*'2 + v^ — b« _ c^ 

27. H^a + H^c = H^b + H^d 

35ie Duabratfumme bet na(ä& jtt?ei ©egenetfen tintß ton J)ier 
Ärümmungölinien auf einer centrifdien gläci^e jweiten ®tabö 
gebilbeten SSieretfö gezogenen ^albmeffer ift glei^ berCnab^ 
ratfumme ber naä) ben beiben anbern ©egenetfen gegogenen 
^albmeffer. 

SWan benfe ftcb no^ ein jtueite^ l^omofofaled 6Bipfoib (p')/ fö bitben 
bie gläcS^en (fi), (/i*0 unb (v), (vO auf bemfetben baö Ärummung^tinienöieretf 
A'B'C'D', bejeid&nen xcix bie t)om a}ltttet^>unft au3 na(5b ben @(fen beffclben 
gejogenen ^albmeffer mit H'a, H'b, H'c, H'd, fo l^aben xoix 

H'a = V q''^+ fi'^+ v^^b'^-.'^ H'b == Vq'^ + <^^ + v'^ — b'' — 

H'c = \/^'2 _^ /t^'2 _^ |/'2 _ b2_c2 H'd = V(>'2 + ^/2 _J., y2 __ b^ — 

28. H^a + H'^c = H^b + H'^d = H^c + W\ = H^d + H'«b 

3)ie Duabratfummen Don je jtoei ^atbmeffern, toeli^e na^ 
gwei OegenecJen cineö J)on fe^ö l^omofofalen gläd^en ^ebilbe* 
ten ?ParalIele))i))ebö gebogen voerben, finb einanbcr gleicS^. 

6« fei ber ÜRittelpunft'ber l^omofofalen glad)en, ober ber Slnfang^- 
puntt beö Soorbinatenfpfiemef» M ift ein beliebiger ^unft, beffen Soorbina'ten 
X, y, z pnb. SDie Soflnu^ ber brei SBintel, n?el(^e bie ginie OM mit ben 
«Jen bilbet, jtub 

X _y_ ^^ 

OM' OM ' OM 

ßbenfo Pub bie Sojinuö ber brei SBinfel, ioelcbe bie nac^ einem anbern 
^Junft M' gezogene Sinie OM' mit ben SJjen bilbet 

x' j'_ jj_ 

OM" OxM" OM' 

mit^iin ift 

Tw/Mif/ xx' , yy' • zz' 

cos MOM' = jr=^ — p^^jj- + ^-/ ^ -^ + 



c^ 



OM. OM' ' OM. OM' ' OM. OM' 

3)ie i&albajen ber brei burcSb M gel^enben l^omofofalen gtädben Pub 
p, ^, y; ebenfo bie ^albajen ber brei burd M' ge^enben ^omofolaten glä* 
d^en ^', fi', v\ 
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3ufo{9e ber ®Uiämnc^ 26 ifl 

OM = \/q^ + ji^'* + y"* — b* — c« OM' =V?'« + fi'^ + v'2 — b« — c« 

Die aScrt^e i>on x, y, z; x^ y', z' erl^aften »tt au^ ben ®Iei(!^un9en 7, 
8, 9; mitlitt ifl 

29 ta^mW - ^ ^ g^yg>V , Vg'^-U^V/U'^- b'^Vt>2- ^2 V^.2,b2 V^^2.b2 Vb2-y^2 

OM.OM'^ b-'c^ ^ b^of — U^) 

SBir betrachten triebet baö Sietcct AB CD, tt)el(l)e^ bur(^ Ärummung^s 
Knien auf bem gUipfoib (q) flebilbet ifl. S)ic fünfte A B C D |tnb mii ben 
biir* fte gel^enben l^omofotalen gldt^eu ju be^eit^nen mit (qi^v), iQf*^0* 

2)ie @(ei^un<( 29 fü^tt nun fogleic^ auf bie formet 

ÖA , OC . cos AOC = OB . OD . cos BOD 
5Rac& einem befannten Cjcometrifd&en Se^rfafc ifl: 

AC^ = 0A2 + OC^ — 2 OA • OC . cos AOC 
BD« = OB« + OD« — 2 OB . OD . cos BOD 
S)a nun mi^ 27. OA« + OC« = OB« + OD« ijl, fo ^aben mx auc^ 
AC« =r BD« ober 

30. AC = BD 

3n jebcm t)on »ier Ärümmunflölinien auf einer centrif^eu 
glacfee jweiten ®rabö gebilbeten 93iered ifl bie Entfernung »on 
ixoti ©egeneden glei(!6 ber Entfernung ber betben anberm 

Sinb g. 33. A, B, C bie ßnb^unfte ber brei 9tjen eine« gßipfoiba, unb 
ifl D ein Jrtabetpunft, fo ifl ABCD ein fpe^^iefleö Äfrümmung«Iinient)ieretf. 
3iun l^aben ttjir AC« = p« + p« — c« 3)ie ßoorbinaten oon D flnb 

x=9-- y=o z= — >/(^— c«Kc« — b«) alfo 

c c 

BD«=p« — b« + 9«^ + \(Q'^^c'^)(c.^--'b'^)^Q^ + q'^- c« ober 

AC = BP 

<B^ä)ß l^omofofale glasen (fliegen tin ^araüele^pipeb ein, namlic^ jtt)et 
göipfoibe (q) unb (gO; itt)ei eiumanttige ^pperboloibe (fi) unb (^0; i^oei 
jweimantlige ^pperboloibe (y) unb (v'). 2)it ßcten A, B, C, D; A', B', C, D, 
pnb nad) ben grog^n ^albajen ber brei burdi jebe berfelben gel^enben gla(!^eu 
ju bejei^nen mit 

(Qfiv) (Qfiv') iqfi'v') (fifi'v) 

(p>v) (^>vO (p>'vO (^V'O 
SDa nun na(^ 28. 

OA« + OC« = OB« + OD'« = OC« + OA'« = OD« + OB'« ifl, 
fetner nad) 29. 

OA . OC cos AOC = OB . OD' . cos BOD' = OC . OA' . cos COA' 

= OD . OB' . cos DOB' 
fo ergibt \\ii bei 2tntt)enbung beö genannten geometrif(!^en Sel^rfafee« auf bte 
3)reie(fe AOC, BOD', COA', DOB' 

31. AC = BD' = CA' = DB' 

3n jebem t>on fe(^ö l^omofofaten gidcä^en eingef^toffenen 
$araltelepipeb finb je jftoei ©egeneden gtei^Äcit tjoneinanbet 
entfernt. 
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e« feien A, B, C bie ®nl)i)unfte Don ttti «jen mh D ber ^taitlpmtt 
auf bem eüipfoib (q), bie fltei(!^c ©ebeutung l^aben bte Suifeflabcn A' B' C D' 
für baö (Saipfoib (gO, fo ift ABCD A'B'C'D' ein Don fe(!^ö ^omofofalen 
%Ui)tn eingef^Ioffene« ipatattetepipeb* 9iun l^aben »it 

AC'2 = p« + ^'2 — c^ 

S)ie ©oorbinaten t)on D' jtnb 

x' = ^'— y'=o z' == — \^(ß^ — c^) (c^ — b^) atfo 
c c 

BD'« = ^2 _ b2 + ^/2 ^ ^A_ (^n __ c2) (c^ _ j,2) ^t)er 

AC = BD' 

2)tefer Safe flammt »on Stjorp, unb ift befannt unter ber gorm: bie 
Entfernung jtreier fünfte im {Raum (jtreier Oegcnerfen unfered ^araüelepipeb^) 
ifl %Ui(p ber Entfernung i^rer f orrefpcnbirenben ?Punfte (jtDeier anbcrn ©egen? 
eden biefe^ $araQeIe))t))eb$) (recueil des savants ötrangers; Chasles: sur 
1* attraction des ellipsoides, IX. @. 629). 

S)er allgemeine ?(uöbrucf für bie betben ^auptfrümmungö^atbmeifer auf 
einer centrifcfeen glacbe jtreiten ®rabe^, bereu ^albajen a, b, c ftnb, im ^unft 
X, y, z ifl (§. 18, 15) ^ 

± Vca^ + b2~+T2~— X* -^y2 — 'z2)M>^"— 4a«b«c« | 

P ifi ba«. tJom aRitteIl>unft auf bie Tangentialebene im ^ßunft (xyz) 
gefaüte ^erjjenbitel. SBenben mx biefe gorm'el auf baö ßflipfoib ($) an^ 
fo ^aben toir folgenbe SBert^e ju fefeen: 

Q V^^ — b^ V^^ — c^ 

a = ^ b = y^* — b* c = y?« — c* 

©abutcö »eiwanbelt jlc^ obige gormel in 



p2 y2 



jl_ _ J_ \/"T~h2\/1 2 f g^— /^^ + g^— y^ . ^ 2 _^ y2 -^ 

j^ -2^V?-^V^-^ l(ß«-.^«)'/-(^«~v2)ya~(^2_^2y/.(p2_y2y/J 

ober, tt)enn tt)ir bie beiben ^aupttrümmungö^albmeffer mit R unb R' bejei(!b* 
neu, R > R', b. ^. R entfpri(i)t ben Ärümmungdlinien /n unb R' ben Ärüm« 
mungölinien v, fo ifl 

32 R _ (g^ - ^^)'^^ (g^-V^ g, _ (;g2^^2)V2(^2_,2y/2 

3n bem Ärfimmung^Iinienmered AB CD flnb im ©an^en für bie mer 
grfen a$t ^auj^tfrümmung^l^albmeffer anjufü^ren. SBir bejei(t[Uen biejenigen, 
xcüiit ben Ärfimmungölinien /i* entfpre(!&en, b. ^. ben burd^ bie ^^petboloibe 
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0*) unb CfiO ÄMf l>em (Sdi^jfoö) ^erwrgctra^ten @<%nitten, mit Ra, Rb^ 
Rc / Rd * @benfo bejett^nen n)tr bte anbern t)ier ^au^tfrummung^l^atbmejfer^ 
mlc^e ben Jttummung^lüuen v tnt^pxti>tn, ober ben auf beut Sat))fotb but^ 
bic ^pperboloibc (v) unb (v') ^crt)orgebrad&tcn ©cl&nitten mit R'a , R'b , R'c / 
R'd/ fo beliehen ita(^fie^enbe ©leic^uttgen, inbem bet jtutje megen 

Q y^^ — b« y^« — c* = A 

gefegt Vüirb, 

33. Ra ♦ Rc = Rb . Rd 

R'a = 4" <^^' "'*')'''' <^«'"-*''>'^' Rb= -f (?^-/*^)'^'(ß^~ v'^)'^' 

R'c = i- (^2_^.2)*'^(^2_3,/2.) V^ Rd = ± (p2_^.2)^A(^2 _ ^2) V« 

34. R'a • R'c = R'b . R'd 

ober au(^ Ra : Rb = Rd : Rc 

R'a : R'b = R'd : R'c 

3n einem 5lrümmungöliiiient)ierect auf einer centrifc^en 
gla^e jttjeiten®rabeö finb bie Dier «jpauptfrummungöl^albmeffer 
bcr einen 9lrt in ^Proportion, fotoie ani} bic »ier ^auvtlrum« 
mung^^albmeffer ber anbern 2lrt. S)iefen ®afe ^at juerjl ©ertranb 
für baö eaipfoib aufgefieDt. 

3n bem ^unft A treffen bie brei l^omofofalen gld(!6en (q), (fi), (v) jus 
fammcn. SBir bejeii^nen bie beiben ^auptfrümmung^l^albmejTer beö (Sllipfoibd 
(q) mt oben mit R>R'; biejenigen be^ eiumanttigen ^pperbotoibö (ii*) 
mit M (positiv) M' (negativ); unb eiiblic^ biejenigen beö gweimantligen ^^pers 
boloib^ (v) mit N > N', fo ^aben »ir na^fie^enbe ^Relationen, too ber 
Äürje Äegen - 

X' == fji. y^i*« — b« yc'^ ~ fi'^ V* = V yb^ — v^ yc^ — v^ 

gefcjt tt)irb: 

R = y- (?^ - /t^^) "^'(?^- v^)'' *' = T <^«'~ /^')'''(?'-^') '^' 

M = 4' ^«' - ^') ''\fi^-v'^)''' M' = — i- (e' - it*')'''' Ca*' - »'') '''" 
N = ^ (^^ - v^)'/V^-^^) '^' N' = i; (^^ - .^) '/^ G^^ - v^)'/' 

35. R'.M.N = — R.M'.N' 

SBenn fidb in einem ^Punfte brei l^omofofate glädjen fcl^nei^ 
icn, fo bilben bie feftd ^aupttrummungö^atbmeffer ber gleichen 
in biefem fünfte jttjei ®ruppen; baö $robuft ber brei ^albs 
Keffer ber erften ®rupj)e »erme^rt um baö ^robuft ber ^atbs 
meffer ber jtt)eiten ®rup»e ift glei^ 9luII. 

R ^2 _ y2 M ^^ — V^ N _ g^ — y^ 

R' "" e^ — f*^ M' "" ?* — f** N' ~ /w^ — v'^ 

9luö biefeu ®lei(i^ungen laffen j!d) noc^ folgenbe »eitere ableiten: 
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36. 






+ 






= 1 



R- 



+ 



N^ 



= 1 



M 



+ 



JN 



9id- 9. 



R ' N 

35. ^at jucrft fiamtf aufgeftcBt; bie gUdationcn 36 rfi^ten »on ©ert* 

tanb ^er. 

e« fei ber ^ßunft, in tt)el^em jl^ bie brci ^omofofalen glasen f^net* 

ben; man jic^e bur^ o bie brci Slotmaten biefcr gld*cn unb beftimme auf 

jcbcr bic bciben Ärummunflös 
ntittetpunf tc ; r unb r' feien 
bie JtrummungiSmitteI))unfte 
be« etlipfoibö Cq), m unb 
m' biejeniflen itß ^^pet« 
boloibö 0*) unb n unb n' 
biejenigen beö jweimantlis 
(jen ^pperboloib^ (v). or 
= R, or'= R', om = M, 
om' = M% on = N, on' 

S)ie ®tei(=^un9en 36 
laffen flä) nun in folflenber 
SBeife fleometrifc^ barftetten, 
wobei gu bemerfen ijl, bag 
bie ^Punfte m unb m' auf 
entgegenflefefeten Seiten i)on 
o liegen, noa^renbbie^ßunfte 
r unb r' ft(% auf ber nant^ 
U(ften Seite biefe« $unft^ 
beflnben, tt)ie au(!& n unb n'. 
S)ie buri^ r mit mm' unb 
bur^ m mit rr' gejogcnen 
^arafleten fc^neiben |t^ auf 
ber S3erldngerung ber ©es 
taben m'r'; bie bur(3& r' mit nn' unb burcS^ n' mit rr' gejogenen ^araöeten 
treffen p(% auf berifiniern; tniliä) liegt ber S)ur(^f(!^nitt«punft ber®eraben, 
tt)el^e bur(3ö m' )>araüer mit nn' unb burc^ n ^)aratlel mit mm' gebogen 
werben, auf ber S3erlangerung ber ®eraben mn'* SBir l^aben fomit folgen^ 
ben ge^rfa^: 

SBenn man öon ben fei^ö Ärümmungömittelpunften, welche 
brei in einem $nnft fic^ fc^neibenben l^omofof alen gleichen ent« 
^pxtiltn, brei^aare t)erbinbet, unb bur(!& bie anbern brei ^Jaar^e 
parallelen mit benJrtormalen iit^t, fo liegen bieDur^f^nittö^ 
punfte ber {paratteten auf ben SSerbinbungölinien. 

S)ie ©lei^ungen 4 entl^atten bie SBert^e ber ©oorbinaten x,y,z eine^ 
^unft^ im (Raum, auögebrücft burc^ bie großen ^albajen q, fi, v ber brei 
l^omofofaten glasen, (^G (f^X i^), treibe jiciö burd) biefen ^ßunft legen taffen. 
^ö iji babei, wie immer, \)crauögefe^t, ba§ bie ßntfernungen ber Srcnn« 
punfte, b unb c, gegeben jlnb. 2Bir wollen t>it goorbinaten ber ßcfpunite 
beö ÄrümmungöUnienoierectö AB CD mit 

xa/ ya, za; xb, yb, zb; xc, yc, zc; xd, yd, zd 

bejeid&nen, fo l^aben wir au^ ben ®tei(^ungen 7, 8, 9 folgenbc SBert:^e: . 
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Quv Vc^ — b^ Va*« — b« Vb« — y* 

»>c b Yc« _ b» 



za = 



Vc^ — b' 



Qfiv' \q^ — b^ V^^ — b^ Vb^— v'^ 

xb = — r — yb = . ^ /— ^~= ■ 

bc b Yc« — b^ 

2b = -^ // 

c Yc^ — b« 

Qfj^'v' _ y^ — b» V^ -^^ Vb^ — v'^ 

xc = — i — yc — , ^ / ~~ 

bc bY c2 — b^ 



zc == 



c Yc* — b« 



ou' V V?* — b^ Vm'^ — b^ Vc» — v'^ 

xd = -^^ yd = -^^ ^ //■ - 

bc b Y c2 _^b« _ 

Vp* — c« Vc* — it*^ Vc*~— V« 

c Yc^ — b^ 
^ietauö laffen ^äi tit ^Relationen ableiten 

37. xa ♦ Xc = Xb . xd ober xa : xb = xd : xc 
ya . yc = yb . yd ober ya : yb = yd : yc 

za . Zc = zb • zd o\>tx Za : Zb = zd : Zc 

»otin folflenber Saf^ andgefpro^en iji: 

Die 5Ptoieftionen ber »om SWittelpunft einer centrifi^^en 
^la^e jtDeiten ©rabed naä) ben vier gden eined jtrümmnngd^ 
linient)icre(I^ gejogcnen ^atbmeffer auf irgenb einer ber brei 
Äjen bilben tint ^ro^)ortion. 

Der ©ofinuö be« ffiinfete, tt)et(!ben bie Slormale be« ßüipfoib« im $unft 
x', y', z' mit ber xStje ma(!&t, Ia§t ^^ au^ au« ben ©leic&ungen biefer 
Jlormate ableiten: 

X — x' = — r - — 5 — (z — zO y — y = -V ^9 r^ (z — z ) 

man erl^ält barau^: 

X' Q^ — 0* 

^ = ober glel(^ 



V 



z'2 (>* "^ z'* (ß^ — b^)^ "^ 

x' x'P 



VX#2 y/2 9-/2 '»^ 
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©efeen Moii nun für x' unb P i^rc SBeit^e au« 7. uuD 13., (o er^aU 
ten tt)tr ____ 

bcV^^ — i^^V^^ — ^ 
(Sbenfo ftnl) bic gojlnu« Der SBinfel, mli^t biefc 9lormate mit \>tn y 
unb z Sljcn bilbct, gtei* 

gy^2 _ b2\/b^ — v'i V^^ — c^ g Vc^— /l^ Vc^ — V^ Vg^— b^ 

b Yc2 _ b^V^^ — fi^^Q'^ — v'i c Vc^— b^V?^— /^^V?* — ^'^ 

SBir nennen bie SBinfel, ttjeldje bie JWormalen in ben Scfen be« 5trüm= 
mung^linienmerecf^ ABCD mit ben brei Sjen bitben, aa'a"; b,b', b"; 
c, c', c"; d, d', d"; unb erl^alten nac^ bem SJorl^erge^enben folgenbe ^n^am^ 
menfieüung : 

38. cosa=^-yg^-'>^y^^ 

b Vc2 — b2 V^'^ — fl^^Q'i — v'z 
^ \/(.2 _ ^2 \/c2 — v2 Vg2 _ b2 



cos a 



cos a" = 



cVc^ — b^y^;'^ — it^^Ve^ — v' 

5Die SBcrt^e bcr Softnu^ ber übrigen SBinfel laffen fic^ auö biefen ©Ici^ 
jungen ol^ne ÜKül^e ableiten ; bei cos b,' cos b', cos b" ift ftatt v v' ju fe^en ; 
bei cos c, cos c', cos c" eifert man (i unb v bur(^ a*' unb v' unb enblid) 
bei cosd, cos^d', cos d" fi burc^ fi\ ^ierauö erbalten tt)ir fotgenbe ©tei- 
(S^ungen : 

39. cos a . cos c = cos b . cos d ; cos a' , cos c' = cos b' . cos d' 5 
cos a" . cos c" = cos b" . cos d" 

S)ie ßofinnö bet ffiinfel, ttjelcfte bie Slormafen in ben üier 
6Äen eineö ÄrümmnngöUnientjieredö einer centrifcfcen glac^be 
jjtt)eiten ®rabe mit irgenb einer t)on ben brei Sljen bilben, finb 
in ^ro))ortion. 

S5urdb Säergteic^ung ber gormetn 39 mit 13. unb 32. ergeben jtiS^ fol* 
genbe Sage: 

SBenn man auf \>\t x>xtx Tangentialebenen in ben @(fcn 
eineö Ärümmungölinient)ier ctfö einer centrifAen gla^e jtociten 
®rabg t)om 2Kittetpunft auö ^ferpenbif el fallt, fo finb bie 5Pro^ 
Jeftionen ber 2lbf(iönitte biefer $er))eubifet jtt)ifd(|cn bem ÜWitteU 
punft unb i^rem gugpuntt auf irgenb einer ber brei 9ljen in 
Proportion. 

9Bir l^aben -oben gefe-^en, bag in jebem ^unft einer gläc^e jvoei ^aupt^ 
frummung^^albmeffer ju unterfc^eiben finb. S)iejenigen, ttjeld^e bem einen 
Spficm ber Ärümmungölinicn entfpre(^en, trollen roxi i&auptfrummungö:^alb- 
meffer ber erfien 9lrt, unb \>k anbern ^auptfrummungö^albmejfer ber jtoeiten 
9lrt nennen. 

S)ie ^rojeftionen ber üier ^auptfrummungö^albmeffer bcr 
erften ober ber jtoeiten 9lrt in ben 6den eine« Ärümmung«^ 
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ItntetiDietecfd einer centttf^en gläi$e jtD.eiten ®cabd auf ^en 
?ljen finb in ^rovortiom 

SBit eUminttejt aud ben beiden erflen t>on ben ©leic^ungen 1 in ffiti^t 
Mii Zf y unb x^ unb erhalten bann folgenbe ^udbtücte: 

•^2 v2 t2 7^ 

c^ c2--b^ b^ c^— b^ . 

^2 22 



+ -: — = 1 



* (g^-b^) (A^^-b^) -V(?^-c2) (c^-/u^) 



4h 



tüeldjfc ben ^rojeftionen bct S)urc^f(!önitttttn{e be^ ©flipfoib« (g) nnb bc^ ein* 
mantligen ^i^perboloib^ (j») auf ben xy, xz unb yz Sbcnen entfpre^en. S)ie 
pei erfien ©let^nngen ftellen gdipfen öor, unb bie le^te tfl eine ^pperbet. 
35urc& S)ifferenjtation berfelben na^ v erl^alten tt)ir mit ©enu|jung ber be« 
fannten JRetationen 

bcx = g/t*v 

e Vc^— b^ z = Vg^ — c^Vc^— /ti ^Vc^ — y^ 

dy Vg^ - b^Vi^^ — b^v>c dz ^ Vg'^ — c^Vc^ — 7^y,b 

dx~ g^Yb^ _ y2yc2 _ b^ ^^ ^ gi^ c^ -~ y^,Vc^ — b^ 
dz _ V^^ ^ c^Vc^ — ^^Vb^ -- y^b 

dy Yg^ — b^V^^ - b^ Yc^ — ^^ c 
Diefe Oleii^ungen «eben bie SBertl^e ber trigcnometrif^en lan^enten 

l»er SBinfel, ireld^e bie $roieftionen ber Tangente einer Ärümmunfl^linie be« 

6flt^)foibö auf ben xy, xz unb yz (Sbenen mit ben Stjen ber x unb y bilben. 

Diefe Ärümmungölinie ifl ber S)urd)fd)nitt ber glasen (g) unb (f*); bie 

Jangente berührt fte int ?Puntt (xyz) ober (g/wf). 

SBenn auf bem (Sftipfoib ein Ärummungölinicnmered AB CD gejeic^net 

ifl; fo entl^att bie erfie ber ®lei(!^ungen 41 ben SBertl^ üon -^ für 

iie ^Projettion ber ©eraben, »eld^e bie Ärümmungölinie AB in A berührt. 
Sc^t man in biefem 9lu«brud ber Steige na(!b y flatt v', jw' unb v* flatt /i* unb v, 

ft' für ii, fc erl^alt man brei weitere SBertl^e öon -^ , welche tt>ir mit 

~f T^, ^ begeii^neu/ ipa^renb ber erfle SBert^, tooxin bie Su(!öfiaben 

gii*v ol^ne Slccente entl^alten finb^ glei(!& t"^ fl^^fet »erben foL SKan 
ftnbct nun oi&ne ÜÄül^e nad&jiel^enbe SHetationen: 

42 iL . iL = ^ . in ober -^ : --^ == ^ : -^ 

dxa * dxc dxb ' dxd dxa * dxb dxd ' dxc 

T^ , ^ , j^ , j^ flnb aber bie trigonometrif(!&en Xangenten ber 
ffiinicl, »elc^e bie ?Proj[eftionen ber langenten t)on AB in A unb B unb ber 

mtlm, 9eometTie. 8 
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Sangeitten öon CD in C unb D auf bet xySbene mit bet xÄje bilben* 
äBtr l^aben fomit nadbfici&cnben gel^rfa^: 

2)ie trigonomcttif^cn langentcn bet SBinfct, »cl^e btc 
^Projeftionen ber langentcn bcr Ärümmung^linicn beö einen 
©ipflent« in bcn üicr 6(fcn eine« Ärümmung^Unienuietedö auf 
einer goorbinatenebenc mit einet 9I5C bilben, finb tn^rojjortion* 

«u« 42. laffen ft* bie «uöbtüde für bic goflnuö ber brei ®infet a, 
a'f a'' entttjideln, »et^e bie Sangente einer Ärummunfl^Iinie be« 6lIii)foil>d 
(^) mit ben 9ljen ber x, y unb z bilbet. 9Bir ftaben gunai^ft bie gormet 



+ 



1 



cos a = 



dx 



Vf— ^' "^ '"^^^ ' ^ ^ 



dkJ Im) 



dy 
dz dz 

anjutt)enben. 3nbem tt)ir bie SBert^e t)on -p unb -r- ^icr aud 42. ein» 

fe^en, ermatten noit 

COS a= ^-^- 

V{^V(«^-»'^)(C^-*>^)(b2->'2) + c2(^2_l32)(^2_b2)(c2-y2)y2-|_b2(^2-c5i)(c2-^2^(b2-»'2)y2| 

S)ie brei ©ummanben unter bem SBurgeljei^en beö JRennerö bejeic^nen 
»ir mit A, B, C, unb führen bie 2RuttipIitaticnen auö, fo ergeben jtd^ bie 
©teiiSbungen : 

A = QfA (ccb — ccv — ebb + chv — nb + vcv + rbb — vbv') 
B = c V (Qfic — Qfiv — §bc + qbv — b/uc + b/itv + bbc — bbv) 
C= b V (^cb — Qcv — Qfib + Qf^v — ccb + ccv + c/ub — cfiv) 

S)er ßinfac^^cit n^egen flnb bie 3f<^^Un 2, ttjelcfee bie Duabrate angeben^ 
ni^t gijfefet ttjorben. Sla^bem biejenigen 9lu«bru(fe, »eldje in ber Summe 
A + B + C jtt^ aufgeben, tt^eggelajfen Sorben jinb, bleibt no(S& 

A + B + C = (Qfibc — Qvbc — cvbfi + cvbv) (c — b) 

A + B + C = bc (C — b) (QfA — QV — fi'V -\- vv) 

= bc (c — b) (fi — (? — ^) 

SBir er:^alten auf fol^e 9lrt, inbem t>it ^a^Un 2, tt)elc^e bie Ouabrate 
angeben, »ieber gefegt ttjctben: 

cos a = ^ . r • 

bc V^^ V^V/lA^ — v^ 

gür V =h tt)irb cos a = 0, a = 90 ^ ^ie Tangente ber 35urd)f^nitt^5 
linie ber glasen (q) unb (^) in bem fünfte, »0 jle bie zx gbene trift, ifl 
fenfre(!^t auf ber x9lje. 

gür V = ttjirb cos a = 1 / a = 0. 2)ie Tangente in bem fünfte 
bicfer 2)ur^fc^nittölinie, tt)o fte bie zy ebene trifft, ijl ^jarattel jur x Slje. ÜWit 
Scnü^ung ber befannten ©leic^ungen 
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+ i 



cos a' = — «nb 



' IdxJ Vdy 



f OS a" = 



Vrdz-^^ "^ rdzA'i "^ * 



(az-\* rdz \ 
d^J VdyJ 

erhalten toir auf analoge SBetfc cos a' wnb cos a" inxij btc fffhf ®r66en 
^,fi,v,h, c auögebrurft; man fann auf bicfe 9lrt bte SBertl^e aller ßojlnu« 
in ben gormein 18 — 20 finben. 

S)urd) bie ©teicl&un^en 1 mit bcn Äonftanten b unb c ifl ein ®)jfiem 
Jomofofaler gla(]&en bejitmmt SBir nel^men an, ber $unft (q,H',v) nähere 
iij mt^x unb mel^r bem ÜRitteH)unft unb faüe enbli(^ mit i^m gufammen. 
5)ann ift bte Heine 9l;e be« Sttipfoib« (^) gleich Stufl gettjorben, alfo ^ = c 
unb Me ©tei^ung beffelben l^at pcb tjeriranbelt in 

c« c^ — b^ 
gbenfo ift bie mittlere ?lje öon jQi*) gleidö üWuK, a* = b, unb ftatt beö 
einmantligen ^ijperboloib^ l^at man bie ^l^perbel 

44 i ? = 1 

6nMi(fe ijl auij bie xStje t)on (v) t)erf^tt)unben , v = o, unb baö jttjci^ 
lantKge ^^perboloib ge^t in bie imaginäre Äurt)e über 

43v 44, 45. Pnb bie ©lei^ungen ber gofallinien, u]ib jmar fieHen 
Mc bciben etften inöbefonbere bie gofalellipfe unb bie gofal^ppetbel 
»or. Sic »erhalten ftt^ ju ben gldd^en jttjeiten ®rabeö »ie bie ©rennpunfte 
ju ien Äegelfd^nitten. 

©e^t man aber in L ^ == b == c, fo erl^alt man 

2 = i^ + _ii_ = i- z^-_l!_ = i 

/it^ fi'^ — b^ v* b^ — r^ 

tec% ®Iei(^un^en jicö auf l^omofofale Äegelfcftnitte bejiel^en* ©el^r r>uU 
»on ben in biefem ^aragrap^ unb in ben fotgenben angefül^rten (Sa^en 
'onncn unmittelbar auf bie anaI^tif(S^e ©eometrie ber ßbene übertragen 

Serben. 

§, 22. ^k ^omofofalen centrifd^en %la^m ^toeiten ©tobed. 

gortfe^tittß. 

J)ie ®Icid)ung ^ + ^^ , + ., ^ , = 1 fteßt bie $oIarebene 



p^ p^ — b^ ^* — c 



ic« $unftö (5)7 in »ejie^ung auf bie gläc^e -^ + , ^ , , + 



x^ y^ I 2^ 



p2 ^2 _^ b* O^ — C^ 

8* 
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ÄrfltntnunflöHtfien gebtibcten Sfcretfd ))ata({et ftn*, Mtben 
jtt)et ®ruppen; baö ^^röbutt bct t)icr ©emtbiametct bet einen 
Sirt ift gleti^ bcm ^ßrobuft b er t)tct ©emibiameter ber an^ 
betn 91rt. 

SDie ©leiiS&ungen 4 geben bie SBert^e ber goorbtnaten x, y, z eined 
ißunftd (xyz) ober (?/»v) auögcbrudEt burd& bie großen ^albajen ber brei 
bur^ il^tt gel^enben ]&omofofalcn gtä^en (q), {(a), iy). S)ie Sinie/ n>el^ t>om 
a)UtteIp unIt nac^ btefem ißunft gejogen iß, bejei^nen toir mit H, fo ift 

H = Vx^ + Y^ + z^ ober nad) 10. 

26. H = V?^ + ^2 + 1,2 — b^ — c^ 

gö feien Ha , Hb , Hc , Hd bie t>ier ^atbrneffer/ tt)el(^e |t(36 üom SRitteU 
))unft nacö ben \)ier öden bed auf bem ßdipfoib {q) üon öier Ärummungö:: 
linien gebitbeten SierecE^ jiel^en laifen, fo :^aben tt)tr nad| bem Obigen fol- 
genbe gl etationen: 

Ha = Sfq^ 4- A*^ + »'^ -^ b« — c^ Hb = V^^ + /^^ + ^'^ — b^ — c^ 

Hc = Vß^ 4-/1*'^+»''^— b^ — c^ Hd = V^2 + Jr*'2 + v2 _ b* — c^ 

27. H^a + H^c = H^b + H^d 

S)ie Duabratfumme ber na(^ gwei ©egenecten eineö »on i^ier 
Ärümmuttgölinien auf einer centrifd&en glad^e gleiten ®rabö 
gebilbeten Sieretf« gegogenen ^albmeffcr ift gteid^ berDuab« 
ratfumme ber nad) itn beiben anbern ©egenetfen gejogenen 
^albmeffer. 

9Ran bcnfe jtij no(3^ ein ixotxM l^omofofatcö ©Uipfoib (^0/ fo BUbcn 
bie gläd^en {fi), (/i*0 unb (y), (v') auf bemfetben baö Ärümmung«linient)ierc(f 
A'B'C'D', bejteid&nen »ir bie üom 2RitteI:punft auö nacb ben ©den beffelbcn 
gegogenen ^^atbmeffer mit H'a, H'b, H'c, H'd, fo l^aben xoit 

H'a = \^ (?^^+ /u>^+ y^—b ^--^ H'b = V 'g^a + /»^ ^ + v^^ — b'^ ^^^ 

H'c = V?'^ + /t*'2 + yn _ b^"^^^ H'd = V(>'2 + ^2 +.y2 _ b« — c« 

28. H^a + H'^c = H^b + H'^d = H^c + H'^a = H^d + H'«b 
J)ie Ouabratfummen t)on je jtt)ei «g^atbmeffern, h?el^e na(ä& 

gtt)ei (Segenetfen cineö üon fed)^ l^omofofaten gtddien ^ebilbc« 
ten ^arallete^Jipebö gegogcn n^erben, finb einanbcr gleld^. 

6$ fei ber SWittelpunftber l^omofofalen gläcben, ober ber Stnfang«« 
punft beö Soorbinatenf9fiem0. M ifi ein beliebiger ^mtt, bejfen goorbinatcn 
X, y, z flnb. S)ie gojinu^ ber brei SBinfel, toeld&e bie ^init OM mit ben 
«Jen bitbet, jtnb 

X ^^ z 

ÖM' OM ' OM 

ßbenfo flnb bie Sofinuö ber brei SBinfel, toeliSbe bie na^ einem anbern 
?ßunft M' gejogene Sinie OM' mit ben ^tjen bitbet 

x' y' z' 

mithin ift 

S)ie i&atbajen ber brei burd) M gel^enben l^omofofaten gI5(^en flnb 
q, fA, v\ ebenfo bie ^atbajen ber brei buri^ M' ge^enben l^omofofaten gla* 
^en q', (Jb\ v\ 
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Sufd^e ber mtHmnc^ 26 ifi 
OM = V^^ + jiA^ + v** — b^ — c« OM' =V?'* + M''^ + v'^ — b« — c* 

Die SSBcrt^e i>on x, y, z; x'^ y', z' erhalten xoix auö l)en ©lei^ungen 7^ 
8, 9; mitl^m ifl 

OM.OM't b-^c^ "^ b2 (r2 — b'O 

SBir betrachten mcber baö asierecf AB CD, tDelcfee« burc^ Ärummung^s 
linien auf bem ßüipfoil) (?) flebilbet ifl* S)ie fünfte A B C D jtnl) na(!ö Den 
burd) fle gel^enben l^omofofalen gld^eu ju bejeic^ncn mit (^it^v), (?a*vO# 

(?A*'v')/ (e/^'^)- 

S)ie ©teic^utifl 29 fü^rt nun foglei^ auf bie gotmel 

ÖA , OC . cos AOC = OB . OD . cos BOD 
9ia(^ einem befannten geometriWen Sel^rfa^ ifl: 

AC« = 0A2 + OC^ — 2 OA • OC . cos AOC 
BD^ = OB^ + OD« — 2 OB . OD . cos BOD 
S)a nun mi^ 27. OA« + OC'^ = OB« + OD« ift, fo ^aben mt aud^ 
AC« = BD« ober 

30. AC = BD 

3n jebcm 'oon öier ilrummungölinien auf einer centrif^eu 
gla^e jtpeiten ®rabö gebilbeten äJtered ifl bie Entfernung t)on 
j>ei ©egenetfen gleicfe ber gntfernung ber beiben anberm 

®inb g. S. A, B, C iit (Snbpunfte ber brei 2ljen eine« gUipfoibö, unb 
ifl D ein Jrtabelpunft, fo ifl AB CD ein fpej^teUeö ÄfrümmungöIintenDieretf. 
3lun :^aben njir AC« = ?« + §« — c« S)ie Soorbinaten oon D jtnb 

x=?~- y=o z= — V(^— c«^(c« — b«) alfo 

b« . 1 

c- 

AC = BP 

®e^3 l^omofofate gta^en f^tieften dn ^araüctejjipeb ein, namtic^ gtoet 
@ttil)foibe (q) unb (?0; i^^i eiumanttige ^pperboloibe (fi) unb (/i*'); j»ei 
jtteimantiige ^^perboloibe (v) unb (v'). 2)it ©cfen A, B, C, D; A', B', C, D, 
jtnb nad) ben großen ^albajcn ber brei burcS^ jebe bcrfelbeu gel^enben gldcl^eu 
ju bejeidbnen mit 

(Qfiv) (Qfiv') iqfi'v') (Mf^'v) 
(?>v) iq'(Av') (?>'vO (?>'v) 

S)a nun na(^ 28. 

OA« + OC« = OB« + OD'« = OC« + OA'« = OD« + OB'« ifl, 
ferner na^ 29. 

OA . OC. cos AOC = OB . OD' . cos BOD' = OC . OA' . cos COA' 

= OD . OB' . cos DOB' 
fo ergibt ft(S bei Slnioenbung beö genannten geometrif^en gel^rfafeeö auf bie 
S)reie*e AOC, BOD', COA', DOB' 

31. AC = BD' = CA' ^ DB' 
3n jcbem Don fecbd ^omofofalen gläi^en eing ef^toffenen 

$arallele)>i))eb finb je giioei ©egenecfen gleic^toeit t)on einanbet 
entfernt. 



BD«= ?«— b« + ?^ 7^ + -\iQ^— c^) («* — b^) == ?« + 9« — c« ober 
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I 
e« feien A, B, C bie ßnbpunfte »cn btei «jen unb D in 9tibti)pvintt 

auf Dem mip\cii (q), iit ßleid^e »ebeutung ^aben bte 95u*1laben A' B' C D' i 

für ba« eaipfoib (^0, fo ifl ABCD A'B'C'D' ein Don fe^ö l^omofofalen ^ 

glasen eingef^toffene« ^patattetepipeb. dlnn l^aben tt>ir i 

AC'2 = e* + ?'^ — c« 

S)ie goorbinaten üon D' |tnb i 

x'=rß'— y'=o z' = — >/(?^ — c^) (c^ — b2) atfo 
c c 

80'*^ = ß2 _ b« + ^/2 ^ + -^ (g'2 _ c2) (c* — b^) ober 

AC = BD' 

S)iefer Safe ftammt t)on Stjorp, unb ifl Befannt unter ber gorm: bie 
Entfernung jttjeier 5ßunfte im {Raum (jtoeier ©egcnecfen unfere« ^arallelepipebö) 
ijl gteic^ ber Entfernung i^rer forrefponbirenben fünfte (jtt>eier anbcrn (Segens 
etfen biefe^ ^araflelepipebd) (recueil des savants elrangers; Chasles: sur 
r attraction des ellipsoides, IX. @. 629). 

Der allgemeine 3(nöbrutf für bie MUn ^auptfrümmungg^atbmeifer auf 
einer centrifcfeen gläc&e jtreiten ®rabe^, beren ^albajen a, b, c pnb, im $unft 
X, y, z ifl (§• 18, 15) ^ 

1 = '^^ 1^1 ^'" + ^" + '' - x^ - y^ - z^) P 

P ifl baö »om aWittelpunft auf bie Jangenttatebene im $unft (xyz) 
gefäüte ^Jerpenbitel. SBenbcn trir biefe gorm'el auf baö ßflipfoib (^) an, 
fo ^aben n^ir folgenbe SBert^e ju fefeen: 

yp2 _ ^2y^2 _ ^2 J ^ «f ^r ^ 

a = ß b = y^2 _ b2 c = y^^ — c* 
3)abur^ toertoanbett jtcb obige gormet in 

ober, »eun tott bie ieiben ^auptfrihnmunje^albmefler mit R unl) R' be jet^* 
nett, R > R', b. 1^. R etttf))ric^t beti Ätüitttnungölittiett /* tmb R' ben Ärilttt« 
ttiuttgötitiieti V, [o ifl 

32 R = (g!j:^!2ifcÄ R. ^ (g^-^»)%(g^_v^)V2 

3ti betti Ättlntittunjjetinieitöicted ABCD flttb tttt @attjen fflt bie »tct 
Stfett «4t ^auvtftüitimunfl«]^albitteffet attjufü^ten. SBit bejei^ucn bicjewigen, 
»et(fee ben Ätfimmungötinien /* entfpte^en, b. ^. ben bur(^ bie ^^petboloibe 
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Of) unb (f*0 awf bem (Jflipfoil) ^eroorgctra^ten Skftntttcn, mit Ra, Rb^ 
Rc , Rd . ebenfD bejcii^nen tt)ir btc aiibern »ier ^au^jtfrümmung^l^atbineffer^ 
tt)el$e ben jttuinmung^liiuen v entf^recben^ übet ben auf beut (SUtpfoib bui(^ 
bie ^ppctboloibe (v) unb (v') ^ctDorgebradfeten Schnitten mit R'a , R'b , R'c / 
R'd, fo beliehen ua(^{le:^enbe ©teic^uttgen, inbem bet jtütje tvegen 

^y^« — b^ y^« -- c* = ;i 

gefegt wirb, 

33* Ra • Rc = Rb • Rd 

34. R'a . R'c = R'b . R'd 

ober au* Ra : Rb = Rd : Rc 

R'a : R'b = R'd : R'c 

3n einem Ätummungölinienüiered auf einer centrifc^en 
Statte jtt)eiten®rabeö finb bie vier ^auptfrummung«]^albmeffer 
bcr einen «rt in $ro:portion, fott)ie au* bie öier ^au^tfrüm- 
mung^^albmeffer ber anbern 2lrt S)iefen Saft ^at juerfi ©ertranb 
für baö eaipfoib aufgefiefit 

3n bem ^unft A treffen bie brei l^omofotalen gt^ften (q), (fi), (v) jus 
fammen. SBir bejei*nen bie beiben ^auptfrümmung^^albmejfcr beö Süipfoibd 
(q) tüit oben mit R>R'; biejeniflen be^ einmantliflen ^^perboloibö (f*) 
mit M (positiv) M' (negativ); unb enbli* biejenigen beö gtreimantUgen Uppers 
boloibö (v) mit N>N', fo l^aben n^ir na*fie^enbe {Relationen, xoo ber 
Äurje \ot%tn - 

X' = fi y^t*« — b^ yc'^ ^ fi'^ v = V yb^ — v^ yc^ — v^ 

gefegt toirb: 

R= -~(?2-^2)V2(^2_^2)'2 R/ = ^(^2_^2)'/^(p2_^2)Vl 



N - ^ (e^ - v^)'/V^- v^) '^' N' = i^ (p^ - .^) "/^ Gt*^ - v^)'/' 

35. RMVf.N = — R.M'.N' 

®enn fi* in einem iJJunfte brei ^omofofale gläcöen fftnei« 
^fit, fo bitben bie fe*^ ^auptfrümmung«^albme[fer ber gld*en 
*tt biefem 5Punfte jtt)ei Oruppen; ba^ ^robutt ber brei ^albs 
'Keffer ber erfien ®ru^)pe oermc^rt um ba^ jßrobuft ber ^atb« 
Keffer ber gioeiten ©ruppe ifl glei* Siutt. 

R g^ — y^ M _ ^^ — y^ N _ q^ ~ v^ 

R' ~ e^ — f*^ M' "~ ?^ — /^* N' "" f*^ — y^ 

äu« biefeu ©tei^ungen lajfen jl* no* folgenbe toeitere ableiten: 
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g2 "f" ^2 _ b2 -T- ^'i _ c^ 

©tc ^olarebene bc^ ?ßunft« (5 ^7 tn Sejie^ung auf (?) ^at bie ®Iet* 

^2 "^ ^2 _ b2 -t- ^2 _ c2 - ^ 

^ict jinb X, y, z bie Sootbinaten bcr ipolarebene. SBcn^egt jt(^ nun bct 
$untt auf bcr ©crabcn 

6- I + «C = m ;7 + /JJ = li- 
fo ct^tt man burd& SSerbinbung bicfct ®tci(^ungen mit bcr unmittelbar t>ox- 
^ergc^cnbcn 

^2 -f ^2 _ b2 V^^ ^ ?-* — b« ^ ?2 _ cV ^ 

@oü btcfe ®tei(6ung t)on f unabl^dngtg fein^ fo mujfcn bie flfletationcn 
flatt ^aben: 

"^^ i^Y -L ^ - o —4- "Y - i 

^2 -^ ^2 _ b« ^ ^^ — c;^ ■" ^2 -t- ^2 _ b-i - ^ 

ober au(!^ 

g^ g^— b^ 

, "g^ — c* ßQ^ ^"^ g2_ e* «(^2— b^) 

7. X H ^ — 5 z = ^^ ^ y H ^^ 3 — z = -^^ — ^ 

an— pm an — jJm ^ an — ßm an — /Jm 

©cgcben ifi bie gtdije (?) \ + .^ ^ ^^^ + ^ ^ ^ = 1 ; eö foüen 

bie ^Relationen gefuii&t tt)crben, tDct^e jn3if(!^en ben Äonfianten bcr ®bene 
«X 4- i^y + yz = 1 ftattfinben müjfen, bamit fte bie gladfje in einer Ärüm^ 
mungölinie berül^re. 2Bir tooüen annel^men, eö fei bieg bie Ärümmunfl^Ä 

Knie, mläit auf bcr glä^e (?) imä) ba« l^omofofalc ^^perboloib (/*)--^ 

y2 2^ 

+ ^ ^ , .^ ^-^ — 2 = 1 ^crt)orgebra^t tt)irb. 2)ie ^rojeftionen biefcr 

Sinie auf ben xy unb xz gbenen {tnb 

_£L + y^ _ 1 _£!_ . ^ 1 

gV* ^ (g'' - b») (ft^ — b^j gV^ ^ (g^ — c'^) (c^ — ft^) ~~ 

c* c*— b* b* c* — b* 

bie gootbinaten itt 2)ur(]^f^nttt«:|)unfte mit ben 5tsen »on bcr Sbene -4- 

+ 2 II b» + 2_ ^.2 = 1' »«t*« "a« eai»)foib (g) im ißunft (xyz) 
Jerü:^tt, bcjeic^nen wir »iebei, »ie oben, mit x', y', z' unb erl^atten 

X ' y ' z 

S)ttrc^ ©ubfiitution ber SBert^« bcr Soorbinaten beö »etiil^rung^^junttd 
X, y, z in ben tjor^^ergel^cnben beiben ®lei(]bungen ftnbct man 

C^ Y ^2 _ b2 ^ b^ ^ C2 -- b^ 
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2)a hit (Sbtnt ax + ßj + yz :=^ i mit bet XangtntiaUbene jufamment 
fallen foQ, fo jlnb bie @;o0rt)ittaten t^tet S)ttr^fd^titttdpunfte mit ben %;en 
au(^ iiti<f) x', y' unb z'; auö bcr ©tetc^ung «x + /Sy + yz = 1 erhalten 

m x' = — , Y = — , z' = — unb mit Scnu^ung ber beiben vor^crs 
ge^enben gormeln 

^ "+" ^^ — b^ ~ ^ ^ c^ — jt*^ 

c^ c*— b^ b« c'* — b« 

S)ie§ ift bic 5Bcbin8un9ö9lci<!6un9, irelc^c jtrifc^en bcn Äonfianten ber 
ebene ax + i^y + yz = 1 iiattflnben mu§, bamit flc ba$ ßflipfcib (g) in 
einet Ärümmungötinic tangire. @oD bie S5eru^rnnc| auf ber anbern Ärünts 
mimgölinie flattpnben, treibe burc^ ben (S^nitt ber glad)e (q) unb be« jttjei« 

x^ v^ z 

mantligen ^^perboloibö (v) -^ — . ^ _ .^ — 77-3 — ^ = * entfielt, fo 

müifen bie 93ebinflungdglei*ungen 

l!«l _ ((>" — b^) ^^ _ _g^ (g^ - c^) y^ _ 

y i b^ — v^ "" v^ "•" c* — v^ 



c« c^ — b'^ b^ c^ — b^ 

erffittt lüerben. 

@d ifi nun no$ eine jtveite ](|omofofaIe gläc^e (go) 

^' + y' + '' = 1 



gegeben* 2)ie Soorbinaten beö %t\% ber Sbene ax + /9y + yz = 1 in 
Sejiel^ung auf btefe gla^e jlnb nacft L 

x = ago* y = /J(,jo*— b^) z = y(go* — c^) 
©ubjlituiren tt)ir l^ieran« bie SBert^e t)on «, i? unb y in bie t>ier Se* 
Mngung^gtei^ungen, fo erhalten wir 

v2 Y* \* Z 

^i c'^ g*— b* c^— b^ g^ b^ g^ — c^ c^— b^ 

X* Y^ , x^ . z^ 



^* ^ (go^-b^)^ b^ — v^ "" ^ £0^ Zl "^ (go^-c^) ^ c^-y^ * 
p2 c'2 g^ — b*^ c* — b« g'^ b^ g« — c*c^— b^ 

S)iefe ©leid&ungen gehören ber Sinie an, welcbe ber ißol in Scjiel^ung 
auf ba« gflipfoib (go) berjenigen Sbene bef(^.reibt, toelc^e ba« l^omofotale 
ßttipfoib (g) in einer Ärümmungdlinie tangirt. SDiefe Äuroe liegt alfo auf 
bem DuriS^fd&nitt eüiptifcfter ober :^)jperboIif^er S^Iinber mit ber glacfee 

= 1 





+ 


((»0^ 




+ 


(«0* 


z» 


C»)2 


<?* 




e 


— b« 




?' 


— 


c* 



»el^e bie ^olarflä^e t)on (g) in »ejie^nng auf (go) ifi. Sir ^ben fomit 

ben ®a^: 

®egeben finb iwei ^omofofale centrif^e glad^en gleiten 
Stabe«, unb eine ebene, »elciöe bie erfteglad^e in einet Ärum* 
mung^tinie tangirt ©er ^ol biefer ebene f^in^i^tliä^ ber 
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jtt>ctten gtä^e bcf*tetbt eine Äuröe, bie fi^ auf be» ^au)>t^ 
ebenen in concenttifc^en Äeaelf(initten ))ti)iicitt. 

Die ©lei^ungen 6 unb 7 ftnb biejenigen t>on g»ei fonjugitten ©eraben 
^injtÄttid) ber gleite ((»). S)er gojlnuö bcö SBinfetö berfelben ifl^gegeben 
bur(6 bcn 9lu8bru(f ' 

ang^ -■ ßm (g^ - b*^) + (ßm — «n) (g^ — c^) 

Vi^+ a^ + ß'^ Vn^Q^ + m^g'^— b2)2 + (ßm—an) (p^— c^)* 

©Ott bicfer SBinfel ein SRecbter fein, fo niu§ 

auQ'^ — j^m (^*^ — b^) + ißm — an) (q^ — c^) ±= o 
tüerben, ober naif einigen JRebuftionen 

10. «nc^ — /9rn(c^ — b'O = o 
I)iefer Sluöbrnd ifl üon ß uuabl^angig; tt)urbe man ben SBinfel gefnc^t 
^aben, »ct^en bie ®erabe 6 mit i^rer fonjugitten ©eraben l^infi(!^tli(!b einer 
bcr bcibcn glasen 

x^ ^ __y^ ?!_ = 1 ^- Y" z^ _ j 

/A^ jii* — b^ c^ — fi'^ v^ b* — v^ c^ — V* 

bilbet, fo tt)cire man auf einen ä^nliijben ?lu«bruÄ getommen, mt 9.> unb bie 
aSebingung, ia% biefer SBinfel ein 9led)ter fein foü, ifl glei(j&faflö in ber 
©leic^ung 1 enthalten. SBenn nun eine ® erabe ? -f « J = m * unb jj + ß^ = n 
unb ein Softem »on l^omofofalen gläcben burc^ bie Äonfianten b unb c geges 
ben ifi, fo müjfen bie t)ier Äonjiauten in ber ®Iei(]^ung ber ©eraben ber 
tftelation 10 genügen, vrenn i^re fonjugirten ©eraben in Sejiel^ung auf bte 
l^omofotaten gla(!&eu rechte SBinfet mit i^r bilben fotten. SBir l^aben fomit 
folgenben ©a^: 

SBenn eine ®erabe auf ii^rer fonjugirten l^inficbtlitb einer 
centrifcben 5^Iad)e jn^eiten ®rabe« fentre(^t ftel^t, fo fle^t fie ani^ 
fenfred)t auf i^ren fonjugirten ®eraben ^infic^tlicib alter ubri:= 
^en l^omofofalen glasen. 

I)ie Tangente einer Ärümmungölinie fielet fenfrecbt auf i^rer fonjugirten 
Sangente; mithin ßel|en bie Tangenten einer Ärümmungölinie auf 
einer centrif^en glacf)e jtt)eiten'®rabeö fenfrec^t auf allen il^ren 
fonjugirten ®eraben. 

J)a ftd) i^u jebet ®eraben, bie nid)t burdb ben ÜWittelpunft eineö Spflem^ 
\)on l^omofofalen gläcfeen ge^t, njenigfleuö eine unter biefen gläcben finben 
tagt, »elt^e jte berührt, fo folgt barauö, baß biefe ®etabe eine Sangente 
ber Ärummungölinie auf biefer gldd)e fein mug, trenn fle bie @igenfd)aft 
^aben fofl, auf ibren fonjugirten ®eraben l^infldjtlicb ber l^omofofalen glad^en 
fenfred)t ju fiel^en: 

I)ie Sangenten ber Ärümmungölinien finb bie einzigen ®e5 
taben, trelcfte auf i^ren fonjugirten ®eraben fenfrecftt flehen. 

fflenn man bie (Relationen 2, 6 unb 10 toergleidbt, fo finbet man, baft 

bie ®erabe x z = ac^ y ^z = ^(c^ — b^), mlijt bie ^ßol- 

linie ber Sbene cc^ + ßj^ + rt = i ift/ loermoge ber in i^ren ®leid&ungen 
Dorfomraenben Äonftanteu bcr ©ebingung 10 ®enuge leitet, tt>ir ^aben fomit 
ben ®a^: 

9Benn man ein ©^fiem t)on j^omofofalen glacfeen burcb eine 
Sranötjerfatebene f(!bneibet, fo ifl bie ®erabe, auf trelcbet bie 
$ole biefer ebene ^infit^tlic^ ber ^omofofalen gU^en liegen, 
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tie Siangente einer Jtriimmung^Unte^ unb fle^t bemgemag auf 
i^teu fammtU(^en fonjugtrren @erat)en fenfret^t 

Sßir »oQen nun annehmen, ba^ bie Zangente einer Jtrümmung^Unie 
<iuf einer glä^e jtioeiten ©rabed nod^ eine imitt ^omofofale gläc^e berul^re; 
ba biefe Xangente auf aü^n i^ren fonjugirten ®eraDen l^inflci^ttid) ber ^omo« 
fofalen glasen be« ©pflem« fenfrecj^t fte^t, fo fie^t fle au^ fenfrei^t auf 
i^rer tonjugirten ©eraben ]^inft(^tli(^ ber jtoeiten l^omofofalen ^üd^t, bie fie 
i»crü§rt. SDiefe ®erabe ifl aber ebenfalls eine langente ber gla^e, mitl^iu 
ifi fte tint S^angente ber gtoeiten burd) ben Serü^rungdpunft ge^enben Stxnm^ 
mungdlinie; benn loenn glvei burd^ einen $unft einer g(ä^e ge^enbe fonju« 
^(rte 2;angenten jtcb red)tn)tntlig freuten, fo finb {!e bie Zangenten ber jtrüms 
inungdlinien* ^ieraud folgt alfo: 

SBenn bie Zangente einer jtrummungdiinie auf einer cent« 
rifcben glac^e }tt)eiten ®rabed eine jtoeite ^omofofate gläd^e bt» 
xi^xt, fo berührt fie biefelbe glei^fatld in einer Ärümmungös 
Knie. 

Z)ie Zangente einer jtrummung^tinie ijl gugletc!^ ^otlinie, b* 1^. j!e 
fttt^dtt nati^ bem frä^eren bie $o(e ber jenigen Zrandt)erfalebene, xcüäit im 
Seru^rung«puntt Untttä^t auf bie Zangente gejogen toirb, 2)a aber einer 
^ollinie nur eine einjige fol^e Zran^oerfaU ober ^olarebene entfprid^t, fo 
muffen bie 93eru^rungdpunfte einer gemeinf(baft(i(^en Zangente ^on {»ei 
Ätümmungölinien jtocier |^omofofa(er gleichen jufammenfaUen; ber ©eru^rung^s 
VmU ift alfo beiben glacben gemeinf^aftli*, ober er gcl^ort i^rer Z)ur4s 
tdjnitt^Iinie an. üKitbin ifl biefe 2)urci)finittdlinie bie Ärummung^linie öou 
beiben l^omofofalen glacfeen; fontit wäre ba^ befannte Z^eorem betoiefen; 

3tt)ei l^omofofale glasen oerft^iebener 2lrt f^neiben fid) in 
i^ren Ärümmungötinien. 

S'iac^bem biefe^ nat^getoiefen ifl, fo lägt ftci^ mit ^fllfe be« t>origen ©ajjed 
lei^t jeigen, ba6 eö unm6gli(^ ifl, wenn eine ®erabe jtoei l^omofotaie gtäi^en . 
in i^ren Ärummung^Iinien berül^rt, bafi ber ©erü^rungöpunft ni^t jugleidb ber 
3)ur^f(*nitt^punft ifl. Z)enn im anbern gatt ^ätte mau jwei oerfd^icbene 33es 
tü^rungöpunftc, unb ba ftcb in jeber Ärümmungölinie {toei l^omofofale gläcfeen 
fd)neiben, fo mügte bie genannte Zangentc im ®anjen oier ^omofofale glasen 
berühren. S'iun fdbliegen bie ^omofofalen gläcfeen einer 2lrt, j. 93. bie @üips 
foi^c, einanber gegenfeitig ein, fönnen alfo feine gcmeinfc^aftli^e Zangente 
^aben. Z)a eö nur brei oerfcbiebcne Slrten im ®anjen gibt, fo müßten unter 
bcn Dier genannten gläd^en minbeftenö jwei gleichartige fein. Z)ie Zangente 
einer Ärummungölinie fann alfo nur jtoei ^omofofate gldcfcen juglei* bcrü^s 
ten. Z)ie 6igenfd&aft ^omofofaler glät^ben, fic^ in i^ren Ärümmung^linien ju 
fd)neiben, ifl dn (pejieller gatt eine« allgemeinen Z^eoremö, toel^e« Z)u^)in 
<iuf|leate (§. 16): 

Z)rei glasen, toel^e .ficb in allen 5ßuntten i^rer S)urc!^f(^nittölinie fenf« 
re^t treffen, fi^neibcn \id) in i^ren Ärummungölinien. 

$.23. ^te ^ümtnungSIimen bet centrtf^en ^omofotalen ^I&c^en. 

• 

3)te ©leicbungen ber j(rummuugdUnien auf ben l^omofofalen glasen 
laffctt jl^ auf fc^r jjerfc^iebene 5lrten barjletlen. 3wwäcl)fl erhält man burcfe 
©imination t>on z, y, x au« je jwei ber ®teid)ungen 
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p2 -t^ ^2 _ J52 ^ p2 _ c^ "^ ^2 ^ ^2 _ b2 c2 _ ^2 



f 



2 b^ — v^ c* — r* 



X^ y2 x^ Z* 

c2 ■ 0*2 — b^ b^ c^ — b* 

v2 72 

1 + ? = 1 

* (g' ~ b^) (ic*^ - b^) -i-(g^ - c^) (c^ - ^^) 



b« 



x^ y* X* 2^ 

c^ c^ — b^ b^ c^ — b^ 

+ 1 + ? = 1 

-1- (g» - b^) (b^- v^) ^ («^- c^) (c^ - v^) 

q _j^ y!_ _4 _^ ^!___ = i 

^* jl'^v' ( ^2_b2j(b2_yj) — ^ ftgy^ ( c^— ^^)(c^— y^) 

C« c^— b* b^ C^— b« 

v2 72 

+ X ? = 1 

^(^2_b2)(b2_^2) J_(e2_^2)(e^_,2) 

2)ic ®tei*unjen 1, 2 unb 3 bejie^en jld) auf l)ic ^rojcftioncn ber 
Ärümmung^linicn bct glac^en (g), (^) unb (v) auf bcn xy, xz uub zy 
(Ebenen; 1« unb 2. finb bte JtrümmungdUnien ber gläd^e (g)/ 1. unb 3* bie- 
. jenigen bet gläd^e (/i*), 2. unb 3. bieieniflen ber glä(j&e {y\ S)iefe ÄurDen 
^nb entwebet gllipfen ober ^i^i)erbeln. SDie ^atbajen berfelben, »elfl)e mit 
ben Soocbinatenajen jufammenfaHen, bejei(]&nen »ir mit X,Y; X',Z; Y',Z'; 

fe^en atfo X^ = -^f- , Y^ = ^^' ' '''J ^{^ '^^ 5 X- = ^ , 
Z'= ^^ c2 - b^ ^ Y'^ = -^(?^-b^)0^-b2), 

Z'2 = — - (^2 — c^) (c* — ji*2) , fo erl^alten wir burd^ ßlimination Don ^ 
c 

folgenbe ©lei^ungen: 

^ b« c* — b* 
1"i 



X» 




Y« 


c2 


Y'2 


b« 

I 


ie- 


b«) (c* 


b«) ' 



(g^ — c«) (c* — b'O 



= 1 



b* c2 

S)iefe Äuröen, welt^e äRonge hyerboles et ellipses auxiliaires nenn^ 
bienen jur gonfituction ber 3ljen berjentgen gUipfen unb ^9i)etbeln, in totU 
^en j!(^ bie ÄriimmungWinien be^ 6ttpfotbö (?) auf ben xy, xz unb zy 
Ebenen V^^cjtctren* gut bte hyperboles et ellipses anxiliaires , toet^e {»t 
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gonfItttlHon bet $t0]eftton Ux Jttuminuii{t^itnteK be4 einmiintUgen ^i^ptxß 

(cloibd O) unb be^ gn>etmantligen (r) auf ben Soorbtnatenebeneit bteneti, 
ctgeben fitb biefelben ®Ui<bnn^tn. 

©leistete bei te^tlDinfligen (loorbinaten tin $unft im älaum aU b^ 
SDurc^f^nitt öon brci ebenen angefel^cn roiii, bie mit ben Soorbinatenajen 
)>araM {Inb unb {!(6 tec^minflig f^neiben, fo n>trb bei eOiptifc^en SootbiF 
naten eilt $untt im {Raum ald bet 2)utcbf(^nitt t)0n btei bomofofakn gläc^en 
itttaäittt, bie jlc^ ebenfalls re^twinflifl fd&neiben. a)ie eUiptifd^en goorbina^ 
tcn pnb bie grogen ^albajen q, (i, v bet gläc^«« (?)/ Ca*)/ W» ©ewoegt ft^ 
Icr ^untt fo, ba§ er immer auf bem 6tli^)foib (^) bleibt, fo flnbet bie ©lei« 
^ung flatt ^ == const.; bleibt er jugleidb auf bem ^V)>erboIoib (y), fo mifg 
fi aulerbem no4 bie @Iei(^ung /u = const. befriebic^en. 2)tefe jtoei Stela« 
tionen entfpre^en alfo bem 2)urd)f(6nitt beiber glcii^en, b. ^. einer Ärum« 
mung^Unie entmeber bed @IIi))foib^ ober bed ^^perboloib^* Sßir ^aben nun 
für bie Ärümmungölinien be« eHipfoib«, beö ein« unb be« jtteimantligen 
^^))<etboloibd bie na^fie^enben brei $aare von ©leic^ungen: 

5. ^ =z= const. V = const. 
q = const. q = const. 

6. p = const. V = const. 
fi, = const. /li = const. 

7. q = const. fi = const. 
ff = const. V = const. 

D = Vq'^ — /u^ unb D' = V^^ — v^ fmb bie ©emibiameter be« gOip:: 
WiU, »elc^e ben langenten ber beiben bur(S ben ^unft (?,itÄ, f) auf bem 
eHipfoib (q) ge^enben Ärummung^Iinien ^)araUet j!nb, unb jwar ifl D pa« 
tallel ber langente ber Ärümmung^Iinie q = const. v = const., unb D' 
))aralle( ber Sangente ber 5trümmung$Iinie q = const. fi = const. 2)ad 
))om 3)titte(punft auf bie ^Tangentialebene oon (q) gefaUte $er))enbifel n)urbe 
P genannt. S)ie ©lei^ung 13 beg §. 2 1 gibt be n SBert^ 

<&ierattd finbet man nun foglei^, bag bei ber jttümmungditnie q =» const« 



p.^ Q\Q^^ b^y/q^-C 



II = const. baö $robuft P . D' = -^-^-^ — . ^ ^^ ^ auc^i fonflant 

ijl, unb bafe bei ber j trfi mmungrt inie q = const. v = const. bad ^robuft 
P.D= g Vg -^ ^ll^z^l fonfiant ifl. 3te^n«^e «efultate würbe 

man für bie Ärümmung^Iinien ber beiben anbern :^omofo!aIen gldd^en ge« 
funben ^aben. 

8. P . D = const. 

S)iefe toeitere gorm für bie ®(eicbung ber 5trämmungdlinien entl^alt 
folgenbe^ S^^eorem (oon ^oaci&imdtl^at, de curvis curvaturae et lineis bre- 
vissimis in superficiebus secundi gradus, Grelle XXVI. (5. 155): 

Sang^ einer jlrummung^linie auf einer centrifcben glädbe 
jtoeiten ®rabeö ifl baö ^robuft beö t)om üRittelpunft auf bie 
2)angentialebeue gefällten ^erpenbifeld unb bedienigen ©emi- 
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biamctet«; tt)el(!^cr t>er langente ber ÄturnttiUng^Hnie iuaraUct 
ijl, fonßant 

Deqcniflc ^auptftümmungö^albmcffcr bcd efli^foib« io), »et^cr bcr 
Ärummung^Unic ^ = const. fi = const. cntfj)tid)t, l^at ben SBert| 

gut bic ittummung gtüuen q = const. v =^ const. trürbc man gcfunben ^abcn 

R^ ^ Vg^ - /tt^ 

D« ^ \/^2 _ b^ V?^' - c^ 

9. ^ = consl. 

S)er Sa^, ttJclc^cr in biefer jlnimmung^liniengteicfeung enthalten i% 
lägt jtd^ fo an^fprc^cn: 

gänfld einer Ärümmnngötinie auf einer ccntrif^en gladje 
jtDeiten ©rabeö ift baö Serpltnig be« ^auptfrümmungöl^albs 
meffcrö jur britten ^otenj beö ber Sangente parallelen (Btmi: 
biameterö fonflant. 

Sluö ben angeführten gormein ftnben ttJir ol^ne ÜRufee bie ttJeitern 

R p. _ g^ (g^ - b^) (g^ - c^) R. p. gHg^-b^)(g^-c^) ^ 

^^ — fi'^ * - ^"^ — v^ 

alfo finb au^ biefc ^robufte für bie Ärümmungölinten g nnb ji* = consL 
Q unb V = const. fonjiant. 
10. R . P3 = const. 

I)iefe gormet lann e'benfaHö aU bie ©tei^ung ber Ärümmung^linien 
angefc^en ttjerben unb ffi^rt bemgemäg ju bem @a^: 

gangö einer Ärüwmungölinie auf einer centrififten gla^e 
jtöeiten ©rabeö ift baö ^robuft beö berfelben entfpre^enben 
|>auptfrummung0]^albmefferö unb ber britten ^otenj beö ?lb« 
ftanbeö ber S^angentialebene t>om ÜWittelpunft fonftant. 

R ^2 _ ^2 Dn 

^^* R' ^2_ ^2 — U2 

3n jebem ^untt einer centrifd)en gläc^e jtt)eiten Orabet ift 
baö ^er^dltnift ber beiben ^au^)tfrümmung^^albmeffer gleidj 
bem reciprcfen SBertl^ beö a3er:^ältniffe« berGuabrate üon ben 
©emibiametern, njeld^e ben entf^)rec^enben Ärümmungötinien 
parallel finb. 

>Der i)om SKittetpunft nac6 bem ^ßunft (q, fi, v) gez ogene ^albmeffer ^at 

jufolge ber ®(ei(5^ung 10 be$ §. 21 ben fficrt^ H == V^^^4.^2+y2_b2_e2 
atfo 

5Der 5tuöbrucf ret^tö ifl tangö ber ilrümmungötinie g = const. ^ = const. 
fonftant; atfo ^aben xoix bie gormel: 
12. H^ — v'^ = const. 

©ei einer Ärümmungölinie auf einer centrifd^eu gtacfte 
j^tDeiten ©rabeö ift bie S)ifferenj ber Ouabrate be^ na(ä^ einem 
^unft berfelben gezogenen ^atbmefferö unb ber großen ^alb* 
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a;e von betjentgen ^entofi^falen gtäc^e, tötldit t>it Hxüvxmnn^^^ 
linic tn bcm ißunfte fenfrc^t fcftneibet, fonftant. 

5Die ®tet(^u«9en 7, 8, 9 be« §• 21 ffl^ren nod^ ju einem »eiteren ©a^e; 

man erl^al! barauö , 

13 -^ ^ (^M. _y ^ Vg^ -,b^V^2_ b y 

V bc ' y^^, _ ^ b Vc^-^ b^ 

Vc* — v^ c Vc^ — b« 

2)ie ^u^btiide Te4)td i^on biefen ^((eid^unflen finb fcnftant läng« bet 
Ätümmung^Iinien ? = const. fi = const, olfo finb e« au^ bie linfen 
Su^brürf e : 

Sei einer Ärummnng^Iinie auf einer centrifc^en gla^e 
il»eiten ®rabe« ifl bai8 a3er|ältni6 ber «b^ciffe eine« fünfte* 
KU berjcnigen^albaje ber bieÄrümmung^Iinie in biefemißunfte 
\twtxtdft f(ftneibenben ^oinofofalen gU^e, »eli^e mit biefer 
«b^ciffe gteid^e afüiS^tung ^at, fonftant. 

Sine anbere gorm für bie ©leid^unc) ber Arümmungdlinien lä§t ftd) noc^ 
auf folflenbe 2lrt -pnben: fStan nel^me' eine »eitere ^omofofale gla^e (^o) 

an, -— -(= —^ — r^ H 5 5 = 1, unb nenne »ie oben ben Slbflanb 

?o* ^' — b* ^0 — c^ 

bet Tangentialebene öon (?) t)on i^rcm $oI ^infi(^tli(^ biefer neuen gla^e % 
fc tft nac^ §. 22 

P . 5P = eo^ - ?* * = ^'j^^' ober 
^ Q Vg*^ - b*Vg^ — c^ 

1. = Vg" - rMgo^-^-g^) ^ ^ _ Vglrz.^' (gg'' - g'> 

^ ^V?^— b^V?* - c* ^' gV^— b« V?^ - c* 

Sei einer -Ärümmungölinie auf einer centrifd)cn gld^e 
Streiten (Srabeö ift ba« SScr^ättnift beö %bftanbed ber langen^ 
tialcbene Don il^rem^ot ^infi^ttitft einer l^omofofaten gtadie j^u 
bem ©emibiameter ber gegebenen gld^e, »elc^er ber langente 
ber Ärümmungötinie parallel ifl, tonftant. 

Sei ber SBabt ber ^omofofalen gläd)e (qo) iP man unbef(6ranft; man 
!ann au(!& bie gtad&en (fi) unb (y) nehmen; ber obige 9luöbrutf für ^ gibt 
atebann bie SBert^e 

^^ _ (g^ - /t.^)V2 (e^ - v^)V2 qs' = - (g^-^V/^(g^-^^)^/^ 

^ \/^2 _ b« V^^ — c^ q^q'^ - b^ V?^ — c^ 

^ = — R' unb ^' = — R 
SBir »oüen nun an baö ßllipfoib (q) eine Tangentialebene legen im 
iPunft iQ, fA, y). S)ie 9lbftdnbe ber $ole biefer ßbene ^inftd^tli* ber gläd(>en 
W unb (v) jtnb fo groft nac^ ben t)orfte^enben ©teid^ungen , alö bie beiben 
^aupttrümmung^i^albmejTer »on (g). 6« läßt fld) »eiter ijeigen, bafe bie 
$oIe, n unb Ti:^, auf ber 9lormale bon (?) liegen, unb ba^ jle mithin mit 
ben beiben Ärümmungömittelpunften jufammenfallen. 
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Der iBeweid bciH^t auf bem @ft|j, ba§ n)eiiii m^n einet MUiigtn SIa<^ 
vtnen 2)eru^rung^fegel umf^tetM/ bte Xangente bet 93eru^trungdhttt)e unl> lit 
t)ut(^ ben 93eTu^riingd)Miittt gel^enbe (Stjeuc^ente be^ Jtegeld tenjitciute Xan^ 
ijcnten ber gtäd)e ftnb, S5{e burc^ (^, iw, v) ge^enbe 2;angenttalebene Mn (g) 
fc^ueibe baö ^pperbdoib 0*) in einer Äurüe C, unb ba« anbete ^piperbD^ 
leib (v) in ber Äurr^e C^ S)ie Tangenten t)on C unb C im ^untt {q, (a, v) 
fielen auf einanber fenfte(f)t, xotiX bie gta^en (/i*) unb (y) ^&i feufre^t f^nei^ 
ben. S)iefe S^angenten berühren guglei^ bie Ärummungrtinien »en (a*) unb (v), 
nütl^in flehen jte fenfre^t auf ber fonjugirten Tangente biefer glac^en, tt)ct^e 
bie JRormale »on (p) ift; na(i bem angeführten Sa^ fällt biefe 9lotmale 
alfo mit ben @rjeugenben ber 93eru^rutig6tegel }ufammen, fmnit liegen \>\t 
(Spieen biefer ©erulrungöfegel, Dber bie ^ßole n unb n' ber Siangentialebene 
Xi^xi (?) l^injtc!^tli(^ ber gleichen (fi) unb (v) auf ber genannten Slotmale. 
%uf anbere ^rt n>urbe bie gleite @igenf(^aft im vorigen §• na(!^gen)iefen. 
SBir l^aben alfo folgenben ®a^: 

3)ie beiben jtrfimmung^mittelpunfte^ toel^e ben $aupt^ 
frümmungöl^albmeffern in einem^untt einer eentrif^en gla^e 
^weiten (grabet entfpredjen, finb bie ^ole ber laugentialebene 
biefer $unttd ^infi^tlic^ ber jn)ei burd^ benfelben gel^enben 
^omofofalen f^la^en. 

2)ie 5ßole aller Ebenen, xot\6)t eine centrifclje glad&e %xotU 
tcn ®rabe« in einer Ärümmungölinte berfil^ren, ^infic^btli^ ber 
burj$ biefe jtrümmungdlinie gel^enben j^omofofalen glac^e^ lie^ 
gen auf ber ^la^e ber Jtrümmung^mittelpunfte ber erfleren 
gläcj^c; ferner liegen Pe no^ auf ber $olarp^e unb enbli^ auf eüiptifc^en 
ober ^pperbolifcben 6)jlinbern. 2)ie 5pole in SBejie^ung auf (ja) ber Jan^ 
gcntialebenen, »eld&e (?) in bor 2)urc^fd)nitt^lmie mit (>) berühren, l^abcn 
na<^ 8. bed oorigen §« biefe ©leit^ungen : 

14 J^.___l! 1 i^____l!___ -1 

1^. c -t- , .. .o.. -1 ^ (c^,.^^)3 -' 

^252 (g2«.c'0(c*— b^ 

= 1 ^ ? = 1 

ß2e2 (g2_|j'2)(c2_b2) ^252 (p2_c2)(c2—b2) 

35ie jtoei legten ©leic^ungen gel^ören ben ^clen ber Ebenen an, xotX&ii (?) 
in ber I)urd)fdtnittölinie mit (y) berühren. 

S)iefe gormein l^aben nod^ eine locitere unb intereffante Sebeutung. 
S)te Ärümmungömittelpunfte irgenb einer gläc^e liegen auf einer befonbern 
au« jtoei ÜRänteln bcfle^enben gld^e- SBenn bie 9lormale ber gegebenen 
gläite auf einer Ärfimmungölinie be« erften ©pflem« fortf^reitet, fo berührt 
fie beibe aJIdntel i\uglei^, inbem fle auf bem erfien eine geobatifc^e'ßinie 
befdbreibt, unb auf bem jtoeiten eine ßinie oon befonberer ®attung, Deren 
Statur mit ber geobätift^en ginie eng gufammen^angt, unb ioelc^e Xtix au« 
biefem ®runbe f onjugirte geobätifd&e Sinie genannt l^aben. »eweät 
fid) bagegen bie Slormale auf einer Ärummungölinie be« j»eiten ©pfiem«, 
f befdjreibt 'fie auf bem gtoeiten SKantel eine geobätif^e Sinie unb auf bem 
erfien eine fonjugirte geobdtif(^e 8inie. ©egeben ifl nun ein eUipfoib (?) 
unb eine Ärümmungdlinie ? = const. fjb = const. auf bemfelben. SBenn bie 
5Rormale auf berfelben fortfc^reitet, fo jie^t fte tiwt geobdtif(]6e 8inie auf bem 



X» 


1 




y^ 




A»* 


1 


if^' 


-b')3 




X» 


1 


»-b 


y' 


b») 


r« 


1 


(b» 


v2)3 





129 

erfleu 9Rante( Der Jträmmuiig^mittelpunftenfla^e, tcdä^tn n)ir mit (m) bejeid^^ 
ncn; auf bem jmeitcn ÜJiantel (n), totliitx ebenfalls von itx Slotmale tangitt 
mit, befcS^reibt j!e eine fonjugirte geobatifd^e Sinie, unb bie ®lei(Jöungen ber 
leiteten jtnb bie jtrei erften in 14. Sewegt pc^ aber bie -Wormale auf ber 
Ätümmungölinie q = const. v = const. , fo berul^rt fle (n) in einer geobfi« 
tif^en unb (m) in einer fonjugirten gaobätif(^en Sinie; bie ®Iei(^ungen ber« 
felben finb bie jtt)ei legten in 14. SBir fftnnen bieg in folgenbem @ajj jü« 
fammenfaffen : 

?luf einem ÜKantel berglä^e, welche bie Ärümmung^mittefc 
punfte einer centrif^en glatte gleiten ®rabe« entl^alf, laffen 
]i(6 geobätifd^e ginien gießen, beren Tangenten ben jtt)eiten 
aHantel in einer tonjugirten geobätifc^en gi'nte berül^ren, tt)cl(4c 
fi4 auf ben ^auptebenen in concentrifc^en Äeg elfdjnitten 
jrojicirt* 

£)ie ©lei^ung ber geobätifi^en Sinien auf bem SRantel (m) lägt fid^ auf 
bicfe ärt finben: 

S)te Soorbinaten ber beiben jtrümmungdmittel)>un{te auf ber Stormale bed 
ipunftö (q, fi, v), tt>etd&e mit ben 2ljen Ut gSBinfel a, a', a" bilbet, begeii^nen 

m mit X, y, z unb x', y', z'; fo ifl p . ~ „ = cos a p, ^ p ±= cos a' 

.., _ ^ = cosa'' ober mit SSenü^ung ber befannten ffiert^e t>on R, R', 
cos B, cos a', cos a" 

J)iefe ©leic^ungen in SSerbinbung mit ben gwei erften üon 14. bienen 
jHt gtimination oon x, y, z unb v; bie übrig bleibenbe SSebingungögleid&ung 
enthält nur n6d& bie aSariabelen x', y', z' unb ift bie gefud^te ©leid^ung ber 
geobattfc^cn Sinie. 

SBir l^aben oben bie brei SBinfet, ttoeld^e bie Slormale im ^unf t {q (i v) 
ftuf bem eai))foib {q) mit ben ^Ijen ber x, y, z bilbet, a, a', a" genannt 
anb fotgcnbe SBertl^e gefun ben: 

t^vVo« — b^Vp^— c^ , q V/^^^b^Vb^-vWD^-c^ 

cos a — * ^ , ^ -_ cos a "-" ^ . 

b e Vp2— ^2 v^g2 _ y2 b V c ^-b^Vg^ -/^^ >/?* - v* 

_ g VqI — ^ Vc^ — vWg^ — b^ 
"" c V^c* — b* >/g2 _ ^2 Vg« — v^ 

3Kan giel^e burcb ben Urfprung eine Sinie ^)araüel mit ber 3lormate; 
bie goorbinaten eine^ {ßunftö auf biefer ^araflete feien x, y, z, fo befielet 
Die Delation : 

X : y : z = cos a : cos a' : cos a" ober 

X [i Vg2 — b« Yg^^~^Vc2 _ b2 y 



cos a'' 



y ^ y^2 _ b'2 Vg2 — c2 . c * Vb^ - 

Sinnt, 9cometTte. 9 



v^ 



X 
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^ \/^2 _ |j2V^— c^\/c^ — b« 



z Q Vc^— /*W^^ — b^.b Vc^ — y^ 
SBcnn man au^ biefcn bciben. ©leitJ&ungen v eliminirt, fo cr^ätt man 
x^ y^ z^ ^ 

2)icß ift ^ie ©Ui^ung bcö ÄcfleB, l)cr feine ©pifee im üRittelpunlt ^at, 
unb beffen ergeugenbe parallel mit ben 5WorraaIen be^ Sttipfoib^ (q) Jinb, beten 
guftpunfte bie Ärummungötinien q = const. fi = const. biefer glaci^e bilben. 

SBürbe man aber au6 ben SBert^en t)on — unb — /i* fiatt v eliminiren, 

fo erl^ielte man na^ftel^enbe ©teic^ung: 

x^ y* - z^ _ 

Der l^iebur^ üorgefleüte Äegel ^at feine Spi^e aud) im SKiltelpuntt unb 
feine Srseugenben jtnb jparattel mit benjenigen 9lormaIen be« ßllipfoibö Cq), 
beten gu§punfte bie jfrummung^linien q = const. v = const. flnb. 

S)iefe Äeget flnb l^omofofal; benn man fann, »enn bie Jfienner ber SBrüdje 
in 15. A, B, C l^eigen, fiatt biefer ®Ieid^ung aud) 

x^ y2 z? 



g2 — ^2 ^2 — ^i ^2 — ^2 

f^teiben; nun ift 

Aß Aß 

^2 _ ^2 ^2 _ ^2 ^^ ^? C ^ ^2 _ ^2 -^- ^2 _ ^2 ^^ " ^? 

A r 

^2 _ ^2 T^ ^2 _ ^2 - ^ ^^ ^ 

SRitl^in jlnb bie ®Iei(! 6ungen b et gofallinien 
4« . b. V'^^ _ e2 

17. x=d=— F=== — z 

V c* — b^ ^ 

SBit Pub l^iebut(!& auf ba^ befannte Il^eorem gefommen: 
SBenn man bur^ ben SWittelpunft einer glacfee jweiten 
®tabed (ober but^ einen ?Punft im 5ftaum) parallelen mit ben^ 
jenigen Slormalen giel^l, bereu gu^punfte bie Ärümmung^^ 
linien finb, fo entftel^en jttJet S^fteme t)on l^omofofalen Regeln. 
3ie^t man alfo bur(^ ben SWittelpunft ©benen parallel mit 
benfenigen, tßtlSit bie gldc^e in einer Ärümmung^linie berü^-' 
ten, fo umfüllen biefe (Sbenen bie Srgdnjung^fegel ber genann- 
ten l^omofofalen Äegel. 

2Kan lege bur^ bie mittlere Slje be^ güipfoibö (^) eine 6bene, treibe 
mit ber xy ebene einen SBinfel a bilbet, fo ba§ 

o2 c^ — b^ 

^^^'«=^p-2TirF 

ifl, fo f(^neibet biefe @bene (q) in einem Ärei^. SBir nel^men bie Ärümmung^- 

linie q = const. fA = coiist., ttjeli^e na^ 1. auf bem Splinber 

x^ v^ 

^ + 1 = 1 



Q 



2 



A*^ ' (g2 ._ b^) (/ti^ — b'^) 

c* c^ — b^ 
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liegt» S)iefcr ßplinber f^neibet bie i ^retgf^ntt teb ene in ein er (Sllipfe, beten 

^al6ajen glei* ^ ^^;^ unb ^^^— -= / t)ie ©leidjung 

Verfetten ift alfo 

4Q ____± . 4. i -1 

C2 _ b^ '^ C^ — b* ^ ^ 

p2 52 

Die 35ifferenj bet Dualrate ber ^albajen ifi ^^ _ , ^ b^, mitl^in un« 

<ib^a)igig ^on fji^, itmnaä) ifl fte biefelbe für alle jtrümmungölinien /* =: const., 
ober bie ßUipfen auf ber Äreiöfd^nittebene flnb l^omofofal, t>. ^, fie l^aben 
iic 8renn))unfte gentein; l^ierauf beruht biefer befannte @a^: 

J)ie Ärümniungölinien einer centrif^en gtäcfee jtt)eiten ©ra« 
k« projiciren [ic^ auf einer üreiöf^nittebene in ^omofotaUn 
Äegelf^nitten. 25ie ^ßrojeftion^tinien finb parallel ber fleinen 
?l,re ber gläd^e ju jiel^en- 

$. 24. Sie geobäüf^tn Sinien auf ben ^omofotalen centrif^en 9Ift4^« 

gg fei f (x, y, z) = bie ®lei(!&ung einer glac^e; reit fepen ^ = X, 

j- = Y , , ^ — Z , fo ifl bie ©tei^ung einer geobStifd^en Sinie biefer 

§lä*e 

XCdyd^z — dzd^y) + Y (dzd^x — dxd^z) + Z (dxd^y — dyd^x) = 
ttelcfecr SoacJ^imöt^at na^fie^enbe gorm gegeben ^at: 
dXd^x+dYd'^y+dZd^z Xdx + Ydy + Z dz dxd^x+ dyd^y+dzd^z _ 

'dXdx + dYdy + dZdz"^ X^ + Y*^ + Z^ dx^ + dy^ + dz^ "" ^ 

äBenben toix biefe @leicbung auf bie f^la^e 

ß2 -t- p2 _ b2 -r ^«j __ ^2 1 

<in, fo flnben voix 

X=Ari Y= .^-,-.; Z= ^ 



^2 ' * ^2 _ b2 ' " ^,2 _ c^ ' 

,_- dx ,„ dy ,_ dz 
dX = ~y; dY = ^.. ^ . .^ ; dZ = -5 55 

dx^ dv^ dz2 

dXdx + dYdy + dZdz = -^ + ^^^, + -,^ 

dXd^x + dYd^y + dZd^z = 4- 4^ + ?^-p + ^^) 

S)abur(^ »erttjanbelt flc^ bie attgemeine ©leicjung ber geobätif^en ginie 
in foljenbe : 

tooraud man burc!^ 3"^^9^^^^^" erl^alt: 

9* 
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9^ "^ ß^ - b^ "^ ^^ — c'^ 

2)ic burc^ ben SKittelpunft paraflet mit bcr Sangentc Der gcoDdtif^en 
Sinie gejogene ©crabe l^at bie ®(cic^ung 

X : y : z = dx : dy : dz 

SDtc Soorbinaten bcd ©ur(^fd6nttt^:punftö biefer ^parallele mit bem (SDips^ 
foib Pub alfo 

-* = d-F+^df +d7^ ('^^ + y' + ^'^ ' y^ =d-F+Wdi^ ^'^^ + ^' "^ ^'^ 

dz^ 
^' == dx2 + dy^ + dz^ ^""^ + y' + z^) 

x^ Y^ z^ 

S)a bicfc 2Bcrt:^c au(ä^ ber ©Icic^ung -^ + ^ _ . ^ + ^ _ ^^ = ^ 

acnügcn muffen, fo ifi 

dx^ dy^ dz^ ^ dx^ + dy^ + dz'^ 

^2 + ^2 _ b2 + ^2 _ c2 — x2 + y2 + z^ 

mithin 



x^ + y^ + z^ = 



dx^ dy^ dz^ 

^2" "^ ^2 — b'^ "^ §^ — c« 



x^ + y^ + z^ ifl aber ba« Duabrat beö Semibiameterö i, mlä)n ber 
Sangente ber geobatifc^en Sinie ^)araüel ifi, unb 

^4 ^" (p2 _ b2)2 "t- ^^2 _ c2)2 

tft, »ie befannt, gtei(3& p^/ ^ ^ft ^^^ Sä"9^ l^^^ ^^^ üRittetpunft auf bie 

Tangentialebene ber geobdtif(6en Sinie gefällten ^erpenbifefö, mithin t)et^ 
wanbelt ^ä) bie ®(eid)ung 1 in folgenbe 

hierin ift baö £:^eorem (t>on S^^^^wi^^^^O entl^alten: 

Sdngö einer geobätifd^en Sinie auf einer centrif(S^en glä^e 
i^weiten ©rabeö ifi baö ^robuft be^ öom aRittetjJunft auf bie 
iangentiatebene gefällten ^eripenbifelö unb beö ber S^angente 
ber ge obatifd^en Sinie ^^aratleten (Semibiameterö ber glcid^e 
lonfiant. 

SBir l^aben oben gefeiten, ba§ bei einer Ärümmungötinie baö ^robiift 
P»D fonfiant ifi, D ifi berjenige ©emibiameter, xodä)tt b<r Sangente ber 
Ärummung^Iinie ^jaraßel ifi. SBenn eine geobätif^c Sinie eine Ärümmungö- 
linie beruf rt, fo ifi im »erü^rungö^unft D = J, mithin PD = P<J; ^ier^ 
auö folgt: 

gur alle geobdtifi^en Sinien einer centrifcS&en glac&e jioeiten 
®rabeö, ttjef^e eine Ärümmungölinie berü:^ren, :^at ba^ 5Prc* 
bult ?.d benfelben 2Bert:^. 

SBir ttjoflen auf bem ©Uipfoib (q) jtrei f^mmetrif^e Ärümmung^Iinien, 
ttjel^e l)U S)ur^f(!^nitte beö einmantUgen ^)jperboIoibö (/u.) mit (q) finb, 6«* 
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traditen* S)ic ©leidöungen Mcfet ginicn flnb alfo in efftptifc!^en Soorbis 
naten 

Q = const. fA = const. 

Sie titelten Me glatte in brei Jl^citc; ben mittleren xooUtn mt A, bie 
pd äußern ober getrennten Sl^eile B unb C nennen, gür biefe Ärümmung^s 
Knien gilt bie ©teicfeung 

3tDei tveitere Jträmmun(($Iinien, toor>on bie erfle im 9taum A nnb bie 
jtceite in einem ber anbern üRäume B ober C liegt, l^aben t>k ©tei^ungen 

9lun ifl offenbar /i*' > ^ > /u'' alfo P'.D' > P.D > P".D"; barau« 
folgt, bag bie aeobatifiS^e fiinie, ttjel^e bie Ärümmung^tinien q = const. 
/* = const. berührt, ganj in bem 9iaum A liegen mni, unb in feinen i)Ott 
i)cn beiben anbern JRäumen, B ober C, übergeben fann. S)enn ttiürbe fie 
j. 8. bie Äriimmung^Iinie q = const. /*'' = const. berül^ren, fo tt)äre P.J 
= P".D'', traö mit ber »ebingung P.<» = P.D ni*t übereinfiimmt; ttJurbe 
ftc aber biefe Ärümmungölinie fd^neiben, fo toare im S)ürc^Wnilt«^)unft jtoar 
P = P", aber ö <: D", ba D" bie größere ^atbaje berjenicjen Sentraleni))fe 
iftberen gbene mit ber Sangenttatebene VötaUel iß, mitl^m P<y<P"D", 
t»a« nod) »eniger mit ber Sebingung P.*= P.D ^armonirt. SBir l^aben 
^iemit na^fle^enbeö ®efe^ ^inflc^tlic^ be« 8auf^, »eichen bie geobatif^en 
Linien auf ben centrif^en gla(!^en imittn ©rabeö im aDgemeinen befolgen, 
^efunben: 

6ine geobatif(!6e Sinie belegt fi(!b immer jtoifi^eji gtoei fjjm^ 
wettif^en Ärümmungölinien, l^atfie bie eine berfetben berül^rt, 
fotoenbet fie fi(^ ttJieber gegen bie anbere; unb fo jiel^t fie fidb 
inunenblic^ »ielen SBinbungen im allgemeinen in ber oon bei« 
)^en Ärummungölinien eingefd^Ioffenen ^ont um t>it gla^e 
^etum. 

I)ie 9labelj)unfte fönnen alö bie ©rdnjen ber Ärümmungölinien angefel^en 
sterben; in biefem fpejieHen gatt fü|^rt ba« öorl^ergel&enbe auf ben ®aj[: 

SBenn eine geobatifc&e Unit «uf einer centrifc!^en gtat^be 
streiten ©rabeö oon einem Slabelpunlt auögei^t, f o fann fie feine 
Ätümmungölinie berühren, foubern fie gel^t ju bem entgegen? 
«efe^ten 9cabelpunft über. ?lUe ^eobdtif^en Stnien, toet^e öon 
«incm 5WabeIi>unft auögel^en, bitben einen Strahl oon Sinien, 
^el$e jum zweitenmal imentgegengefeftten 3'iabelpunft con* 
^«tgiren. 

3tt)ei geobätifiSe Sinien, »elc^e eine Ärümmungölinie auf einer centrtf^en 

)c jtreiten ®rabe« berühren , fc^neiben eine jtoeite Ärümmungölinie in 
i'en ?Pttnftcn A unb B. S)ie oom ÜRittelpunft auf bie 2:angentialebenen oon 
A unb B gefaßten $er))enbifel foflen P unb P' :^ei§en, »äl^renb bie Semi« 
Vimtkx ber gläc&e, tt)eld)e ben Sangenten ber Ärümmungölinien in bicfen 
fünften ^)araüet finb, mit D unb D' unb biejenigen Semibiameter, ttjet(^e 
*^n langenten ber geobätif(iben ßinien in A unb B jjaratlet finb, mit d unb i' 
^^ä^ii^ttet tt?erben. *35em früheren jufolge ifl 
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P^D = P'.D' F.* = P'.J' 

mithin 

Sßcnn jtt)ci, eine Ärüntmunciölinie auf einer centrtf(3&ett 
gid^e jtt)etten®rabe^ betu^rcnbe ober butc& jtrei Stabet^nnfte 
ge^enbe, geobatifie Sinien eine jttJeiteÄrümmung^linie fÄnei^ 
ben, fo fi'nb bie öier ©emibiameter berglac^e, Döetcfie ben Zan^ 
genten ber geobatifd^en Sinien unb ber jtveiten Ärümmungö* 
iinte ]paraltet gejogen trerben, in ^xopoxtion. 

6ine geobatifc^e Sinie ((S^neibet eine Ärümmung^linte in ben fünften 
B unb C, bie Dom aWittelpunft auf bie Tangentialebenen in B unb C gefaüten 
5Per»enbifet feien gleiiSö P' unb P"; bie ben Sangenten ber Ärümmung^ftnie 
in B unb C iöarallelen ©cmibiameter gleic!^ D' unbD" unb bie ben Sangcnteit 
ber geobätif^en Sinie parallelen ©emibiameter gteic!^ rf' unb rf". 

P' . D' = P" . D''; P' . rf' = P". (J" 

SBenn eine geobätifc^e Sinie eine Ärümmungölinie auf 
einer centrifcS^en gläjiie jtoeiten ®rabe^ in jtoei fünften 
fc^neibet, fo finb bie oier ©emibianieter ber gld^e, »el^e ben 
Tangenten biefer beiben Sinien in i^ren jttjei 2)ur^f^nitt^- 
^juntten ))aranel finb, in Proportion. 

35iefer Safe läit fiä) Uiä)t auöbel^ncn auf ben gall, ioo eine geobatifd)e 
Sinie eine Ärümmungölinie in me^r alö jtoei fünften fc^neibet/ ober m 
te^tere oon mel^reren eine Ärümmungölinie berül&renben ober burd^ einen 
Stabelpunft ge^enben geobatifc&en Sinien getroffen toirb. 

gö fei ABCD ein oon oier Ärümmungölinien gebilbeteö SSieretf. 

P, P', P'', P'" Pub bie oier'oom ÜRittelpunft auf bie langentialebenen 
ber €tfen bee SSierectö gefaßten ^erpenbifel. SKan oerbinbe nun bie {plinfte 
A unb D burc& eine geobättf(5e Sinie, n?ie mä^ bie fünfte B unb C; bie 
ben Tangenten ber erflen 35erbinbungöltnie in A unb D paraöelen ©etnii 
biameter jtnb c(lää^ ä unb (J'"; bie jioei anbern ©emibiameter ber gläiS&e^ 
ioetc^e ben Sangenten oon ber ?ittjeiten 33erbinbungölinie in B unb C parallct 
finb, fotten mitrf' unb (f" bejeitfenet »erben. Sinn ifl 

?^S = P'" . J'"; P' . (J' = P'' . rf" 
P.P".(y.<J" = P'. f''\d\d''' 

aber nac^ einem @a^ beö §.21 l^aben njir 

P . P' = P' . P'" atfo aucb 
5, d . d'\= J' . J'" ober <J : rf' = (J'" : J" 

35ie oier ©emibiameter einer centrifi^en gtdc^e jtoeiten 
®rabe^, toelc&e ben oier Xangenten oon gnjei geobätifdben Sinien 
parallel finb, ttjooon jebe ^wei 6(fen eineö Ärümmungölinien» 
oieretfö oerbinbet, finb in Proportion. 

3n bem Ärfimmungölinienoiereä ABCD ftnb bie genannten jtt>ei geo« 
bdtifcf^en Sinien entioeber AB unb CD, ober AD unb BC, ober enblidö auA 
bie 3)tagonaten AC unb BD. 

aSier geobdtif(fte Sinien, ioel^e eine Ärümmungölinie berui^ren, bilben 
m geobdtifd&e^ 83iere(f 21 ©6 2). 5Die oom 3Wittelpunft auf bie Sangentiat 
ebenen öon 3t, S, 6, SD gefdttten ^erpenbifet foHen toieber mit P, P', P", P 
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tejet^net toerben* Die t>ier Stmiiiamtttx , »el^e itn Zang^tnttn ber geo^ 
Mtifc&en ginicn 9193 unb SSD in ben ^punftcn 91, 93, 6, 2) ^)arattel jlnb, 
nennen mt S, ä\ i" , <J"' unb bic anbctn öicr Scmibiametcr, »etc^e ben 
Jangenten bet flcobatif(j&cn ginicn 91 S unb 332) in ben fünften 91^ 33, S, 35 
Darattel jlnb, d, d', d", d"', fo ifl 

P J = P' . <»' = P" . J" = P''' . *"' = P . d = P' . d' = P" . d" = ?'" . d'" 

J = d, ^' = d', 8" = d", J"' = A"' 

3n ctnem 5Punft A einet Ärümmungölinie laufen jttjei geobatiWe Sinien 
i^ufammen, welche eine jtt)eite Ärümmungölinie betül^ten. ÜRan jiel^e burd) 
ben 9Kittet^)untt ber gta(fte eine 6bene flparaflet ber Tangentialebene üon A. 
Die SDur^fc^nittötur^e iß ein Äegctfc^nitt, beffen ^atbajen xoix mit D unb 
D' kjeiiftnen »otten; biejenigen <Semibiameter beffelben, tcelAe ben Sangenten 
hr geobdtifc^cn Sinien in intern S)ur(^f(!bnittöpunft A »ataltel j!nb, feien i 
unb S'\ fo ^at man, töenn P baö öom OKittetpunft auf bie 2an«entialebene 
iiefalltc 5Peri)enbifeI ift, P»J = P.*', »eil beibe geobatifAe Sinien eine 
Äriimmung^Iinie tangiren, alfo S = i' , mithin tüitb ber SBinfet unb bet 
Menmntel bet ©emibiametet d unb cf' »on ben ^albajen D unb D' bcd 
Äegelfc^nittd ifealbirt; leitete ^albajen finb abet ben langen ten bet P^ in A 
id)neil)enben Ätümmung^Iinien pataflel, fomit ^aben toix fcigenben ®a^: 

SBenn ficb in einem ißunft auf einet centtifcfien gtac^e ixotU 
ten@rabed jttjei geobdtifdbe ginien, bie eine Ätümmung^Iinie 
berühren obet but(^ jtvei Slabelpunfte gelten, ftbneiben, fo toitb 
bet SBinfel, ben fic im S)ut(!^f4nitt«punft bilben, t>on ben bei« 
ben Ätümmung^linien ^albitt, bie but^ biefen 2)ut(^fc^nitt^s 
punft gelten* 

6d feien A unb B jtoei ftjmmettifcibe fünfte einet Ätümmungötinie ^in« 
W^iii einet bet ^auptebenen bet gladbe. SDlan gleite butcb A unb B «tci 
!ieobatif(!fee ginien, toeld^e eine jtoeite Ätümmnngdliuie betagten, fo beftebt 
^k ®fei^ung P . <J = P . rf'; ba offenbat bie 9lbftdnbe bet Tangentialebene 
bet 9ßunfte A unb B oom üRittelpuntt einanbet glei^ jinb; mithin ift * = J'; 
bie beibeu 2)iamettalfc&nitte, njelc^e biefen Tangentialebenen patallel butdb ben 
littelpunft gelegt tt)erben, finb fongtuent, alfo jinb bie gßinfel, toel^e il^te 
Semibiametet S unb S^ mit ben 9tjen bet ©Quitte mai^en, glei^, unb ba 
leitete 9lsen V^J^aHet ^^^ langenten bet Ärümmungölinie in A unb B ftnb , fo 
fifeneiben aucb bie geobdtifc^en ginien bie Ätummung^linie AB untet bemfels 
ben SBinfel ; ^etauf beruht bet ®a^ : 

3tt5ei geobdtif(!&e ginien einet centtif^en gldcbe gtoeiten 
®tabe§, toelc!be eine Ätümmungölinie betü^ten, obet butc^ 
«inen 9'iabel:punft gelten, fiibneiben eine gtoeite Ätümmung^^ 
linie in gioei ju einet bet^^auj^tebenenbetgldc^ef^mmettifdöe« 
fünften untet glei(!^em SBinteL 

£)ie getablinigen ßtgeugenben eine^ einmantligen ^p))etboloib6 ftnb gtoei 
jeobitif^e ginien, toel^e bie genannte 6igenfcbaft b^ben; alfo ||albiten bie 
Ätümmungölinien in einem ^unft eine« einmantligen ^^petboloib« bie SBinfel 
^« butd) biefen {ßunft gel^enben getablinigen 6tjeugenben. 

J)iefet ©afe »utbe guetfi t)on S)uj)in aufgejiellt, unb Idftt flc^ noft auf 
»iele anbete 9ttten betoeifen. 

Senn man butd^ einen ißunft auf einet gld^e gtoei Tangenten giel^t, fo 
^^6 (te gleite SBinfel mit ben Tangenten bet butd) biefen ^Punft ge^enben 
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jttümmun((dltiiten btiben, fo ^abtn bie betben iuxä^ jene Zan^tnttn flel^enbett 
9lormaIf(!^nttte ber Stätte gleite jtrummung^l^albmeffer. ^tetaud ia|t ftc^ 
bet @a^ ableiten: 

I)ie Ärümntuitgöl^albmeffer ijon jtoei fleobatif(^en Sinicn 
auf einer centrifcben gldc^e jtt)eiten ®rabeö, tt>el$e eine Stxixm^ 
munct^linte berül^ren^ ober but^ i^^i 9label))untte ge^en^ in 
bem Sßunft, tt>o fie fi^ freujen, finb einanbet ftlei^. 

9ia(^ bem ©afee üon S)upin jlnb bic Ärummung^lalbmeffet in einem 
5ßunft einer centriWen gla^e jtreiten ®rabeö ben Duabraten ber Semibia^ 
meter beöjenigen I)iametralf(!^nittö ber %l&ä)t proportional, tret^er ber San? 
gentialebene biefeö $unftö parallel ifi, 

SBir ^aben in §. 21 bie ©leic^ungen gefunben 






y* 



Vp^ — /»* Vß« — V* 

R = il- R' = ^ , R : R' = D» : D"' 

Sßeit nun D unb D' bte ^albajen biefe« S)tantetta{fdbnttM jlnb, u>e(<^e 
ben S^anaenten bei Jtiümntunaältnien paiaQet laufen, fo folat baiaud unmittelbar 

6. t = -^ 

^ier bejeic^net r ben Ärümmungöl^albmeffer ber bur^ ben ^unft auf ber 
J^Ia(!6e gel^enben geobätifdben ginie, bereu tangente parattet bem ©emibiameter 
i beö SDiametralf^nitt« iji. J)a Idngd einer geobätif^en 2inte ba« ißrobuft 
P . i fonftant ifl, fo baben »ir nac!^ 6» 

7. — = constante 

r 

S)iefe jtteite ®Iei(Sbung ber geobatift^en ginie enthält folgenbeö S^eorem: 

gdngö einer geobatif^en ginie auf einer centrifd&en gld(^e 

j^toeiten ®rabeö ift baö 33erpltni§ ber britten ^otenj beö ber 

Tangente parallelen ©emibiameter^ ber glac^e jum Ärüm« 

mungö^albmeffer biefer ginie lonftant. 

3tt)ei geobdtifc^e ginien, toelc^e eine Ärümmnng^linie berühren, fc^ineiben 
eine jttJeite Ärfimmungöliuie in ben ^ßunften A unb B; i^re Ärummung^l^albs 
mejfer feien in A = r unb in B = r'. SJie ^auptfrümmunjj^l^albmeffer ber 
gldc^e, xodäit ben bur$ iic Sangenten ber Ärümmung^linie in A unb B 
gelegten 9lormalf$nitten entfprei^en, begei(!&nen toir mit R unb R' unb bie 
iom üKittelpunft auf bie Sangentialebenen biefer ißunfte gefällten ^erpenbifel 
mit P unb P', enblicb feien bie ben langenten ber ft^ in A unb B freujenben 
ginien parallelen ©emibiameter D unb o, D' unb d% fo ifl 

R = -p-; R' = p7; ^ = -p-5 i^' = -p7 «Jf^ 

D2 ^2 J/2 D/2 



R r r' R' 

5Ra* ber ®lei^ung 3 biefe« ^aragrap^ö ifl D^ . rf'« = d'^ . <J^ alfo 
8. R : R' = r : r' 
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'SBenn ^toti, eine jttummunqdlinte beru^renbe ober bur$ 
^mi Slabelpunfte gel^enbe, geoidtifcfte Siitien einet centrifc(ien 
gla^e jttjeiten ©raDeö eine jtt)eite Äriimmungdlinie f(!bneil>en, 
fo finb bte Ärummunflöl^albmeffer ber ben langenten ber ^eo« 
l)atif$en £inien unb ber jtruntniun((dttnte in ben 2)urc^f(i^nittd« 
fünften entfpreiS^enben ?iormatf<i)nitte ber glä^e in Proportion. 

dint foI(!^e ^Proportionalität ber Ärümmungöl^albniejTer flnbet in atten 
ipuntten flatt, »o eine Ärümmungötinie oon mel^reren geobätif^en ginien ge^ 
troffen toirb, für ioelc^e P . S benfclben SSertl^ l^at. 

®anj anaiog xoirb mittelfi ber ®tei(^ung 4 biefeö ^aragrapl^ö ber ©e^ 
lüei^ be^ ©a^eö flefü^rt: 

SBenn eine geobatifd^e Sinie eine Ärümmung^linie anf einer 
<enttif^en gldd^e jtoeiten ©rabeö in jtoei fünften fd^neibet, fo 
tinb bie Ärümmungöl^albnieffer ber ben Tangenten ber geobätis 
f^en unb ber Ärümmungölinie in ben S)urcl)f(i)iiitt^})unlten ent* 
jpre^enben Stormalf^nitte ber gla^e in Proportion. 

9lu5 ber (SIeic&ung 6 folgt 
9. r . P3 = P2 , J2 =1 const. 

hierauf beruht ber ®a^ (oon S^^^iwi^^^^t): 

gdngö einer geobatif(!&enSinie o er 1^ alten fi(^ bieÄrümmung«? 
^albmeffer ber Sinie umgefel^rt »ie bie brttten ^otenjen ber 
Dom aJiittelpunft ber gläd)e auf bte Tangentialebenen gefällten 
iperpenbifel. 

SBenn man jtoei geobätifcfte ßinien auf einer centrif(^|cn 
glac^e iweiten ©rabe« ii^^t, toooon jebe jtoei (Scfen eineö Ätüm« 
mungöHnienoieredö oerbinbet, fo finb bie üier Ärümmungd:^ 
^atbmeffer ber geobafif(3^en ginien in ben ©den bed SSieredd 
^roportionirt. 

ABC tft ein geobatifd&e« S)reietf. S)ie beiben Ärümmungöl^albmejf^r 
In in ben Sden A, B, C jufammcnflogenben geobätif^en ßinien begei^nen 
n)it ber (Reil^e nad) mit ra , r'a ; rb , r'b ; rc , r'c ; bie oom SWittelpunft ber 
?[la^e <auf bie S^angentiatebenen t)on A, B unb C gefaßten ^erpenbifet mit 
l*a, Pii^ Pc^ fo ift jufolge ber ©leicibung 9 

ra . P^a = r'b . P^b ; rü . P^b = r'c . P^c ; rc . P^c = r'a . P^a 
10. ra . rb . rc = r'a . r'b . r'c 

2)i< fe(^« Ärummung^l^albmeffer in ben (gtfen eine« geo« 
^atifs^.en SJreietf« auf einer glädje jweiten ©rabed bitben jnjei 
f^uvipen; ba« ißrobuft ber brei in ber erften ©ruppe enthalte« 
«en i^ gleich bem ^robuf t ber brei anbern. 

2>itfe« I^eorem oon 3oa*im«t^at ifi folgenber (Srtt)eiterung fa^ig: 

Säte nehmen auf einer folgen gtäd&e ein beliebige« geobätifc^e« öieled 
«n, ^. ©. baögünfedABCDE, unb führen ganj analoge ©ejei^nungen ein^ 
fo yfii^n bie ©lei^ungen: 

la . P^a = r'b . P^b ; tb • P^b = r'c . P^c ; tc . P^c = r'd • P^d ; 

td . P^d = t'e . P^e ; re . P^e = t'a . P^a 

II* ra . rb . rc . rd . re = r'a . r'b . r'c . r'd . r'e 
5)ic Ärümmunaö^albmeffer in ben (Seien eine« geobatiftften 
Siele*« oon nSetten bilben jtoei ©ruppen. SDa« ^robuft 
iet nÄtummung«^albmeffer, toelc^e in ber erften ©ruppe ents 
Ratten finb, -tft gleidö bem ?Probuft ber nanbern. 
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J)a für eine aeobdtifc^&c Sinic ba« ^tobuft ?.d fonftant ift, fo wolleit 
t»tr bie je^n ©emibiametet bet glä^e, »et^e ben laitjienten beö geobatifcftcii 
günfetf« in ben ©cfen ABC DE jjaraüel flnb, ber JRei^e mi^ bejei^nen mit 
Ja , rf'a ; Sb , rf'b ; ic , <J'c ; Sd , J'a ; Je , rf'. unb erhalten folgenbe ®UU 
jungen : 

rfa • P« = ö\ . Pb ; Jb • Pb = d'c . Pc ; Je . Pc = J'd . Pd 

Ja . Pd = J'e . Pe ; Je . Pe = J'a . Pa 
12. Ja . Jb . Je . Jd . Je = J'a . J'b . J'c . J'd . J'e 

2)ie ©emibiametcr einer centrifcfeen g^ä^e jttjeiten ©rabeö^ 
xotlijt ben langenten in ben (Sden eineö geobatifc^en n6Ä^ 
parallel finb, ti^eiten fi(6 in jtrei ©rnppen; ba« ^robutt ber 
n®emibiameter ber einen Ornppe ijl glei^ beut 5Probuft ber 
n ©emibiameter ber anbern ©ru^pe* 

SDurc^ einen ^unft A auf bem ßttipfoib (q) jie^en mx bie beibctt 
Ärümmung^linien, beten ©leic^ungen in eHiptifcJen Soorbinaten jtnb, 

Q = const. fi = const. unb q = const v = const. 
gerner ge^e burcö A eine geobätifc^e Sinie, tt)cld)e mit ber erjlen Ärümmungö» 
linie ben SBinfel i bilbet. * S)ur* ben üRittct>)untt ber gtä(i)e gel^t eine gbene^ 
»et^e biefelbe in einer ßdi^fe fdjneibet, beren ^albajen D unb D' :^ei§en. 
I)er ©emibiametcr biefer ßüipfe, tt)elc&er ber langente ber geobdtifc^en Sinie 
in A )>arallel ift, fei gtei$ J, fo ift ber SBinfel jtrifc&en J unb D = i, bei 
D ber Tangente ber eVflen Ärümmungötinie (fi = const.) parallel i% SBir 
^aben nun ixt befanntc ©leid^ung 

l cos^i sin^ i 

3laä^ 21. unb 22. in §. 21 ifl 

D^ = ^^ — r^ unb D'2 = ü^ — /i*2 
alfo 

^^"^ " ^'y ^' "" — = ^' — </^^ <^os^ i + ^' s»n^ 
S'iun l^aben t»ir für bie geobatifc^e Sinie P . J = constante = C ; ferner 

__ Q Vg^ — b'^ Vq'^ — c^ 

25ur(J) ginfe|iung biefer SBert^e in bie »orige ®lei(^ung ifl 

^—^^ -fy-i^s^ ^ =z Q^ — (fii'i cos* 1 + V* sin* i) 

13. /t** cos* i + V* sin* i = C 

C ift = e' — g' (g' — ^P (g' — ^') 3= constante. SDen SBert^ bie^ 

fer neuen itonftante C fönnen reit leicht befiimmen. 6d feien q = consl. 
unb a = const. bie ©leic^ungen in etlil^tifciöen ßoorbinaten berjenigen Ärünu 
mungölinie t)on (g), n^el^e bie geobätifd^e Sinie tangirt, b. ^. a ifi t)ie 
große ^albaje bedienigen l^omofofafcn ^pperboloib« , beffen S)urdb[(tnitt mit 
(q) bie genannte Äriimmung^Iinie ift. ^m ©erü^rung«i)unft ift i = o ®ra^ 
atfo cos i = 1; sin i = o, ferner ift /w = «; bie @lei(^ung 13 t)Ct»anbelt 
fl^ fomit in 

a* = C 
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J)a nun bcr SBcrt:^ ber Äonftanten beflimmt ift, fo fd)reiben tt)ir bie 
®Ici(3bung bct gcobattfd^en gtnic in bicfcr, t)on Siouiöitte guerji flcfunbenen^ 
gcrm: 

14. fi^ cos^ i + v^ sin« i = a« ' 

SBcnn J>tc ginic l)ur(^ einen Slabclpunft (je^t, fo ifl « = b, man er^ 
^alt bann ' 

fi^ cos« i + V« sin« i = b« 

9luö biefer ®Iei($nng laffen Pc^, njie auö berjenigen t)on Soadbimötl^al;. 
Dtete Stgcnfci^aften bet geobatifjd&en Sinien ableiten, ©d^neiben jt(i& j. S. 
pei (^eobätifd^e ginien, n^elcfte eine Ärümmunflölinie berühren, im $nnft A 
bcö SIlipfoibö, tt)o bie Ärummungölinien /u- = const. unb v = const. %\u 
fammentreffen, fo ifi /i*« cos« i + v« sin«i = «« /it« cos« i' + v« sin« i' = a^ 

^2 _ (^2 _ y2) sin2 i = ^2 _ (^2 _ 3,2) ^[^1 j/ 

i = i' 

toelt^en ®a^ ttjit f^on oben gefunben l^aben. 

Sluö 14, erl^alte n n?fr 

V"«« — V« . . \/|Ci« — a« ^ . \//w« — «^ 

15. cos 1 = — , sin 1 = = tg 1 = — . ^. 

>/^2 _ y2 Sj^l _ y2 ^ V^a2 _ y2 

SBir ^iel^en burd) ben 5Punft A beö ßtlipfoibd jttjei geobatifc^e Sinien, 
tt)cld)e bie Ärümmungölinicn q = const. a = const. unb q = const. ß = const. 
betü^ren; biefe geobätifcben Sinien bilben im ^ßunft A mit ber Ätümmunflös 
Knie fi = const. bie SBinfet i unb i'; bie ©leidfeungen 15 führen nun auf 
fotgenbe : 

. . Va^« — «« . ., Vfi^ — 1^« 

sm 1 = — ; sm i' = — ; ■ _ 

VfA,'^ — V « N//1*« — V« 

,^ sini V/M,« — a« 

Ib. — T TT = r = 

sm i' v^^2 — 1^2 

®o lange f!cö ber $unft A auf ber Ärfimmungölinie fi = const. bewegt^ 
Meibt /i* unüeranberlicö unb ba bie geobätifc^en Sinien, njelcfte öon A au«? 
flcl^en, immer bie Ärummungölinien « = const. unb ß = const. berühren, fo 
Vben trtir folgenbed 2beorem (t)on Siouoitte): 

SBenn ftcö bie ®pi^e eineö »on jtuei geobatifcftcn Sinien auf 
einer centrif(!&en gtad)e jttjeiten ®rabeö gebitbeten SBinfelö, 
toelcj^e jtt>ei bejiimmte Ärümmungölinien btxn^xtn, a«f einer 
dritten Ärümmungölinie belegt, fo ift baö 93erpltnig ber Sinud 
*er SBinfel, »eld^e bie geobatif^en Sinien mit ber le^tercn 
Ärümmungölinie bilben/fonfiant. 

5Re]^men »ir aber an, ba§ P(6 bie burdb ben 5ßunft A gezogenen geo^ 
*ätif(^en Sinien, »el^e bie Ärümmungölinien « = const. unb ß = const. 
berühren, unter re^tem SBinfel fd^nei ben, fo ^a ben tt)ir_bie_®tei^ungen 

. ., ^ >/«« — V« V/lt« — |9« 

cos 1 = sm i' ober . = = , - 

V^2 __ y2 V/tt« — r« 

17. /*« + v« = a« + /5« = const. 
Slun ifl bie Scinge bed n ad^ bem fünfte A ober ( g/j^/v) gezogenen 

Scmibiameterö ber gla*e = V^g« + ^« -f v^ _ b« — c«, mit^n ift aud) 
tiefer ©cmibiameter tonfiant. 4>ierin liegt nadfefie^enber @aft 0>on 3Ki*act 
Stöbert«) : 
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Die Spi^t eincö öon jttei gcobatifc^cn gitticn auf einer 
centrif(^en glä(^e jÄciten ®rabeä c^ebitbeten rechten SBintel«, 
tt)eld^e jtt)ei bejiimmte Ärümmungölinien berul^ren, bewegt fi<3& 
auf einer fpprif^en Äurüe, 'ober auc^ auf einer folti^en Äurt>e, 
rotlä^t bie ßigenfd^aft i^at, ba§ bie na(ft i^ren fünften gezogenen 
Oemibianteter b er gla(^e ben fonjugirten langen ten einer b ritten 
Ärümmungölinie parallel finb. 

3)iefer ®a| l^at natürlich auc^ noc^ feine ®eltung, noenn t}it beiben 
geobätiftften ginien nur eine Ärümmungölinie berühren, ober toenn jle burcö 
jnjei 9iabctj)unfte ge^en; in aüen brei gällen bietet bie ©eometrie ber (Sbene 
merlmürbige 2lnalogieen bar. 

Slucö ba3 t)or|in angeführte Jl^eorem t)on Sioubille ifl eine SSerattge^ 
meinerun^ be5 ®a^eö, nac^ bem jn)ei geobatif^e Sinien, tt>elc&e eine Ärüm^ 
mnng^linte berühren , eine jnjeite Ärummung^tinie unter gleichen SBinfetn 
fd^neiben; benn man erl^alt auö 16,, wenn a = ß gefegt trirb, 

sin i = sin i' 

ÜKan nel^me auf einer Ärümmungölinte fünf 5Pun!te an, ABC DE, unb 
üerbinbe biefelben burc^^ geobätifd&e Sinien. S5ie SBinfel, ioelc^e je itoti in 
A, B, C, D, E jufammenilogenbe Seiten beö gflnfecf« mit ber Ärfimmungö^ 
linie bilben, bejeicbnen mr ber Steige na^ wit i, J; i', J'; i^ J^; i^ J^; 
i\ J*; bie geobätif^en Sinien AB, BC, CD, DE, EA berühren bie Ärum=^ 
mung^linien « = const. ; ß = consl. ; y = const. 5 d = const. ; s = const. 

SBir l^aben fomit folgenbc je^n ©leic^ungen, inbem trir bemerfen, ba§ 
bie Ärümmungölinie ABCDE ober fi = const. in A, B, C, D, E tjon ben 
Ärflmmungölinien v = const.; v' = const. 5 v" = const.; r'" = consl.; 
i/"" = const. gef(i)nitten xt)irb : 



» - ^,- . i — ; • — ♦ Gin ,^ __ : 
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Sin 1 = — / ; sm 1 » = ; _ ; sin 1^ = . 

. \f^i _ cJ2 . sfijfi - e^ 

sin r = —f==== ; sm 1* = , — 

sm J = — ; sm J ' = ^ -^ = ; sm J^ = . -^ 

sin J3 = ^ -^ ; sm J* = ; -= 

18. sini * sini^ * sini'^ . sini^. sini* = sin J.sinJ^. sin J^. sin J^. sinJ* 

S)iefe ©(ftlugttjeife lagt jlc^ auf ein beliebige^, einer Ärümmung^Iinie 
efnbef^riebeneö geobätifcS^eö 33ieletf auöbel^nen. %it ©tei^ung 18 gibt unö 
ben 8e^rfa§: 

SBenn man einer Ärümmungölinie auf einer centrif^en 
gia(S^e jtt)eiten ®rabeö ein geobätifdbeö aSieleÄ i)on n®eiten 
einbefcbreibt, f laffen ficb \it SBinfel, tt)eld)e jebe Seite beö 
aSielecfö mit ber Ärümmungölinie bilbet, in jtuei®rui)pen brin« 
gern S)aö ^ßrobuft ber ©inuö ber nSBinfel in ber erften ®rup!pe 
tft gteicb bem$robuIt berSinu^bernSBinfel in ber anbern ®ru:p}>e» 

2Ran fann au(fe einer ihümmung^linie ein geobätifc^eö 93ieleÄ üon ber 
?(rt einbeftfireiben, baft beifen Seiten fämmtli^ lieber imt ^tiXt Ärfimmungö* 
linie berühren; aföbann bilben \t ^ti anfiofienbe Seiten mit ber erflen 
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jtrümmunctdfinte gtetAe 9ßinfe(. 9Btt trotten biefe SBintel für ein geobatifi^e^ 
3)reie(f AJBC i, i^ i^ nennen. J)ie erfte Ärümmung^ltnie fei ii = consu 
Me jweite « = const. 9lnn flnben bie brei ©lei^ungen fiatt 



VfjL^ — «^ . ., V/ii2 — «i . .^^ V^^2 — a 



« 



Sin i = ; sin i' = — ; sin i" 



V/^2 _ y2 V/l*^ — V'i V"^'^- 



V 



//2 



S)iefe brei {Relationen enthalten jttjei Äonftante, fi unb «, unb fed&^ 
JJariabetn, sini, sini«, sini^; v, v', v", mithin tann benfelben aufunenblic^ 
öielc Wirten ®enuge geleitet »erben; »enn alfo allgemein eine Ärüm« 
mungölinie auf einer gld^e gleiten ®rabe« gegeben Vü, fo gibt eö unenblid^ 
mele S)reie(fe (ober 93ieletfe oon beflimmter (Seiten ja^^t), tt>el(fte berfelben fo 
einbefc^rieben »erben lonnen, ba^ i^re Seiten jugleid) atte eine jtt)eite Ärum^ 
mungdltnie berül^ren« 

9ia^ bem S^eorent t^on (Suler befielet bie ®tei(^ung 

11 1 

— = -^cos2i+— sinM 

SBenben toir biefelbe auf bie geobdtifc^en Sinien ber gtäcften j^eiten 
®rabe« an. R unb R' jtnb bie ^auptfrümmung^^albmeffer b^ö (SHipfoib« (ß) 
in bem ^ßunfte, too ed t)on ben ^omofofalen |)pperbo{oiben {(a) unb (v) ge«^ 
fcfenitten wirb, alfo 



R = 



iq'^ — fi'^y/^ (^^ — v'^f/2 



5 (^2 — b^)V2 (ß2 _ c2)l/2 



^ (pi _ 52^/2 (g2 _ c2)./2 ^ (^2 _ 52)1/2 (ß^ _ ^2)1/2 

i ifl ber SBinfel^ n)el(||en bie Xangente ber geobätifc^en Stnte mit ber 
Ärümmungölinie (fi) ma(^t; r ifl ber Ärümmungö^atbmeffer ber geobatif^en 
Stnie, unb alfo juglei(^ beö bur(Sb bie langente ge^enben S^ormalfcbnittö 
ber gldcfee. I)urct ©ubfiitution ber SBert^e oon R unb R' in bie obige 
©lei^ung erl^alten toix 

4a 1 e(^^— b^)V2 (ß^-cT/2c « / 2 ^2- . 2 • 2-^ 

JRad^ bem ®a^e t)on Siouoifle ifl bie ®röfte ^^ cos^i + v^sin^i = const. 
Idngö aller geobdtif^en gtnien beö ßlli^jfoib^ (q), »eld^e eine Ärfimmun^«* 
lime biefergtdc&e tangiren; alfo l^aben toir au^ für foli^e geobdtif^e Sinien 

20. (g--^-)-/K.--vy/^ ^ ,,„,, ,,,, d^d:! ^ ,,„,, 

r r 

D . D' . TT ifl ber Snl^alt bcöienigen I)iametralf(^nittö oon bem 6ttii)foib 

(ß), »etiler ber Sangentiatebene ber geobdtif^en ßinie pötallel ifl. S)ie 

®lei(^uugen 20 entl^alten fomit biefen (Safe: 

8dng^ alter geobdtifc^en Sinien einer centrifd&en gld^e 

Ütteiten ®rabeö, »elcbe eine Ärümmungölinie berü:^ren, ifl baö 

35erpltni§ ber britten ^otenj be^ Sn^att« oon bem ber lan^ 

gentiatebene parallelen S)iametralfd)nitt bergld^e jumÄrüm* 

inungö^albmeffer ber geobdtifcben Sinie fonflant. 

SJir tonnen au(f> b ie früher e ®let^ung (9) r . P^ = const. ableiten 

Q Vp^ 1- b'^y/o^ — c^ 
m 19., ba P = — — r - r- w^ib flnben bann »eiter, ba& 

bie Ärümmungö^aibmeffer aller, eine Ärümmung^linie berfi^:^ 
rcnben, ober bur(!ö einen 5Rabelpunft ge^enben geobdtifdben 
8inien einer centrif(!^en glä(S^e gleiten ®rabeö ba, tt)o fie eine 



im 

"^oUtbe treffen, ober eine^inte, für tt)et(^e t)ic t>om Tlittelpnntt 
X>tx gtdc^e auf tl^rc Tangentialebenen gefällten ^eri)enbifel 
«inen fonflanten SBert^ ^aben, einanber glei^ finb. 

Se^en wir aber umgete^rt \>u (Slei^ung r . P^ = const. für geobatifcbe 
Sinien alö betannt t)orau^, fo fü:^rt bie ®lei(]^ung 19 auf bie £iouDifle*fd)e 
^orm ii*2cos*i + v^sin^i = const,, unb wir ^aben fomit einen »eiteren 
'Senjei^ biefer le^tcren Sielation. 

SDie ®lei(^ung 15 be^ §. 4 l^eifet 

1 1 

— cos^i + -j|^ sin^i 

A = 



1 1 

^008^1 + p-2 sin^i 



^ier ift A bie ^olbifianj beö (Slement« einer ßinie auf einer glatte, 
"treld)eö mit einer Ärümmungölinie ben SBinfel i bilbet. So fei j. 93. MM' 
vin jolt^e^ (Slement. 25ie beiben 9iormalen ber gläd)e, beren gu§punfte M 
iinb M' finb, fd)neiben jid^ nid)t, t)orau«gefe^t, baß M M' feiner Ärümmung«^ 
liuie angehört; bagegen gibt eö jtvei $untte auf ben S^ormaten, ttjelcfte i|rc 
fürjefte (Entfernung angeben; bie SSerbinbung^linie berfelben fie^t fenfreiSftt 
viuf beiben Stormalen, unb ber ^ßuntt, n)o biefe aSerbinbungötinie bie erfle 
!Rormale trifft, ^ei§t na* Soa^imöt^al ber ^^Jol beö (Slement^ MM', \)it 
Entfernung beö $ote t)on ber glatte ifi bie ^ßolbifianj biefeö (glementö. 2Bir 
trotten nun annehmen, MM' fei ein (Slement einer geobiitif(!ben Sinie auf bem 
<Süipfoib (?) unb i fei ber SBinfet, welchen MM' mit ber bur* M gel^enben 
Ärümmungölinie {fi) bilbet, fo l^aben tt)ir, mit 93enüfeung ber befannten 
^crt^e y>on R unb R', unb inbem toir annehmen, baB fi* in M bie beiben 
Ärümmungölinien (/i) unb (y) f(^neibcn. 



cos^i sin'^i 



+ 






+ 



(?^-^^)(p^-.v2)3 . (Q^-f.^^^dQ'^^v^) 



cos^i sin^i 



+ 



2 



_ (^^— ^^)V2(^^— |/^)V2 Q^ ^ V'^ ' ?^ — A* 

*~ Q (?^— b «) V2 (g ^— r ^) V2 cos 2 i , siö^T 

+ 



(p2_y2)2 • (^2_^2)2 

SBejeiitfnen tt)ir ben mit ber Slangente MM' ber geobatifc^en ginie :paraües 

leu Semibiameter beö gttipfoibö (q) mit d, fo ifl A- = £^ + 4rF-i 

O > D, finb bie ^albajen beö ber 2:angentialebene r>on M parattelen 2)iame* 
tralf<!^nittö ; ferner ifi D^ = ^2 _ ^2 „„i) 0^2 == ^2 _ ^2^ ^ij-^j 

cos^i sin^i _^ 1 

^2— r^ + ,>2 _ ^2 == -JT 

9Bir fatten t)om ÜRitteH)unft biefe^ 2)iametralf(6nittg auf biejenige Xan^ 
i<ente beffelben, toel^e burci^ ben (Snb:punft beö Semibiameter^ d ge^t, ein 
I^Jerpenbifel, toeld^eö ioir mit p bejei^nen, fo ifi einer befannten eigenf(!6aft 
Der eOipfe jufolge 

cos^i sin^i 1 

(?^ - f^)2 + (^— ^2)'^ ^ ^^\T^ 



22. A = 



P = 

,2 
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2)ur^ 83crbint)ung ber legten \>xn ©leicfcungen erlfealten toix folflenben 
tinfaiS^cn Slu^brud für A : 

21. A = P^ ^7 ^ .7 

2)aö t)om 5lÄitteIpiinft auf bic Tangentialebene t)on M gefällte ^etpen« 
lifel nennen tt)ir, me früher, P^ 

EL 
P 

3n biefet (Sleic^ung ifl ber Sel^rfa^ enthalten: 

9luf einer centrifc&en gla$e jt^eiten ©rabeö ifl ein Sinien« 
«elemcnt gegeben; man äte|e in bem 25iametralfc6n'itt bergläc^e, 
iDel^er ber burd& biefeö ©lement ge^enben 2:angentialebene 
))araUct ift, einen (Semibiameter parallel bem (Clement, fo ifl 
baöCiuabrat beö $erpenbifelö, »eldfeeö »om aÄittetpunft auf bic 
iurc^ ben ßnbpunft biefe« ©emibiameterö ge^enbc S^angente 
be« vSciönittö gefällt n)irb, gleid) ber ^olbißanj beiS Slementd 
mal bem öom SRittelpunft auf bie S^angentialebene l^erabgelaffes 
nen ^erpenbifel. 

£)iefcr ®a$ gilt angemein fnt irgend eine Sinie auf ben centoifci^en 
^lad^en ^toeiten ®tabeö. 93ei ben Jtrümmung^Iinien n^irb bie ^olbiftanj 
^teid) bem ^auptfrümmungdl^albmeffer ber glädje, \inb p faßt jufammen mit 
«iner ^atbaje be« ber langen tiatebene parallelen 2)iametralf(S&nitt^, alfo t)ers 
tpanbelt ftd^ bie ©leic^una 22 in 

ttelt^eö ber ©aft i)on S)upin ifi* Sei ben geobätif^en fiinien l^aben mx i>it 
Olei(!&ungen 

P . rf = const. rf' . sin a = const 

d unb rf' ftnb biejenigen jn^ei Semibiameter ber glätte, trelc&e paraüet 
ttnb einer langente unb ber fcnjugirten Sangente ber geobätif^en Sinie. 
tJ'.sina ifl fomit baö öom ©nbpunft beö @emibiameterö 6', ber mit ber 
fonjugirtcn Jangente parallel ifi, auf ben (Semibtameter d iberabgelaffene 
tperpenbifel; ober auc& eö ifl bad »om ÜKittelpunft auf biejenige 2:angente 
l>eö burd^ ä unb d' befiimmten £)iametralf(!&nitt$ ber gläc^e gefällte ^erpen« 
bifel, n)el(!&e bur^ ben Snbpunft »on d' ge^t. SBir jiel^cn nun in einem 
tpunft einer geobätifd&en Sinie ba« fonjugirte dlement; bie ^olbifianj beffelben 
fee}ei(36nen mx mit A', unb ben enfprct^enben SBert:^ »on p für biefeö (Sie« 
«lent mit p', fo ift na^ 22. 

Stun ifl offenbar p, = J' . sin a ; unb *' . sin a längö ber geobäti[(!^en 
Sinie fonflant; alfo 

23. A' • P = const. 

Sang« einer geobätifcben Sinie auf einer centrifd)en gläc^e 
Streiten '®rabe^ ifi baö ^robuft ber ^olbifianj be^ fonjlugirten 
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gtnienclemcnt^ uiiD ^eö t)om ÜRittelpunft auf ^ic burd) btcfc^ 
(SIcment ge^cubc Janflcntialebcnc bct glacfte gcfdllten ^erpcn«^ 
bifcU fonftant 

S)ic jlonftante in 23. ^at bcnfelben SBert^ fiic alle a^^l^ätifö&e ßinicn, 
tt)cld)e eine Ärümmuncjölinie berühren ober burcö einen 5RabeIpnntt ge^en. 
S)a bei einer ^Poloibe P = const. ifl, fo l^aben tt>ir no<^ biefeö Sorottar: 

©ei allen ^eobätifdjen ginien, ttjelc&e eine Ärümraungölinie 
auf einer centrtfd)en gläc^e jtreiten ®rabeö berül^ren, ober bur^ 
einen 9labelpunft gelten, finb in benjenigen fünften, »o fie ton 
einer ^oloibe getroffen »erben, bie ^olbijianjen ber fonjugir? 
ten Elemente einanber glei^. 

3n einem geobätif^en SDreiecf ABC UiHiintn roix bie toom SKittelpunft 
auf t>it Tangentialebenen ber (Selen A, B, C gefällten ^eri)enbifel mit Pa, 
Pb, Pc unb bie ^olbifianjen ber fonjugirten ßlemcnte in ber 6(fe A mit 
A'a ; A"a in ber ©tfe B mit A'u; A"b in ber gtfe C mit A'«; A"c, 
fo ijl nac!^ 23. 

A"« . Pa = A'b . Pb ; A"b . Pb = A'c . Pc ; A"c • Pc = A'a • Pa 

24. A'a . A'b . A'c = A"a . A"b . A"c 

6« ifi flar, bag wir bie gleid)e ©c^tugweife auf ein beliebige^ geobati^ 
f^ed 93ieletf Ratten antvenben fonnen, »orauö fl(^ ber @a|^ ergibt: 

Stuf einer centrif(^en gläcbe jweiten ®rabed ift tin geobd^ 
tifcfteö n®(J gegeben. 3n jeber 6de ftogen jtt)ei Elemente ber 
geobatifdjen ®eiten jufammen. Die ^olbiftangen i^rer fonju- 
girten Elemente finb alf o im ®anjen oon bet ^ai^l 2n wnb t^eilen 
U(b in jtt)ei ©ruppen: baö ^ßrobult ber n ^olbiftanjen ber einen 
©ruppe ifi gleid) bem ^robuft ber n^Jolbijianjen ber anbetn 
©ruppe. 

S)urd& jeben ^Junft einer glacfee laffen jl(^ unenbli(!| t)iele $aare fonju^ 
girier Elemente gießen; eö feien ^. 93. MM' unb MM" jttjei fonjugirte 6If' 
mente. 9?a(^ bem früheren lägt fl(^ hierüber eine boppette S)efinit{on gebe«. 
S)ie erjie ifl abgeleitet auö ber S^^eorie ber trajectoires unb caracleristiques 
oon 3Konge, unb na^ berfetben f^neiben flA bie Tangentialebenen ber gläcfec 
für bie ?Punfte M unb M' in ber ginie MM"; ober umgefel&rt, bie langen^ 
tialebenen ber fünfte M unb M" f^neiben jidb in ber Sinie MM'. 3)ie gtoeitc 
3)eflnition berul^t auf berge^re Pon ben indicalrices beö J)upin, Pon »elc&em 
au^ bie Benennung „fonjugirte 2an§enten" fiammt. 3*^^^ ^^^ nümliä) in 
ber Tangentialebene beö $unftö M bie Sangenten ber Ärümmungötinien »on 
M unb , betrautet biefelben ald 2ljen eineö Äegelfc!^nitt«, bejfen SRittelpunft M 

unb bereu ©roge V R unb VW ifi, fo ifi biefer Äegelf^nitt bie indica- 
trice beö ^unft^ M; je jtoei fonjugirte Sangenten (ober bie {Richtungen öon 
j^mei fonjugirten Elementen) biefeö ^unft^ coincibiren mit. jtoei fonjugirten 
jjurdjmeffern ber indicatrice. 

SDie neunte ®lei(^ung biefeö ^Paragraphen für geobdtifc^e ginien l&eigt 

r . P 3 = const. 

r ifl ber Ärummungöl^albmeffer ^ ber ginie* SJurd^ 33erbinbung biefct 
Sielation mit 23. er!^alten toir 



A'^ 

25. = const. 

r 



«hierin ifi folgenbeö S^eorem au^gefpro(^en: 
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ganfl« einer a^ol^^fif^^w Unit auf einer centrifd^en glä^e 

jittjeitcn ®rabeö ift baö 33er^attni§ ber britten ^oteng ber ißols 

Diflanj beö fonjuftirtcn Clement« ber ginte jum Äriimmung^l^albj 

mcffer bet Unteren tonftant* S)ie Äonjiante ^at für atte foldfte geo^^ 

bdtiffte ginien, »eld^e eine Ärümmunä^linie berühren, benfelben JBertl^; im 

©crflferunc^öpunft \>erÄanbelt fl(6 A' in ben einen ^auptfrümmun^d^albmeffer 

R' ber gleiche, r in ben anberu tg)aupttrumninnfl«l^atbraejTer R, mithin ift bei 

Dicfcr Ärümmunqölinie 

R 3 

-^ = const. 
11 

Diefe ©leicbung ber Ärummung^Iinien , totlä^t jt(6 ate Goroöar unfereö 

Sa Je« ergibt, ^attc man aucib auf mel einfacherem SBege au« ben befannten 

SBertben öon R unb R, in eüiptif^en goorbinaten bireft ableiten fonnen* 

J)er ©leic&ung 7 biefe« ^Paragraphen jufolge ifi — = const., mithin 

Mij 25. 

A' 
26* -^- = const. 



®ei einer geobatifc^en 8inie ift baö 93er^dltnig be^jenigen 
Scmibiameterö ber %iää)t, welker einem Clement ber ginic 
parallel ift, gur ipolbifiang be« fonjugirten ©lement« fonftant. 

S)ie ginien, tt)elcbe bie langenten einer geobätifdben ginie Don einer 
ccntrif^en glddbe jtt)eiten ©rabeö auf einer l^omofofalen gladfee berühren, 
iaben »ir fonjugirte geobätiftibe ginien genannt. I)ie allgemeine 
®lct(^ung aller ginien auf biefen glasen ijl 

P . j . J' . sin « = censt. 

Sei ben fonjugirten geobätifc^en ginien iß 

p , rf' = consl. <f • sin a = const. 

S5a nun d . sin a = p unb naä) 22. A = -^ , fo ^aben mx ixt ®Uu 

d)ung 

27. A • P = const. 

tocl^e biefen gel^rfafe enthalt: 

Set einer fonjugirten geobätif(!ben ginie ifl bad 5ßrobuft 
ber ^Polbiftang eine« ßlementö ber ginie unb be« öom SÄittels 
puntt auf bie burc^ biefed Clement gel^enbe S^angentialebene 
bergla(!be gefällten ^Perpenbifelö fonftant. 

Sei allen fonjugirten geobdtif^en ginien auf einer cent« 
trifi^en glacfte jweiten ®rabeö, tt)el(^e auf einer Ärummung^s 
linie fenfre(3bt flehen, finb bie ^olbiftanjen ber an eine ^oloibc 
flo§enben dlemente einanber gleici^. 

3tt einem t)on fonjugirten gcobdtif^en ginien gebilbeten 
Sieletf t)on nSeiten tl^eilen fic^ bie $olbifianjen bern^aare 
»on jtt)ei in jeber dcfe jufammenftoftenben Elementen in gtt)ei 
©ruppen; baö ^ßrobuft ber n $olbifianjcn ber einen ©ruppe ifl 
fllcidö bem ber nanbern. I)er Settjeiö biefer ®d^e ifi fo analog ben 
früheren Setoeifen, ba§ er toeggelaifen worben ifl. 

Sei ben fonjugirten geobdtift&en ginien ifi P . <y' = const., mithin l^aben 
ttir bur^ Senü^uiig üon 27. folgenbe »eitere gormel 

Sonen, (Geometrie. |0 
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A 
28a -t7 = const. 

Ädngd einer fottjugirten geobätifeöen gtnie auf einer cent« 

rif^en gUd&e jtDeiten ©rabe'^ iß l)aö SSerl^äUnig ber ^Jotbiftanj 

eine.d ©lementö ber 2inie jum ©emibiameter ber glätte, tt)elc^er 

bem fonjjugirten ©tement ^)arallel iji, fonflant 

• .6tne f oitjugirte geobätif(^e Sinie ^at bie Sigenfc^aft, ba§ bei i^r P^ . r' 

= const ijl; r' ijl ber Ärümmungö^albmeffer be^ burdE) lit fonjugirte Xans 

gente ber Sinie gel&enben JRormatf^nitt^ ber glac&e; ba nun au(fe A ♦ P 

= const, ifi, fo l^aben tt)ir burc^ Elimination tjon P 

A^ 
29* —r == const. 
r' 

aSei einer fonjugirten geobätift^en Sinie auf einer centri^ 

f^en glä<^^ sttjeiten ©rab-e^ ift bag SSerl^ältnife ber britten 

^ötcnj ber ?ßoIbiflanj eineö ©lementö jum Ärümmungö^albs 

nieffer beö burd& bie fonjugirte Xangente ber Sinie gel^enben 

9lorniatf(ä&nittö ber gtä^e fonflant. 

S)ie ©leic&ung 22 A == -y- gilt allgemein für äße Sinien auf bcn cent:? 

rifc^en glac&en jnjeiten ©rabcö; bei jeber befonbern ©attung »on Sinieti 
nimmt fte eine anbere gorm an, bei ben ^ßotoiben j. S. ijl P = const., atfi> 

30. T'= const. 

Sei einer ^.'oloibe auf einer centrifcf)en gtäcfee jttjeiten ©ra^ 
be^ iji baö S3er]^ältni§ ber ^olbiflanj eineö (SIementö ber Sinie 
ju p^ fonftant. p l^at bie oben angegebene Sebeutung. 

$. 35. £>ie geobatif^en Sinien auf ben ^omofofalen centtifd^en 

^la^en. ^ortfe^ung. 

Um iiocitere ßigenfc^aften biefer Sinien ju ftnben, njoHen n)ir »ieber 
auf bie urf))rüngti(^en ©leic^ungen jurüÄgel^en. 2lu$ 

§* ^ $2 _ b2 1- ^2 _ C2 

flnben xoxx 

gS — (b24- C2+ X2 + y2 4.z2)^4+ Jb2c2 + b2 (x2 + z2) + c2 (x2 + y2) |^2 _b2c2x2=:o 

Setrai^ten rcix l^ier «j^ diö einjige Sariabete, unb nennen bie brei SBur* 
jeln biefer ©lei(^ung, n)eI(S&e in Sejiel^ung auf q'^ t)om britten ©rabe ift, 
§2, ji*V »'^ fo ^dUn teil naä) ben befannten ©äfeen, n)el(^e ber S^l^eorie ber 
©teic^ungen ju ©runbe liegen, biefe Sletationftn: 

i. ?* + /t*^ + r^ = b2 + c^ + x^ + y^ + z^ 

2. eV^ + ß^v^ + fi'^v'^ = b^c^ + b2(x^ + z^) + c^ (x2 + y2) 

3. Q^fi'^v'^ = b'^c^x^ 

3« bem ^unft A im Sftaum, bejfen re(!^ttt)inWige Soorbinaten x, y, z 
jinb, f^neiben Pd& bie brei i^omofofalen glasen (q), (ja), (y), bereu ©Ici« 
(jungen 

^2 "t- ^2 _ 1^2 -^ ^2 _ c* ^ ' ^^ ^ /i^ _ ij2 c^ — V^ ■" ' 
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finb» S){c clliptif(^en (Soorbütaten t?on A ftnb olfo q, fi, v. 9Bir jiei^en 
l)urd& A bte brci Slormalen bicfcr gläi^^i^/ «nb tragen auf bcnfelbcn t)on A 
viuö ©tfitfc ab glet(^ ben ^atbajen q, fi, v ber glac&en, auf njelc^en fic fenf* 
rc^t ftcl^en.. S)abur^ ermatten n)ir brei auf einanbcr fcufrci^tc Siuten, bic 
mr alö bic '^albajeu cineö ßUipfoibö («) betrachten fßnncn, beffen SWittet 
*unft A ift. 

9Bir jie^en bur^ A eine Sinie = b, parallel ber y9lje unb eine anbere 
ginie = c paraüet ber zStje, unb betrauten bie brei ©eraben OA, bunb.c 
alö brei f onjugirte ©emibiameter eineö ßüipfoibö , bejfen ^albajen mx einfi* 
weilen ?', ^', v' nennen töottcn; nad& einem befannten Se^rfa^e ifl bei einer 
centrifc^en gldc^e jttjeiten ®rabe$ bie Summe ber Duabrate t>on brei tora 
jugirten ©emibiametern gleich ber Duabratfumme ber ^albajen; alfo ift . 

p'2 + ^'"^ + i/'2 == b^ + c2 + x^ + y^ + z^ 

gerner ift bei jeber foldben gläc^e bie Duabratfumme ber brei ^arafletos 
flramme, tt>eld?e ^äi auö je jwei r>on brei fonjugirten ©emibiametern fonftrui^ 
ien kjfen, gleich ber Duabratfumme ber brei JRec^tecfe über je jttoei ron ben 
irei ^atbajen; mithin 

e'^/w'^ + ^'^»''^ + /i*'^v'^ = b^c^ + b^ (x'^ + z^) + c^ (x^ + y*^) 

(Snbtic^ ift ba« Sttd^Uä an^ brei fonjugirten ©emibiametern gteici^ bem 
giec^tetf auö ben brei ^albajen, atfo p>'v' = bcx ober 

^/2^/2y/2 ==, b^c^x^ 

SSergleic^t man biefe brei gormetn mit ben 9telationen l, 2, 3, fo ergibt 
ft* fogtetd), baö 

p' = ^; im* = fi'^ v' = V ift. 

S)aö jtt)eite Sllipfoib ift bemna^ tbentifc^ mit bem erften; ttii :^aben 
alfo nac^fte^enben ge^rfa^ gefunben: 

SBenu man bur$ einen beliebigen $un!t A im Sflaum brei 
l^omofofale gtäc^^n legt, (§), (fi), (0/ unb auf benS'iormalen öon 
A au^©tü(fe aBf(^neit>ct, gtei* ben ^albajen ioon biefen glää)en, 
fo finb biefe brei ©tude bie ^albajen eine« ©Hipfoibö, »eld^eö 
bie yzSbene tm Urfprung berül^rt, unb beffen parallel mit 
biefer 6bene gelegter SDiametratfd^nitt bie fonftanten ^albajen 
b unb c unb alfo and) einen fonftanten 3"^^^* ^<*^' 

35uTC^ bie Äonftanten b unb c ift ein ©l^ftem t)on ]&omofofalcn glasen 
beftimmt. SBo man and) ben ^nntt A im 5Raum annehmen mag , fo l^Oft 
biefe ©llipfe immer bie ^albajen b unb c unb t:^re (Sbene ift ftetg parallel 
ber yz Sbene. 

S)iefer mcfttige ®a^ i>ott &)a^U^ ift bie ©runblage für bie 2luffinbung 
einer 2Renge »on Sigenfcbaften ber l^omofofalen gläd)en. SBir trollen il^n 
junäcbft benü^en, um bie ®lei(^ung ber gemeinf^aftli^en "Jangenten t>on 
jtt)ei fol(S^en glasen barjuftellen. 2Ran lege burc^ ben $unft A eine beliebige 
Sbene L, jrelcbe -mit ben Slormalen ber brei burc^ A gel^enben l^omofofalen 
glasen (e), (a*), (v) bie 2Binfel i, i'; i" bilbet. 2)ie $erpenb{fel, .tt)eld)e 
Don ben Snbpunften ber ^albajen beö Süipfoib« (0 auf bie Sbene L l^erab* 
gelajfen n)erben, finb gleid& ^sini, /ttsini', vsini"; unb ba bie Duabrat« 
fumme ber i>on ben Snbpunften breier fonjugirter ©emibiameter einer cents 
tifij^en glad&e gtt)eiten ©rabed auf eine SDiametralebene gefaßten ^erpenbifel 



148 

fonfiant unb glctd^ ber Duabratfummc ber twn ben gnbpunftcn ber ^albaEcn 
i^erabgclaffcncn ^txptnbiM i% fo ^abcn trit 

4. ß^ sin i^ 4- /«*^ sin^i' + ^^ sin^ i" = «^ 

^iet bebeutet «^ bie Duabratfumme ber X)on ben Snbpunften ber foiu 
jugirten ©emibtameter OA, b unb c auf L gefällten ^erpenbtfel; bewegt fl(j^ 
nun ber ^unft A auf ber Sbene L unb ttjirb für iebe Sage üoji A bie bi«^ 
:^erige Äonfiruftion beibel^alten , fo ift a* eine Äonftante, tctil bie ©emibia^ 
meter b unb c ftetö mt fid) parallel bleiben, alfo mit L forttca^rcnb bie 
gIei(S^en SBinfet bilben, unb baö t)on auf L gefaßte ^er)>enbifet ebenso 
faUö unt>eranberli^ bleibt, fo tauge bie ßbene L il^re Sage nid)t anbert. 
SBir tt)ä^Ien nun ben 5Punft A fo auf ber ßbene L, baft eine ber brei bur(^ 
il^n gelegten l^ontofofaten gläd^en (q), (fi\ (v) biefe ßbene tangirt. S)ie& ift 
immer möglidi, fo lange L nic^t burc!^ ben ÜRittelpunft gebt, aud^ gibt e^ 
nur eine folcbe Sage be§ j^untt« A, »eil \t>ix frfll^er (§♦ 22) ben ®ajj ge* 
funben l^aben, bag P^ an jttjei l^omofofale glad)en nie eine gemeinf^aftlid)e 
Tangentialebene legen lä%U 6ö fei bei biefer Sage »on A, « bie groge 
^albaje ber tangirenben gladbe unb alfo aucö be^ (gilipfoibö (f); ba bie 
le^tere fenfre^t fte^t auf L, fo ifl ba« t)on i^rem Subpunft auf biefe gbene 
gefönte ^er^jenbifet gteitsb a, »äl^renb bie beiben anbern ^albajcn t)on (f) 
in ber (Sbene L liegen, tt)eStt)egen bie t)on il^ren @nb)>unttcu auf L gefaßten 
^rpenbifel gleich 5WulI jlnb» 2)ur^ biefe 9tu«einanberfe^ungen, n?elcbe S^aöle^ 
juerfl angegeben l^at, f!nb »ir auf iftn ®a^ gefommen: 

SBenn man burd^ einen 5ßunft A im SRaum, ber fi^ auf einer 
fefien (Sbene L beiregt, brei ^omofofalc gld(!öen legt, bereu 
groSe ^atbajen ^, fi, v finb, unb bereu Stormalen mit ber gbene 
L bie SBinfel i, i', i" bilben, fo ift q'^ sinM + fi'^ sin^i' + v'^ sin^i" = «^ 
tco « bie große ^albaje berjcnigen l^omofofalen gläcbe ift,. 
toel^c L berül^rt. 

SBir betrauten bie glä(!^c («), bereu große ^albaje = « ift, ate gege^ 
ben, tt)ie au(^ ben ^unft A ober (q, (i, v). S)ann flnb in ber ®Ieid)ung 4 
bie ©rößen i, i', i" bie Bariabelen, unb gelten für \>k SBfnfel, tteld&e irgenb 
eine burc^ A getegte unb bie 8ta(!^e («) tangirenbe (Sbene L mit ben brei 
Slormalen ber gläiS^en iq), (fi), (y) in A maä^U 2llle biefe gbenen L pöen 
aber einen Äegel ein, ben tcix K nennen tt)olIen, unb beffen ®teid&ung jt(b 
fel^r leidbt angeben läßt, »enn biefe brei Slormalen ate ©oorbinatenajen an« 
genommen werben, unb gwar f ollen bie Slormalen t)on ((?), (/w), (y) bie 
«jen ber J, 37, ^ fein, gür irgenb einen auf ber Sinie, bie in A ferifreiftt 
auf L gejogen wirb, liegenben $unft (?, 37, ift 

fc2 ^2 12 . 

Sin i« = nrr-V;-^. ; sin^ i' = —-i—— ; sin^ i" = ^ 



r^+7^+c'' 524.^24.^25 524.^24.^2 

SJurd) 23erglei(^ung mit 4. erl^atten wir 

q'^V + f^^^'' + »''C' = «' a^ + 7' + C') 
ober 

5- (?2-a^)?^ + (/i*^— a^)^2 + (^2_«2)^2==o 

S5ie§ ift bie @Iei(äbung be« Srgänjungötegefö oon bemjeuigen, welijben 
bie SBerul^rung^ebenen L ein:^ütlen; mitl^in ift Ik ®lei(^ung beö Äegefö K 

|2 jy2 ^2 
^2 ßj2 ^2 — ^2 y2 ^2 
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9(u« bicfet ®Iei(^ung liegen f{(ft eine 3Renge t)on Sonfequenjen jitl^en; 
t^ fctgt }. S3. unmittelbar (atau^ ber juerfi »on 6^a«(e$ (Apercu historique) 
fpäter Don SaloM (Crelle's Journal) gefundene ®a^, ba| aDe concentrif^en 
1Beru^tung«feget eine« @)jfiem« »cn l^omoföfalen gläf^en biefetben göfallinten 
^aben, aDein toit njoüen nidbt »eiter barauf beharren. 6tn jtteitet Äeget K% 
tüel^er bie l^omofofale glacfte (jJ) ben'il^rt, l^at i^infld^tliift ber genannten burd) 
A gel^enben Soorbinatenajen biefe ®Ieid)una 

J2 „2 f2 

*• ^2 _ 1^2 -^- ^2 _ ^2 -f- y1 _ ^2 — " 

SDaö Softem ber (Steigungen 6 unb 7 gilt alfo für ben S)urd}fd)uitt 
teiber l^omofofalen Äegel^ ober für bie gemeinfame Sangente ber l^omofofaten 
^men (a) unb (ß). 

3tt)ei l^omofotale Äegel fd)neiben fi(^ enttreber gar niSit ober in üier 
IBinien, tt)eld)e f^ntmetrifd^ tiegen in Sejjie^ung auf bie 9ljen ber Äegel, b. 1). 
le jwei biefer S)ur(Sbf(!önittötinien jinb in gtei(!^er Sbene mit einer Slje unb 
tilben gleid^e aSinfel mitil^r; betraiS^tet man eine berfelben alö ben einfallen^ 
t)en ©tral^l, fo ftnb bie 'brei anbern bie auf ben brei ^au^)tebenen jurüÄge? 
trorfenen ©tral^len. SBir ^aben fomit ben (Sa^: 

©egeben finb jwei ^omofofale glad&en unb ein {(Juntt. 93on 
tiefem ^unft an^ taffen fic^ entweber feine ober t)ier gemein« 
fc^aftlid^e Tangenten an bie gldd&en jjiel^en. 3^ i^jei berfctben 
bilben mit einer Slormale ber brei burdb ben ^unft gel^enben 
^omofolalen gtädfeen gleiche SBBinfeL Setra(^tet man eine ber 
Tangenten at^ einfatlenben ©tral^I/ fo finb bie brei anbern bie 
<iuf ben Tangentialebenen biefer brei glasen jurütfgenjorfeneu 
<Stra]&len. 

SBir »ollen nun annel^men, bie (Sbene L, auf mliin [xS^ ber ^unft A 
bewegt, gel^e bur* bie JHormale ber gleite (q), bann ifi sini = o; ouö ber 
@tei(|ung 4 wirb alfo 

^^ sin^ i' + v^ sin^ i" = «« 

3n bem unenbli(S& na^en ^unft A' ber SDurd&fc&nitt^Iinie ftnbet bie Sie* 
lation fiatt: 

^^ sin^ i, + /[*,^ sin^i/ + v,^ sin^i,/' = a^ 

JWutt bifferirt bie @röge sini, nur um ein unenblicb Äleine« ber erfien 
Orbnung öon sini' ober o, ober sin^i, bifferirt nur um ein unenblit!^ Ätei* 
neö ber jtoeiten Orbnung \>on o, alfo fann man fe^en 

fi,'^ sin^i/ + v,^ sin^i,/' = «^ 
«nbererfeitd jlnb bie 9Binfel i/ unb i,/' um unenblic^ wenig t>erf*ieben »on 
benjenigen, »clcfee bie Ärümmungdlinien üon (q) im ^unft A' mit bem fot« 
^enben Clement A'A" bitben, mlä}t^ ebenfall« in ber Slormalebene L liegt. 
AA'A" finb aber brei auf einanber folgenbe fünfte einer geobätif^en Sinie 
<iuf (q), mithin entfpri(3&t einer folgen ginie bie ©lei^ung ' 

/r*- sin^i' + ^^ sin^ i" = «^ ä ^^ g\^2 j^/ _|_ ^2 g|u2 j^^// 

cber 

/i*^ sin^ i + r^ cos^ i = a* 

S)iefer gl^aöleö'fd&e Sewei« ber Sioumüe'f^en ©lei^ung fül^rt aber no^ 
ju Weiteren gonfequenjen. S)ie dbene AA'A" ifi bie Oöfulationöebene bet 
geobattfdben ginie, unb ibcntifdb tnit ber ßbene L, welche bie l&omofolale 
gta^e (a) berührt; l^ierau« folgt: 
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Sltlc Oölutaticnöcbencn einet geobätif^en ßinie auf einer 
ccntrifc^en gleiche jtoeite» ©rabeö berühren eine l^omofotale 
glä(^e. 5E)ie SDutc^fc^nitte tjon je jwei auf einauber fotgenben 
Döfulationöcbencn ober alle Sangenten ber geob,ätif^en ginieit 
berühren bie erfie l^omofofale gtäd)e. S)iefe*SDurd)fd&nitte [inb 
bie lonjugirten S^angenten ber ßinie ber Setü^rungö^unfte auf 
ber jtioeiten gla^e, 

2)ie geobätif^e Sinie berührt eine Ätümmungölinie ; l^ier fallen alfo ii^ 
langenten beiber jufammen. ^a aber bie Sangente einer Ärünimungölinie 
feine anbete aU bie bur^ biefe Ätümmungölinie [elbft befiimmte ^omofofate 
gta'die betü:^ren fann, fo folgt batauö: 

25ie Sangenten altet geobcitifc^en Sinien, ttjelc!&e e ine Ärüms^ 
mung^tinie auf einet centrif^en gtä^e jttjciten ®tabe^ betü^* 
ten, betü^ten fämmtli^ eine, butd^ biefe Ätümmungölinie ge^^ 
:§enbe :^omofotate glä(i)e. 

35Bit i^ahtn breigläc^en, (a), (q) unb (p); bie bciben erften fxnb ^omo^ 
fofat unb t)erfc^iebeuet ©attung, b. ^. fie fd&neiben einanber; bie le^te ift 
bie $oIarflä(^e t)ou («) in Sejie^ung auf (^). 5luf («) ift eine Sinie gejei($^ 
net, toetct)e bie Sigenf^aft ^kü, bag alle i|re fonjugirten Sangenten bie gldd)e 
(q) berühren, unb jvoar in einer geobdtifd^en 8inie, SDrei auf einanber foU 
genbe Serü:&rungöpunfte, A A'A", liegen in einer Sbene, bereu 5PoI bemgemäft 
auf (p) liegt» >Die ben (SIementen AÄ' unb A'A'' entfpre(i)enbeu fonjugirten 
Sangenten oon (q), b. ^* bie S)ur(^f^nitt^tinien ber brei (Ebenen, n?et(fte (q} 
in A, A' unb A" berühren, fi^neiben fiä) ebenfaflö in einem $unft auf (p), 
ioeil biefer $unft bie Spi^e beö Äegelö i% toMjtx (q) in ber Sinie AA'A'^ 
berührt; alfo fd)neiben ftd) je jtoei auf einanber folgenbe Sangenten ber geo- 
bcitifct)en Sinie t)on (§) auf ber ^otarfläcf^e (p), ober tt)aö bajfetbe ift, bie ber 
gladf)e (^) längö ber geobätifcben Sinie umfc^riebene entn?i(felbare g(ä(^e l^at 
i^re gitttffe^rfante auf (p): 

S)ie Sangenten einer geobatif($en Sinie auf einer centris 
f(^en gläc^e jtretten Orabet berü^^ren eine jireite ^omofofale 
gla(^e unb bie fonjugirten Sangenten berfelben fc^neiben fic& 
auf einer concentrifc^en nic^t :^omofofaIen gleite jtoeiten ©ra« 
be^; biefe le^tere gleiche ift bie namli^e für alle geobätifc^e 
Sinien, noelc^e auf ber gegebenen gtciifte eine Ärümmüngölinie 
betfi^ren. 

2)ieg ful^rt unö auf eine treitere ßigenfd^aft berjenigen geobätif^en 
Sinien, t)it burcb einen 5RabeI))unft ge^en. S)ie ^omofofale glacbe, tt)eld)e 
bie Sangenten biefer Sinien berül^ren, oertt?anbeIt fic^ in biefem f:pejieüen 
gaü offenbar in bie gofate, tretcbe burc^ ben gtei(^en Slabelpunft ge:^t 

SBir fönnen alfo folgenben ®a^ auffteHen: 

S)ic Sangenten aUet bntcft einen JRabetpunft gel^enben geos 
bätifcjen Sinien fc^neiben fid) auf einem Äegetfcbnitt, bet gofale. 

3ie|^t man - fammtlic^e O^fuUition^ebenen einet geobätifcben Sinie auf 
einet gtad^e jtreiten ©tabe^, fo liegen bie Spieen bet Äegel, jrelcä&e bie gtäc^e 
in ben butci^ biefe ©benen ^ettjotgebtacbten ®(^nittfutt)en tangiten, auf einer 
g{a(j&e jtoeiten @tabe«. 3n einem ®a^ be« §. 22 :^aben n>it noi^ nd^er 
angegeben, ba§ bie ©attung biefet jttjeiten gldc^e unab^dngio; ifl i)on bet« 
jlenigen bet etften gldd&e; eine geobdtifc^e Sinie auf einem ©Ilipfoib betü^tt 
j- 35. bie Ärümmungölinie fi = const., mldjt bet S)ut(i^f^nitt beö Sllipfoibd 
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mit einem einmantligeÄ ^^pctbotoib tft, bann liegen bie ^^fiii^tn ftet Äegel, 
xotiäit ba$ ^llipfoibvin ben butc^ bie D«fuktionöebenenMcfer geol)atif(|en 
Sinic ]&ertoorgebra(3bten ®d}nittfurt)en betül^ten, tt)ieber anf einem etnmantligen 
concentri[(36en ^ipperboloib öon flleicf)er Stjtnricbtung* SDiefeö leitete ^Wtx^ 
boloib ifl bet geometriWe Ott ber ®pii^tn aller Äegel, n?etd)e baö güipfoib 
4n ben burd^ bie O^fulationöebenen t)on irgenb einer geobätifi^en 2inie l^ers 
»orgebra^ten ®d^nittfurt)en berühren, »elc^e bie genannte 5trummungölinie 
tan^iren* ®anj analog finbet man ein jtt)eimantlige^ |>pj)erboIoib für bie 
(Spleen berjenigen Seriä^rungöfegel, bie ft^ auf bie geobcitif(ften ginien bewies 
^en, tt)e{(f)e bie Äriimmung^iinien v = const. tangiren. Somit lönnen xoit 
ben 61^a6(e$*fcf)en ®a Jj na^er faffcn : * ^ 

SDie ©pi^en fdmmtli^er bieget, iit eine centrif^e gWtS^e 
jttjeiten ®rabeö in fotc^en ®d)nittfurt)en berül^ren, n)etd^e ben 
Ddfulationöebenen ber, eine Ärümmung^linic tangirenben, 
geobätif(6en ginien entf^rec&eji, liegen auf einer concentrifd)en 
gleiche jtreiten Orabet mit berf elben 2ljenri(^tung unb tjon ber^^i 
felben ©attung, trie biejenige ^omofofale glä(|e, ttjelc^e bie 
gegebene gläcf)e in ber genannten Ärümmungötinie fi^neibet» 

Unmittelbar l^ier anfc&Ueöenb fann man njeiter fagen: 

>Die $oIe aUer Stormatebenen, treibe eine Ärümmungö? 
linie berii^renrliegen auf einer glacl^e jweiten ©rabeö. 

Dicfcr Safe folgt übrigen^ aud) barauö, bafe biefe JRormatebenen eine 
gtäd)e jttjeiten ®rabcö — bie burc& bie Ärümmungölinie ge^enbe i^omofofale 
gleite — tcingiren» 

@ö f(^tiegen jtc^ l^ier notb einige allgemeinere Sctrad)tungen an: SBenn 
auf einer glad)e eine beliebige ginie gegeben ift, f o fc^neiben fid) je ^rcd auf 
einanber folgenbe fonjugirte Sangenten berfetben; fmb j. äi. M, M', M", M'" 
Dter auf einanber fotgenbe fünfte' ber ginie, fo fd&neiben jl^ bie brei (£bencn, 
tt)eld)e bie gtad)e in MM', M'M" unb M"M"' berühren, in ben beiben ®cs 
raben M'P unb M"P, n^elc^e bie fonjugirten langenten ber SIemente MM' 
unb M'M" ftnb. SDen $unft P tonnen mx $ot unb bie ®erabe M'P «Pol* 
biftanj ber Döfulation^ebene MM'M" nennen, ©el^en burc^ einen $unft 
auf einer gläc^e beliebig t)iele ginien, fo entfpri^t ber Oöfutationöebene öon 
jeber ginie in biefem $untt ein $ot; fammtlic^^e- ^ote bilben dm Äuri>c, 
»elc^e in ber ^Tangentialebene ber gU^c liegt. Sei ben gla(!^en jn?eiten 
®rabeö ^aben voix nun folgenbe^ allgemeine Sl^eorem: 

2)ie 5Pole aller berjenigen ginien auf einer glä^e jtioeiten 
®rabeö, »eli^e burc^ einen $unft ge^en, unb bereu Dötu:! 
latiouöebenen in biefem ^ßunft tint gemeinfc&aftlic^e S)ur^5 
f(!^nittölinie ^aben, liegen auf einer ®eraben, tt)el(^e bie fon* 
jugirte ^Polare biefer S)ur(Sbf (3^nittölinie ift. 

35er Setzei« biefed @a^e^ berul^t barauf, ba§ bie genannten $ole, naä^ 
bem @a^e t)on 2)upin, gugleid) bie ^pi^zn ber Äegel jlnb, ml^t bie gldiS^e 
in ben bur(^ bie Oöfulation^ebenen ^ert)orgebra$ten St^nitten berül^ren, unb 
baß bie ©pifeen aller Äegel, bereu Serü^rungöfurtoen mit einer glad&e jttxiiten 
©rabe^ in ebenen liegen, ik eine gemeinfame 2)urc^fc^nittölinie l^aben, eine 
©erabe bilben. 

S)ie Oöfulationöebenen aller geobatifc^en ginien, mlä^t buriSö einen $unft 
auf einer glä^e ge^en, :^aben bie Stormale ber gläc^e jur gemeinfc^aftli(!öen 
S)urd)f(!^nitt^linie; ttix fi^liegen fomit »eiter: 
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£)ie ^otc bet Oöfutatioitdebencn aller «eobätifij&cn Miniem 
auf einer gtä^e gttetten ©rabeö, meiere bur* einen ^unft ge« 
l^en, liegen in einer ®erai)en- 

e« fei M tiefer ^Suntt; ei> liege auf im eHipfoib (q), »o jt* i>it 
$ljperboIoit)e (^) unl) (v) f^neiben. ' SBir jiefeen in ber Tangentialebene bie 
©eraben Mm unb Mn, tt)eld&e bie Ärümmungölinien /r* = consl. unb v = consU 
auf (q) fenfre<!^t fdjneiben. Mm ifi ber ^aupttrümmungö^albmejTer »on (/i) 
unb Mn berjenige »on (y), unb jtt)ar gelten bie Ebenen i^rer Ärümmung«* 
freife burc!^ bie Slormafe öon (g), fo ifi 

Mm = ^y *•" ^ ^''^ ^^ Mn = ^*^ , j \r' j 

SWuH jinb bem grul^eren jafolge (§. 23) m unb n bie ©pifeen ber Äeget, 
welche (^) in feieren Äurt)en berül^ren, bereu Sbenen burd) bie 9lormate t)c»n (g) 
gelten, unb bte Ärümmungölinien ii = const. unb v = const. auf (q) tan? 
giren» SRit^in flnb auc^ unferer 6rftärung gemaS m unb n bie $ole ber 
Oöfulation^ebenen ber beibcn burd^ M gel^euben geobatifc^en ginieu auf (^), 
bereu S^angenten Mp« unb Mn ftnb. ÜDie ^ole ber Oöfutationöebeuen aUer 
bur(i M gel^enben geobätifc^eu Sinien liegen fomit auf ber ©eraben mn; ed 
fei Mg bie Saugente einer fotiften geobätif^en ßinie, tt)el^e mit ber ginie Mm 
ben gSBinfel i bilbet, fo befte^t bie ®lei*ung 

11^ cos^ i + »'^ sin^ i = «^ 

aWan i(ie^e bie fonjugirte Sangente »on Mg, ttjelcfce mn in h trifft, fo 
ijl h ber ^ol ber geobättf(^en Vmt Mg. SBinfel hMm = i'. SWan ^at nun 
jur Befiimmung t)on Mh 

cos i' sin i' 1 

SBir jiel^en va bem 2)iametralf^uitt tjon de), tt?elc6er parallel ber San^ 
gentialeb ene t)on M ifi, bie^olbojen, fo j!nb biefe paraüclMm unb Mn unb 
gleich V^^*^ — ^^ unb n/^^ _ y2 . ^^^\ ©emibiameter )>araflelMg unb Mh 
bilben mit ber erftereu 2lje bie SBinfel i unb !'• S)iefe ©emibiameter fmb 
nac^ bem ©afte öon 35upin fonjugirte ©emibiameter ber ßttipfe; alfo ift 

fl2 — u^ 
cotg i . cotg i' = ^^ _ ^ ^ 

SBir i^aben nun brei ©leicftungen, auö tt)el(ften wir bie SBinfel i unb i' 

Va^— 1,2 

eliminiren fönnen; auö /i^^cos^i + v^sin^i = «^ ergibt fid^ cQtgi=-7= ; 

alfo cotg i' = ^^^ !— ^^ — p ; ^terau« 

(^2 — yT^ \J a?" — v^ 

(o2 _ ^2) Va« - «^ 

COS i' =^ ^1^ ^ ^ J* 



sini' = 



V(^2 _ ^2p (^2 __ „2) 4. (g2 _ y 2j2 („^ — V^) 
(^2 _ y2) V'^2 _ 



y « 



+ 



V^» — V V/i*» — v^V^Ce« — /«*»)* 0*' — «*')+ (g' — v»)»(«^ — V«) 
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S){efe @(et(I)uni) ^iit ttn SBett^ bec ^olbiflanj Mh für aQe bur(^ M 
<(e^enben (^eobätif^en Sinten an; bte ®xbit a tfl bte einj^ige 93atiabele, 
tDcI^c für jcbc geobätifdjc 8inie ttjieber einen bcfonberen SBcrtl^ annimmt 

S)ie 2:angenten allet ((eobätifc^en Sinien einet centrifi^en glai^e jtDeiten 
^rabed (q) berühren eine gtDeite ^omofofale glacbe («); ed ifl nun ncii Si- 
niged ju fagen über bie Statur bet Äuri>e auf («), iteli^e bie auf einanbet 
folgenben ääerü^tung^punfte ber Sangenten enthält. 

3n §. 24 ^aben tt?u bie ®Ieid)ung 13 aufgeftettt, fi^ cos^ i + v^ sin^ i 

= C C = ,^ - ^' '^' -r^f - ^^^ "o^cr 

8. M» cos^ i + v^ sin^ i 1 g^ - g' ^g' -p^f - ^^^ 

SDiefe [Relation gilt für eine beliebige Tangente ber glac^fee (?), tt)el(fte 
mit ben Ärümmung^Unien im ©eru^rung^punft bie SBintel i unb 90® — i 
bilbet P ift bad »om SWittelpunft auf bie Tangentialebene gefällte ^Perpen« 
bitel, unb S ift ber mit ber Jangente paraüele Scmibiameter ber gtad&e* 
•S)ic ®lei*ung 14 beö §. 24 gibt /i*^ cosM + v« sinM = a% alfo bur* 
ajerbinbung mit 8» 

9. p. . ,. ^ g- (g- - b^) (g; - C-) 

^* — a-* 

So gut nun bie »orflebenben S^Iüife fl* auf bie glddje (^) antoenben 
taffen, ebenfo vaJT^^n jle au^ .für bie glädbe («); fe^cn ttjir alfo bad »om 
1!)littel^)unft auf bie langentiatebene öon («) gefällte ^Perpenbifel = P, unb 
ben mit ber gemeinfcbaftlidien Jangente parattelen SemibiamHer ber gladbe 
^leicib i, fo flnben wir ganj auf bemfelben SBege, ber »on ber ®Iei(!bung 8 
-auf 9 geführt :^at, 

^ ^ _ g^ («2 _ b^) (gl ^ c^) 

■^' -^^ - a'^ — Q^ 

SBenn man an jtoei l^omofofale gläiften irgenb eine gemein« 
t(ftaftli(^e Tangente j^ie^t, fo ifl baö ^ßrobuft be« üom aXittel« 
:|>untt auf bie burÄ bie Sangente gelegte Tangentialebene 
gefatlten $erpenbife(d unb bed ber Sangente parallelen @emi« 
i)iameterfi( bei beiben glad&en eine fonfiante ©roge* 

»ei (ß) ^at alfo baö ^robuft P .8 unb bei («) P, . S, einen fonßanten 
SBert^- gür bie gla*e (a) ifl im »erü^rungdpunft 

Der 9tuöbru(f Huf« l^at alfo glei(ftfanö bei beiben gld(!&en für jebe ges 
meinf(i)aftli(^e Sangeute je einen fonflanten SBertb. 

SGBir founen obigen ©a^ aud^ fo barfieüen: 

©egeben ift eine centrif^e gld(^e jtoeiten ®rabeö unb eine 
Äonftante» SBenn man in irgenb einem ^ßunft ber ^la^e eine 
Sangente jie^t, unb einen berfetben parallelen ©emtbiameter^ 
fo ba§ ba^ {ßrobuft P . J glei^ ber Äonftante ift, fo umpllen 
<iHe folcfce Sangenten eine jweite ^omofofale glä(!be. 

%u« biefem ®ag, ben »ir gleidb na^b^i^ auf X>\t ginien annjenben ttjoflen, 
weliSbe bie auf einanber folgeiiben Serül^rungöpunfte ber Sangenten einer 
geobätif^en ginie auf einer jtoeiten l^omofofaien glä(]&e befcbreiben, fönnen 
irir junä^ft einige €onfequenjen jiel^en. 
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5Dic ^oloibc ]^at bcfanntlti^ bic Siaenfc^aft , ba§ aüc ^ctpenbifel, »cld&e 
)aom ÜRütclpimtt auf Die iuxij i^xt 5Puntte gelegten Sangentiatebenen be* 
Gtttpfoibd ^ercibgclaffen ttjerbe», einaubet glet(j& ftnb* ©ol^e Roteiben lafTen 
f!^ auf aßen ceutrifcben gläd)en jtDettcn ©rabe$ jiei^en. £)et le^te ®a^ fu^rt 
foglei^ auf folgenbe »eitere Sigenfc^aft biefet Sitiie: 

2Benn man burcSö alle fünfte einer ^oloibe auf einer cents^ 
rifd)en gta^e jn^eiten Orabet an biefe unb an eine ^omcfofale 
gläd)e geineinfÄaftlic^e Jangenten legt, fo finb bie beu Xangen^: 
ten parallelen (Semibiameter ber crften glacf)e einanber gleit^^ 
t^re ©nbpunfte liegen auf einer fpl^drif^en Äurt>e; biefe <Bi^ 
mibiameter bilben einen Äegel jn?eiten ®rabe^ unb finb beit 
fonjugirten Sangenten ein e r Ärümmung^linie ber erflengldd&e 
))arallet* 

^inflcfttli^ ber ©erü^rungöfuröe, tctlä)t bie gemeinfc^aftlic^en, burc^ bte 
eini\elnen *Punfte ber ^oloibe ge^enben langenten auf ber jtrciten :^omofc=^ 
taten ^lii)t bef(f)reiben , ifl ju bemerten, bag biejenigen 9iormalebenen ber 
te^teren, n?eld)e burc^ biefe ©eraben, b. ^. burc^ bie t)on allen fünften bet 
©erü^rungölinie an bie erjie ^omcfofale ^ISiiic gezogenen gemeinfc3^aftlid)eu 
S^cingenten, jtc^ legen laffen, eine ber glädje concentrifcje Äugel tangiren. 
SDenn bie burcft bie gemeinfame Jangente t)on jtrei l^omofofalen glasen ge^ 
l^enbe Serii^rungöebene ber einen gläc^e ifi eine Slormalebene ber anbern. 

2Bir ^aben oben gefunben, bag bie gcmeinfamen Sangenten, njeli^e ft6 
an jtrei ^omofofale glätten burcft einen nic^t auf benfelben liegenben ^untt 
jicl^en laffen, bie I^urcbfAnitte locn jnjei ^cmofofaten Äegeln ftnb; alfo gibt 
eö enttt)cber t)ier ober feine fol&e Sangenten. 3" bem fpejiellen gall, voo 
ber 55untt auf einer biefer glasen liegt, »ervranbelt ftd& einer ber betbcn 
Äegel in eine Sbene unb e$ fallen bie mi Sangenten in jtrei jufammen; 
mithin laffen jt^ t)on jcbem $untt einer gtäfte jtiei gemeinfame Sangenten 
an t^it aubere ik^tn. S)ieg ge^t f(^cn barauö ^ertjor, ba§ ber ©lei^ung 
P . (J = const. bur^ jtuei üerf^ieben gerid)tete, unter ft(^ gleid)e ©emibia* 
ineter genügt trerben fann. SBenn alfo eine beliebige 5luroe auf einer cent^s 
tif^en gleiche /^weiten ®rabeö gegeben ift, fo bilben bie t>on i^r an eine 
^omofofale glä(^e gejogenen gcmeinfamen Sangenten jtrei t>erfd)tebene ©^fleme 
unb yvoä oerf(^iebene glasen. SDiefe beiben Spfieme faüen bei ber Ärüm^ 
mungölinien in e i n e ö jufammen. 

SBenn t)ier beliebige fünfte auf einer centrifÄen gläc^e 
gttjeiten ®rabeö gegeben finb, xt>tl^t bie gigenfcbaft ^aben^ 
ba§ \>ic Dom SWittelpunft auf i^re Sangentialebenen gefällten 
jperpenbifel eine Proportion bilben, fo finb au^ je oier ®es 
mibiameter, tt)eld)c bcn burd) biefe ?ßunfte an eine jtreite ^omo^ 
fofale glac^e ju jie^enben gemeinfd)aftlicben Sangenten paraU 
iel finb, proportionirt. 

9lttf ben t)ier ^oloiben, tt)eldbe burc& bie Stfen eineö Ärümmung^linien* 
üiered^ aei)tn, laffen ft^ unenblid) mele j^untte pon ber genannten ßigen^ 
fi^aft ftttben- 

?tuf ber gläcfte liegt eine Stnja^l tjon ißunftcn, id mlijtn bie oom 
SRittelpunft auf i^re Sangentialebenen gefaßten 5ßerpenbifel eine gettJtffe Steige 
bilben, j. ©. eine geometrifc^e ^^JrogrefPon , ober eine arit^metif(^e, ba 
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c c c 

P == -^ ; P' = -j7 ; P" = t;7 u, f. fv fo flnbct man \co^ki6:}, bag im er* 

flcn g^ff l>te (Semibiameter ber gläc^e, mli^t bcn burc^ biefe fünfte an eine 
jtt)ettc i^omofofalt gläcftc j\u j(te^enben gemcinfd^afHicöen Tangenten i>arattel 
Pnb, eine geomctrifc^e ^rogrcffion, im anbcrn gatt eine ^amonifcöe Sflci^e 
bitben» 

aSenn auf einer centrifc^en gtdtfee jmetten ®rabe« irgenb eine RnxH A. 
gegeben ift, fo laffen <td) öon aUen fünften bcrfelben an eine jtt)eite l^omos 
fofale glad)e gemeinfj^aftlic^e Tangenten gießen; bie Seru^run^öpunftc be* 
fcbteiben anf ber j^tteiten glac^e eine Äurt)e B, tt)el(!^e mit A in einer gett)ijTett 
a8ertt>anbtf(i)aft fle^t. SDiefc a3ertt)anbtf*aft ifi in ben ®Ieid)unaeu P. rf = const. 
P' . J' = const. au^gebrücft 3fl j. S. A eine geobdtifd)e Sinie auf bet 
erjien g^adje, unb flnb A unb A' jtvei auf einanber folgenbe fünfte üon A, 
fo berühren bie O^fufationöebenen biefer Sinien in A unb A' eine ^mitt 
:^mofofale glad)e in ben fünften B unb B'; miti^in ift ber S)ur^fd)nilt ber 
Oöfutation^ebenen eine fonjugirte Sangente beö Slement^ BB' unb juglcid> 
tint S^angente ber geobätifd&en 2inie ÄA'. 3iü tefeterer :^at bie ©tei^ung 
P . rf = consl. bie ©ebeutung, ba§ S ber mit ber Sangente ber Sinie paral* 
lele ®emibiameter ift , unb bei ber Sinie B B' ifl in P' . <J' = const. <j' ber 
mit ber fcniugirten Sangentc ber 8inie ^)araUele (Semibiameter. 3Bir ^aben 
alfo ben Saft t)cn S^a^le«: 

S)ie Sangenten einer geobatifd&en ßinie auf einer centrif($en 
gld^e jn)eiten ©rabeö finb j^ugteit^ \>it fonjugirten Sangenteu 
ber Äurt)e, ttjeld)c i^re auf einanber folgenbeu Serü^rungö» 
punfte auf einer jweiteu ^omofofalen gld(Se bilbeu. ^\\t 
iefetere Äurt)e l^at bie ©leidbung P' . rf' = const. bie Sebcutung^ 
bal (J' ber mit ber tonjugirten Sangente parallele ©emibiame^ 
ter ber gldd)e ifl. 

SBir nel^meu nun jtt)ei l^omofotate gld(!^en an, (a) unb (/?). 3tuf ber 
erfien ifl ber ^ßunft A, auf ber streiten ber ^ßuntt B. AB ift eine cjcmeiu^ 
fd)aftli(^e Saugeute beiber glädjen, unb jttjar berü:^rt biefe Sangente eine ber 
beiben öon A aug auf (a) an bie S)urd)fd)nittöliuie i)ou («) unb (ß) ju j^ie* 
l^enben geobatifdöen 2inien. "S^ann ifl BA bie fonjugirtc Sangente einer »on 
B an^ auf (ß) ju jie^euben ginie, P' . ^' = const., bie trir fo eben betrad)tet 
l^aben. S)a fid) nun burc& ben 3Kittetpuuft gtrei gleiche Semibiameter ö' in 
bem mit ber Sangentialebeue t)on B ^)aratlelen S)iametratf^uitt ber gldc^c (ß) 
jie^en lajfen, fo freujt in B noc^ eine jttjeite Sinie P' . rf' = const., W)eld)e 
lit ©igenfc^aft^^at, ba§ alle i:^re fonjugirten Sangenten eine geobdtif^e ßinie 
auf («) berufiren. SDa jtcei gleicibe Semibiameter rf' mit ben Stjen il^re^ 
SDiametralfc^nittö gleite SJinfel bilben, fo bilbeu m6^ gtvei mit i^nen )(iaxaU 
tele Sangeuten ber gld^e mit ben Ärümmungölinien gleiche fflinfel, n)eld)e 
bnrcö i^ren S)ur^fcftnitt^punft gelten; alfo fann man ben (2a^ auffletten: 

©egeben finb jnjei l^omofofale gld(^en oerfd)iebeuer 51rt^ 
bie gemeinf(J)aftlicöe Sangenten julaffen. 3^^ jebem Spuntt einer 
folgen gtddje freujen ficb Jt»ei Sinien P' ♦ rf' = const., ober folc^e, 
beren fonjugirte Sangenten je eine geobdtifcbe 2.init auf ber 
anbern glddbe berühren. S)er SBinfel biefer Sinien in i^rem 
S)ur^fd&nitt3i)un!t n)irb t)on ben Ärümmungölinien beffelben 
*Punft5 auf ber erfien gldd^e l^albirt* 
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3)ie ginien P' . <J' = const, »eld&cn bic 6ij[enf(!^aft juf ommt , ba6 i^rc 
fonjugtrten Tangenten ctnc fteobatifc^e 8imc auf einer jiretten l^omofofateit 
^iaijt Ux^xtn, »erben naä §♦ 15 „fonjugirte geobätifd)e Sinien" 
{genannt. 3^^^ l^omofofale f^läc&en, j. 93. ein ©ttipfoib («) unb tin einmant* 
iic|e« ^^perbcloib (/?) fd)neiben jit^ in jjwei, in ©eiiel^ung auf bte ^auptebenen 
fpmmetrifc!^ (gelegenen Ärümmunj^ölinien C unb C, S5ie 3«>ne ber gläd)e (a), 
»el^e üon C unb C begrenj^t Ifi, entplt jn>ei @t?ftenie »on (jeobatifd)en 
Sinien, toelcfte C unb C' berühren; benn Don jebem^unft auf(a) laffen jid^ 
fottjol^l an C ate aucft an C j^mei tauftirenbe gcobätififce ginien jiel&en. SDie 
Äriintmunaötinien C unb C t^eilen anbererfeitd baö einmantlige ^i^perbotoib 
(/?) in brei3o"jn; bic mittlere ifi t)on bemßttipfoib eingef(^Iojfen; bie beiben 
äußeren enthalten bie fonjugirten geobatifc^en Sinien, mlijt ber eflipfoibifcben 
3pne jtt)ifd|en C unb C entfpredjen. aSon jebem 5ßunfte auf C ge^en jnoei 
folc^e fonjugirte geobätif^e Sinien unter rechten SBinfeln an^, unb »erlaufen 
auf bem einmantligen ^pperbotoib in^ Unenbti^e, fomuien bann auf be« 
\)on C begreuj^ten' SRantel tt)ieber j^um aSorfc&ein, nähern jt^ bicfer Rnxr>t 
unb fd^neiben fle ebenfatiö recfttwinflig. S)ie fonjugirten geobatifd)eii Sinien 
<tnf (j9) bilben 93ierecfe, t)on tt)et^en |e jwei ©egenfeiten jit einem Spfiem 
geboren, S)ie SBinfet eineö fold^en aSierecf^ tverben l&albirt burd) bie Ärüm^ 
uiung^Iinien ber glä(!^e. 9Ufo jtnb au(^ je jtt)ei ©emibiameter glei^, »etd^e 
ben iangenten t)on jtt)ei in einer @tfe jufammenfloftenben Seiten parattel ftnb. 

SBir ttjollen nun auf einer centrifd)en ^läi^t jnoeiten ©rabeö eine belies 
bige «tnj^al^I t)on fünften annel^mcn, j. 33. fünf fünfte, A, B, C, D, E. 3e 
Vn>ti biefer fünfte taffen pd) burci^ eine fonjugirte geobatifd&e ginie üerbinben* 
3)abur(^ erl^ält man ba« gunfcÄ ABCDE. 'j)ic fonjugirten Tangenten ber 
ciuj\elnen (Seiten berühren aber Je^t nid)t mel^r eine |omofofale glac^e, fon« 
bem t)erfcbiebene; jcbe ber fonjugirten geobätifdjen ginien AB, BC . . . fi^nei« 
l)et alfo gehörig r»er(ängert, lieber eine anberc Ärümmungölinie auf ber ge:: 
<^ebeneu gläd)e fenfrec^t %\\^ tt)erben bie SBinfet beö günfetf^ nid)t mel^r 
ion ben Ärummungölinien l^atbirt. gür bie fünfte A unb B ^aben voix 
^. 93- bie ©leic^ung * Pa . <Ja = Pb . <f'b ; Pa unb Pb ftnb bie t)cm 3RitteIi)unft 
<iuf bie 2angentiatebenen t>on A unb B gefaUten ^Perpenbifel, ^a unb J'b flnb 
^Xüd Semibiameter ber gläcb^/ tretdje jwei burd) B unb C gezogenen Tangenten 
ber gta^e parallel laufen, bie ben Sangenten ber ginie BC in ben ^fünften B 
nnb C fonjugirt flnb. 3nbem roix biefe SSejeidjnungöweife auf bie übrigen 
6Äen unb Seiten beö günfetfö auöbel^nen, erhalten trir'bie ttjeiteren ®Ieid)ungen 

Pb . (Jb = Pc . S'c ; Pc • Je = Pd . rf'd ; Pd . rfd = Pe . *'e ; Pe . (Je = Pa . J'a 
10. Ja . <Jb ♦ (Je . rfd . Je = J'a . J'b . J'c . J'd . J'e 

3n ber ®teid)ung ^ = -p- bebeutet r ben Ärümmung^l^albmcffer be* 

bur^ eine beliebige Sangente in einem fünfte gelegten Slormalfc^nitt« bet 
glac^e, ä ben biefer Sangente i)araneten ©emibiameter. gdngö ber fonjus 
girten geobättf*en ginie AB in bem günfed ABC DE ifi baö ißrobuft P. J 
fonfiant, atfo au<!b P^.r, n?o r ber Ärümmung^l^albmeffer beö burc^ eine 
fonjugirte Sangente ber ginie gelegten JWormatfd^nitt* ber glddfee ifi. @ine 
ganj a^nlic^e <B6)l\\%miU, tt)ic biejenige, »etc^c auf bie ©lei^ung 10 geführt 
l^at, ergibt biefeö JRefuttat: 

11. ra.rb.rc.rd.re = ra.rb.rc.rd*re 
S)ie gö^iwf^w 10 unb 11 gelten füra3ielecfe t)on beliebig melenSeiten; 
fle enthalten folgenben ®ajj: 
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3n einem )>dii tonjugirten geobättf^en ginien auf einer 
€entrtf4)en gla^e jtveiten @(a(ed gebildeten 93tele(f )>on n@ei? 
ten t^eiUn fi(^ fowo^I bie ^noei n(5emibiameter bec gla^e^ 
»el(fee ben fonjjuflirten Tangenten t)on je jn>ei in einet (gtfe 
jufammenftofeenben ©citen parallel finb, ald aud^ bie jtt>ei 
n jtrümmungd^albmeffer ber bur(& biefe fonjugirten Xan^^en:: 
ten gelegten 3lormolfd)nitte in jwei ®ruppen; ba« ^robuft ber 
n (Semibiameter ober ber n jträmmungö^albmeffer ber einen 
©rupve ifl glei^ bem $robutt ber n anbern. 

Sir ^aben oben ben Slu^brutf gefunben 

fi,^ cos^ 1, + v,^ sin2 1, = a« ^ pi S2 

2!)iefer gilt für eine auf ber g'ä*e (a) gezogene tonjugirte geobatift^e 
?inie, fi, unb v, flnb bie großen ^albajen ber jnjei burd) einen $unft biefer 
2inie ge^enben ^omofofalen glauben (/j^,) unb (v,); h ifl ber ffiinfel, weisen 
bie fonjugirte langente ber iinU in biefem $nnft mit ber Ärummungöltnie 
bilbet, bie ber S5ur(Sfc&nitt itoi\ijtn («) unb (/*,) ift; d, ifl ber mit biefer 
fonjugirten S^angente parallele ©emibiameter ber gliidje, unb P, bad tjom 
üRittelpunft auf bie Tangentialebene be« ^unft« gefäüte $erpenbifeL 35a für 
eine fonjugirte geobatifcfce 8inie P, ♦ d, fonfiant ifi , fo cntfpridjt eine folcbe 
fiinie au* biefer ®lei(^ung 

12. f*,* cos^ i, + »'/* sin^i, = const. 

aWan jiel^e bur(S^ einen {JJunft auf («) jttjei fonjugirte geobatif^e ginien^ 
bie mit einanber einen rechten SBinfel Silben, fo befielen bie ^Relationen: 
fi,'^ cos^ i, + v,^ sin^i, = const. fi,'^ sin^i, -f ^/^ cos^i, = const, 

H'f^ + Vf^ = const. 
9lun ifl be r oom gRittelpunft naij be m ^uuft auf («) gezogene ^alb:? 

meffer gleidb V«* + a*,'^ + v,^ — b^ — c^ alfo fonfiant r 

2)iejenigen fünfte auf einer centrifi^en ^läcbe jmeiten 
@rabe$/ ))on n)el(^en aud ircti fi(^ re^tminflig fc^neibenbc 
fonjugirte geobätifdbe Sinien gebogen n)erben fonnen, »ooon 
jebe, gehörig verlängert, auf einer beftimmten Ärümmung^s 
linie fenfrec^t fielet, liegen auf einer fpj^ärifc^en Äun>e. 

S)enn in ber ©leitbung fi,'^cos^i, + v,^sin*i, = const. bebeutet bie 
jtonfiante bad Duabrat ber großen ^alba;e von berjenigen ^omofofalen ^läcbe^ 
auf beren ^urdbf^nitt^linie mit (a) bie fonjugirte geobdtifcbe Stnie fenfred^t 
ifi, »eil für i, = o, bie Äonfiante = fi,'^ n>irb. 

S)ie ©lei^ung 18 bed §. 24 enthält einen ©a^, ber fid^ o^ne SRü^e 
unb burdb gan} ä^nlic^e ©(S^lüjfe auf bie fonjugirten geobätif($en Sinien au^s^ 
btl^nen lägt, unb fo lautet: 

®enn man einer Ärümmungölinie auf einer centrifcöeu 
gläd)e ^xctittn ®rabed ein 93ieled t)on n fonjugirten geobäti^ 
f(ften Sinien einbefdbteibt, fo laffen fi(3b bie SBinfel, »elcbe bie 
fonjugirte Tangente jeber ©eite bed S3ieletfd mit ber jtrüm» 
raung^linie bilbet, in jttei ®ruppen bringen; ba^^robuft ber 
©inuö ber n SBinfel in ber\rften ®ruppe ifl gleic^b bem ?Probuft 
ber ©inud ber nSBinfel in ber anbern. 

auf ber ^läd>e («) ifl ein öiererf AB CD gegeben; AB unb CD flnb 
geobätifdfte Sinten, toetj^e, gel^örig t>erlängert, eine 5trummungdlinie oon (a> 
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leru^ren, ßC unl) DA f!nl) fenjugitte geoWtif^c ginien, wdijt auf ber 
itäml^en Änimmunfl^linie fentredjt fiel^cn* J)urd| btefc Ärummung^Iinie 
flc^t bie l^omofofale gläd)e (i?). SDic tangenten toon AB unb CD bcfdjreibcn 
auf (ß) jmct fonjugirtc geobcitif^c Siuieu A'B' unb CD'; bte fouiugirten 
Saugcuteu \>o\\ BC unb DA befdjrciben auf (j^) jttjci gcobatif^e ßinien B'C 
unb D'A'. ginc gemeinfd)aftli(^c 2:angentc j)ou («) unb (jS) fann alfo in 
einem ununtetbro^encn ß^ge über bcibe gta^en l^ingleiten, inbem bie jtüei 
tBerü^rungöpunfte fiet^ auf beu »ietetfen ABCD unb A'B'C'D' liegen. SBenn 
fie auf bem einen SSiereÄ eine langente ifl, fo ifi fte auf bem anbern SBiercd 
eine fonjugirte S^angente. 

SBir »otten nun iaS in §. 15 über bie gWc&en (a) unb (ß) ©efagte 
Kiuf bie l^omofofaten gldc^en annjcnben. SBir feften alfo ftatt («) ein 6(lips 
(oib (q), unb fiatt (ß) m l^omofofaleö einmantligeö ^pperboloib (^). 5lüe 
iangenten einer geobatifc&en Sinie auf (q) berühren bie glä^e (^), trofern 
ndmli^ bie geobäiifc^e ginic bie S5ur(ft[^nittöturt)e »on (q) unb (/i^) tangirt 
(S^int ßbene, bur^ bie gemeinfc^aftli^e Xangente gelegt, tt)el^e eine ber 
bciben gW^en (q) ober (/u<) berü^^rt, fielet normal auf ber anbern; mithin 
fmb (q) unb (fi) bie gläd)cn ber Ärümmung^mittelpuutte einer britten gläci^e 
«(^); toir fönnen junäd^fi biefen ®a^ auffieüen: 

3tt)ei l^omofofale gidd&en »crf^iebener 5lrt, bie fic& alfo 
ui^t gegenfeitig einfc^liegen, l^aben bie 6igenfd&aft, bag i:^re 
fc^einbaren Umriffe oon irgenb einem $un*ft beö Sflaumö au^ 
gefe^en, auf einanber fenfred^t flel^en; fie finb alfo bie glätten 
^er Ärümmungömittelpunfte einer britten gläd^e (X) (f. o.)» 

2)ie Sangenten einer geobätifc&en ginie t)on (q) bilben eine Ärümmung^^ 
Itnie beö erften S^fiemö )oon (X) unb bie Tangenten einer geobatifcfeen ginie 
t)on (fi) eine 5lrümmungölinie beö jtt)eiten ©^fiemö »on (x). Tlan fann 
1ic^ hieran« fc^on einige 33orfleUungen ableiten in Bejie^ung auf bie gorm 
ber Ärummungölinien »on (A). S)a Pd6 t)on jebem $unft auf einem SUip:^ 
foib, ber fxif außerhalb beö toon einer Ärümmungölinie eingefc^lojfenen IRaumö 
beftnbet, jtioei geobdtifc^e ginien an biefe Ärümmungötinie jiel^en lajTen, fo 
gel^t barauö ^tfoox, ba§ e^ ju jebem ?5unft auf ber glddje (X) noä^ einen 
5;njeiten gibt, fo ba^ bie üWormaten beiber ^ßunfte jt^ auf ber gldd&e (q) 
tc^neiben, unb mit ber burc^ ben S)urd)f(^nitt^punft gel^enben Ärümmungölinie 
Don (q) gleiche SBinfet bilben. SBenn man mit ben 5Fiormalcn jweier auf 
folc^e 5lrt jufammenge^origen fünfte »on (X) parallele Semibiameter t)on 
<?) ii^^^f fo <i"b biefe einanber gleich. SBir ^aben oben gefe^en, ba^ ftcti 
burÄ jeben $unft im allgemeinen t>itx gemeinf(^aftlicfte S^an^enten an ixoti 
i^omofofale gld^cn t)erf(^iebener 5lrt jiel^en lajfen, unb ba§ biefe Tangenten 
bie S)urc^f(i)nitte tjon jtt)ei l^omofofalen Regeln finb, alfo eine fpmmetrifc^^e 
Sage in Bejie^ung auf bie ^tjen ber 5legel l^aben. ^ierau^ folgt ber <5a|j : 

33on jebem qjunft beö SHaum« laffen fi^ an bie'gld(^e {X), 
bereu SRormalen jnjei l^omofofale gdcS^en berühren, im allgc^ 
meinen oier, j|ebenfall3 nicfet mel^r, . S^ormaleu jieijen, tioeld^e 
-eine fpmmetrifc^e gage in SBejiel^ung auf brei burc^ biefen 5Punft 
fle^enbe re^ttt?inflige ^Ijen l^aben. J)iefe Slormalen finb bie 
.SDur(!^f(6nitte »on itt>ei concentrif(^en l^omofofalen Äegetn, 
toel^e t>it gtd^en ber Ärümmungömittelpunfte Don (A) tan* 
^iren. 

ÜRan nel^me auf (X) fetbfl einen $unft an ; ba fi(3& bur* benfeCben »iet 
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^emetnfc^afrttc^e Zangenten an Me ^omofofaten glichen (0 unb (^) jtel^eÄ 
iaffen, »elc^e juglei^ Stotmaten Don (A) fxnh, fo folflt baran^ unmittelbar, 
baf ^^ in iebem {ßunft be« SRaumö üier glac^en (A) freujen, t)on bcren 
S^angenttalcbenen <i(^ jtt>et unb p>d in ©eraben f(!bneiben, bie auf einanbet 
fenfred&t flel^en. 6^ laffen fxii buriJ) ben ^ßuntt brei ju einanber fenfred^te 
Ebenen legen, i>on trelt^en jebe ben SBinfet jn>ifd)en jwei Tangentialebenen 
l^albirt* SDiefe Ebenen berühren bie bur(^ benfelben ^unft ge^enben brei 
^omofofalen glacften t)on (^) unb (/it). * 

I)ie SDijferenjialgteicfeung bcr gläcfee (A), beren ÄrummungSmittelpunfte 
<iuf itt)ei l^omofofalen glä*en liegen, lägt fic^ auf folgenbe 3trt erl^alten. 

aSBir i^aben fc^ibn in §. 21, 14 15. unb 16. biefe gormein gefunben 



Vq'^ — ^2 \/g2 _ y2 VV — ^^ ViW^ 



V^ 



Vg^ — b^Vg^ — c^ V"^^ - b2\/c^ — f^^ 

ds''' = V .^^^ dv 

S)ie brei l^omofofaten glichen (g), (/i*), W beren ©lei^ungen jxnb 

^^ ^ g2 — b^ ^ e^ — c^ f**^ ^ fi'^ ~ b^ c'^ — v'2 ^ 



X^ y2 z2 



y2 b^ — V^ C"^ — V 



2 



= 1 



t^neiben fidfe im ißunft (g,ii*,v). SBiö man bur^ efliptif^e Soorbinaten ju 
•einem jtt)eiten ?puntt beö 9laumö (g + dg, ^, v) übergeben, fo er^lt man aud 

bCX = QflV 

b Vc^ — b^, y = \/q1 — b^N/|ir2~^"P\/b2 — v^ 
c Vc2 — F. z = V^g2 _ c^V^c^— ^Wc^ — V* 

i>urc^ S5ifferenjiation 

bcdx = fjbv dg 

b \/c^— M^dy = %/! ^— V^^->- b^V^b^ — y'^ 

Vg-^ — b-^ 

c >/c^ — b^ • dz == ^A^, ^ , >/c^ — i^^ V'^^-^'v^ 

V g' — c^ 

^ieraud 

<ls -dx+dy+dz - tb^c^+ b^(g^-b^) (c^^b'O"^ cHg^-c^) (c^-b^)J ^« 
«ober 

ds' = .: ^ . / • ' dg 

>/g2 _ b'^ Vq\ — C^ 

ßbenfo flnbet man bur* S)ifferenjiation nac^ fi unb nacb v bie SBert^e öon 
ds" unb ds'"; inbem man t>om ^unft {q,fi,v) juerfi 5\um fünfte (g, /w + d/i*, v) 
unb bann jum ißunfte (g, /w, v + dv) ubergel^t. Die ginien ds', ds", ds"' 
tilben brei anfioftenbe Äanten eineö unenbli* Meinen recfctmnHigen ^araüete* 
Vipeb^, beffen 2)iagonale »ir mit ds bejei^nen. J)iefe 2)iagonale t)erbinbet 
l)ie jtoei ©egenetfen be^ ^arallete»)i^)ebö (g, fi, v) unb (g+ dg, fi+Afi, v+Av). 
tWan fonnte ben SBertb bon ds.au« ber ®leid)ung ds =\/ds'2+ds"24-ds"'* 
«ntmrfeln, aUein man erl^iette auf biefe 5trt fein für bie Ste^nung günfliged 
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SHefuftat. ®it tDä^fcn fca^cr einen anbern SBcg, intern mi anncbmcn »otten^ 
ia% iit ©lagonolc ds, ge^crig »crlängett, Die beiben ^om0f oralen glaii&ett 
(«) unb (ß) betörte. S)ie ©Ui^ungen 6 unb 7 biefe« §• gelten atfo ffit ds, 
JJiefe ®let*ungen jlnb, tnbem ttiir bie SBintel, mli^t ds mit ds', ds", ds'" 
bilbet ber IReibe nad) V, i", i'" nennen 

cos^ i' cos^i" cos^i'" __ 

^^* n2 _ «^ + ;;i?~-::r^ + ^2 _ „2 - ^ 

cos^ i' cos^i" cos^i'" 



g2 _ ^2 ' ^2 _ ^2 ' y2 _ ^2 

3Dur^ aSetbtnbung mit cos^ i' + cos^ i" + cos^ i'" = 1 erhalt man 

14^ cos 1 (^2 _ ^2) (^2 _ ,2) <^ÖS » -(^2_,^2)(^2_„2) 

(p2 _ ^2) (^2 _ 3,2) 

9'inn ifl offenbar, mt i!d) auö einer fe^r einfad)en geometrifcSben a9es= 
tra(^tung ergibt, bie ^rojeftion oon ben brei Äantcn ds', ds", ds'" be^ oben:^ 
genannten Sßarattelepipeb« auf bie 35iagonaIe ds gleid) ds, ober 

ds = ds' . cos i' + ds" . cos i" + ds"' . cos i'" 

Dur* ©enü^ung unferer 2Bcrt^e für ds', ds", ds'", cosi', cos i",. 
cosi'" ermatten »ir 

15. ds = dg a /(^"^=^) (q' - ß') + d^ J(-' - ^^) (^' - ^'^> 

^ V (^2 __ b2) (^2 __ c^) V (^2 _ b2) (c^ — f*-^> 



+ dv 



— vO (/?* - f *) 



/(«2_^) ( 
V (b2 _ y2) ( 



(So feien bie glacäben (a) unb (j?) gegeben, alfo in 15. ni(f)t blo« b unb c, 
fonbern auc^ « unb |3 fonjlaut, bagegen q, fi, v bie einzigen Sariabeln; fo 
bejeidönet offenbar ds bie 3wna^me ber gemeinfcfcaftlic^en Sangente oon («) 
unb (j9), tnbem man t)on einem Sßunfte (q,)i,v) beö äflaumö, welker auf biefer 
langente liegt, ju einem unenbliii na^en ?ßunft (g + dg, ^+d^, v+dv) 
übergel^t. 2Bir nehmen nun an, bicfe beiben fünfte liegen auf ber gldcbe (A;, 
bann pnb bie bur(^ biefelben gezogenen gemeinf(!^aftlid|en Jangenten oon (a) 
unb (j^) yiormalen oon (A) unb fd&neibeu jtd) auf einer ber beiben glä(!ben, 
(a) ober 0^), mitl^in ift ds = o unb 

1^- ^? V (^2 _ b^) (g^ - C2) + ^^ V (^2 _ b2) (c2 -. ^2) 



A,2 ^ ,2) (^2 _ ,2) 
^"•^ V (b2 _ y2) (c2 _ 3,2) 



bie SDifferenjialgleidiung ber glä^e (A), unb tt)enn wir ba« Jntegral ber^ 

fetben mit L (Q,fi,v) begei^nen 

17. L (t>,/w, y) = const. • 

bie ©leicbung ber jenigen glad)e (A), beren Ärümmung^mittelpuntte auf ä»ei 

l^omofofalen ^lä^en liegen, giouoille ^at biefelbe juerft angegeben , aber auf 

anbere Art beriefen. 

ds' ds" ds"' 

SKan bat aber au^ ds = = — tt: = 7777 ober bur(^ ©üb« 

^ cosi' cesi" cosi'" 

ftitution obiger SSert^e 
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A ia^) ^ A 0»*) ^ ' 

A (»-«) 
inbem ttit bec Sinfa^^ett toegen fe^en 

19. A (e') = V((»« — b«) (?« — c«) ((j2 — a») (^« - /J») 
A 0»*) = V(/u» - b^) (c' - ft«) Ott« - «») 0?» - ^u» ) 

A (»'') = V(b« - y«) (c» — y«) (a* — f«) (/J» — y») 

Sud 18. flnben mit 



A(?*) ■ AO»») ■ AC»-») 



ß' d^ /*« d/w v" dl» 



AC?*) ■ AO»») ' AC»-») 

, z' ß^ A*^ •'^ '^ 






A(e^) ' AO*^) ' A(v^ 
_ ^ f g^ A^ . y^ ^ _ , 

ober 

g^dg A^^dft y^dy _ ^ 

^^- A(g^ "^ AO*^) "^ A(v^) " 

20. unb 21* jlnb bic einfa^flen unter benjenigen S)iffercnitalgtei^utt9eti, 
totläftn ^atoii ben 9tanten ,3beltamf(!^e S)t{feten}ia(glet$ungen'' gegeben 
^at. SBir l^aben fte l^iet ganj auf elementarem SBege, bur^ ^ulfe 9er Q.U 
genf^ften ^du fonjugirten 2;an^enten l^omofofaler gläd^en gefunben* Stou« 
t>iQe leitete biefelben aud ben ®Iet$ungen aber bie 93en)egung etne^ materiellen 
55unfteö ab. Sie folgen unmittelbar au$ ben gormein 13 unb flnb nur eine 
anbere gorm berfelben; mithin tonnen iit ©tei^ungen 20 unb 21 al$ bie^ 
jenigen ber gemeinf^aftU^en Tangenten )ot>n itoti l^omofotalen g(a(!(|en be$ 
trautet toerben. SKan erl^äU aud il^nen 

^^ ^ ^ A (g^) ^ ^ A (v'') 

2> d/ii- ,, ^^ dv 



(g'-/*')-x^E2r=-(g'-^') 



gö ift auö bem SSorl&ergel^enben etnleuc^tenb, ba§ bie gormein 20, 21^ 
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22 auf t5. fflliren muffen , »eil na^ ben gtgenfc&aften beö ^CLxaMtpiptH, 
mKtjt^ teil Mta6ittt l^aben, bie 9lu^l)rurfe 

dS = TT , dS = tj: , dS = :-;; 

cos i' cos i" cos l'" 

««S PfÄUimen^anften mit ber ©teic^ung 

ds = ds' cos i' + ds" cos i" + ds'" cos i'" 

S)iefet llefcergang Ia§t fl^ algebraifc!^, »ie folgt, ^erfleüen; flatt 22. 
fann man au(i^ [(^reiben 

g4_(eC^ + ^2)g2 + «2 ^2 ^ 2 _ («2 + ^2) ^2 ^ ^2^2 ^ 

^'= xm ^'^ — ' — ÄW) ^^ 

y4_(a2 + ^2)y2 _j_ «2P2 

a)a nun g^ — («^ + j?^) g^ + «V^ = (g ^ - «^) (?^ — z^^) unb Ae^ 

=, ^(^2 ^ b*) (?2 _ C*) (^2 — «2) (g — ^2) ^ ^0 ifl 
p4 _ («2 + ^2) ^2 ^ „2 ^2 



_ . / (^-^ «2) (g2 _ ^2) 

▼ (g^ — b^) (g^ — c2) 



A(?^) 

ebenfo lajfen fl^ bie beiben anbern f&xviä)t tranöformiren , ttoburc^ man bie 
gormel 15 erpft. 

3n ber ©tei^ung ber glac^e (^) L (q, (i, v) = const, fonnen mi ber 
Äonfiante na^ unb na(i& öerf^iebene ffiertl^e beilegen, C, C ♦ . ♦ unb erl^alten 
baburd^ eine 9flei^c t)on parallelen glddjjen (A), bereu ^tormalen biefelben 
l^omofofaten gtäd^en berül^ren. C — C ijl bie Entfernung üon jtoei folij^en 
glasen» 

j T 

— = A, tt)o A eine Äonfiante ifl, ifi bie ©teid^ung ber tnixoxAtU 

baren glac^e, tt)el(!6e bieienigen 3?ormaten t)on (A) bilben, bie («) in einer 
fonjugirten geobdtif^en Sinie unb (j5) in einer geobätifciöen ßinie berüBren. 

J T J T 

Die beiben ©leic^ungen -r— = A unb t^ = B gei^ßren alfo einer Slormale 

üon (A) an, unb enbliiJ^ ifl f (A, B) = o tvxt Äegetfldi^e, bie t)on Slormalen 
ber gIa(S^e (X) gebilbet wirb, bereu guSpunfte auf (A) eine beliebige ßinie, 
aber feine Ärümmungötinie, bilben. 

2luf einer Äurüe liegt ein ^unft {q, /i, r). Die Sangente ber Äurtje 
berül&rt jtt)ei l^omofofäle glac&en («) unb (ß) ; bie JWatur biefer Äurüe ifl 
beflimmt, ttjenn für jeben einjelnen ^ßunft Cq, fi, v) bie Sejie^ung jtt)if(^en 
ben ®ro§en g, fi, v unb «, ß gegeben ifl, ober mit anbern SBorten, tt>enn 
in ben ©leicJ^ungen 

a = y (g, fi, v) mt} ß = yf Cq, fi, v) 

bie gunftionen sp wnb ^ fpejialifirt ftnb» Se^en tcix alfo biefe SBertl^e üou 
a unb ß in 15. ein, fo l^aben wir einen Stu^bruÄ für baö Sogenbifferengial 
jeber beliebigen Äuröe im Staum in etti^tif^en Soorbinaten. SJill man ben 
entf:pre(!^enben Sluöbrud für eine Äurüe, xctl^t auf einer ber ^omofofalen 
glasen liegt, j. S. auf (g), fo ^at man in 15. ju fe^en dq = o; « = g; 
ß = ip (q, fi^ v) unb erl^ält 






2_v4) (,^*_rO 
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SSorflel^enbe ©let^ung cfllt fät aQe jtutt>en auf bem @Dtpfotb; gelten 
mx noäf »citer unb fe^en f (p, ^, v) = ^ = const., fo erhalten tcit 

2)tefe 0ie(ation entfptti^t ben geobättf(]^en Stnten auf beut (Sdtipfotb {q), 
beten lancjenten \>\t ^omofofale gla^e (ß) beruhten, ©e^en tt>tr l^ter /J = b, 
fo ergibt jld^ 



«. d, = d. v«^ + -' vi§^ 



S!)ie§ iü bie gotmet für bie geobatif<!^en ginien auf {q), »eliä^e bur* 
einen Slabet^unft gelten. 

SBoQen n)ir enblid^ bie ®(ei<$ung für ben Sogen ber jtrummungdlinte 
q = consl. [A = const. l^aben, »et^e ber I>ur^fd&nitt be^ 6üi<)foibö (p) unb 
beö etnniantligen ^pperbotoib^ (/i*) ifi, fo fe^en xoxt in 15. dp = djw = o, 
unb ba bie tangenten biefer ^riimmung^Unte bie l^omofofalen ^(äd^en (^) 
unb (ß) jugleid^ berühren, fo ifl a = g unb ß = f^v mithin ifi 

26 ds = dv\A^iHZHZzz): 

bie ®Iei(!^ung für ba^ £)ifferen}ial be^ 93ogend ber Jtrümmungdlinie fi = const. 
auf bem eui^jfoib (?). SKan jie^t, bag bie Wtiflfation biefer »ogen auf 
eüi^Jtif^e bejiel^ungömeife ]^9»)erefliptifd{>e («berfd^e) 3ntegrale jurüdgefü^rt 
merben fann. 

$. S6. SUgemeine ©let^ung bet 9mm auf ben centtif^cn %lii^tn 

Ißtxttn ®taM. 

3ebe ginie auf einer centrifcfeen gflacj^e jtoeiten ®rabeö ent^ 
ipxiäit ber ®Icid)ung 

1. ¥ . d , d\ sina = const. 

P ift baö oom SRittelpunft ber glddje auf bie Xanacntial? 
ebene in einem ^Punft ber Sinie gefällte ^ßerpenbifet, o unb i' 
finb jn)ei @emibiameter ber gta^e^ n)obon ber erfle mit ber 
Zangente ber 8inie, unb ber ixctitt mit ber lonjugirten Xan^ 
gente berfefben parallel ift/ unb « ift ber SBinfel jtt)if(!&en bei^ 
ben Tangenten. 

S)er 8ett)ei^ biefe« Saftet beruht ganj einfach auf ber befannten ßigens 
f(!^aft ber centrifdben glacl^en jtoeiten ®rabe$^ baft ber ^n^alt aud je brei 
fonjugirten ©emibiametern fonftant ift, benn biefer Sw^^lt i% mt man pd) 
burc^ einige fe^r Ui^tt geometrif(6e 93etra$tungen überzeugen fanu/ gleid) 
P . <J . <J' . sin«. Sei fol(!öen ginien, »o bn SBinfel« fonftant ifi/oers 
wanbelt P^ bie ©lei^ung 1 in folgenbe: . 

2. ? . d . S' = const. 

©ei ben Ärümmungdlinien ifl « = 90® alfo sin « = 1. SWan jiel^e an 
jtoei auf einanber folgenbe fünfte ber jtrümmungdlinie 2:angentialebenen unb 
lege bur(^ ben SWittelpunft ber ^laijt imi benfelben ^jaraHele S)iametraU 
fd^nitte. SBeil bie fonjugirten Tangenten einer Ärümmung^linie fentre(!^t auf 
einanber flehen, fo |tnb S unb rf' ^albajen, unb j^ar ftnb i, 6' bie ^alb^ 

11 * 
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ajen bed erfien/ i'' unb i' bte ^tba;en bed jio^etteii 2>iametta(f(^nüM. 93eibe 
^aben bte ©etabe i' (temeinf^aftlict), xotXiat Itm 3)urc^fc^nitt ber 2:angentiaU 
ebenen yataöel x% St)a nun f0tt)o^l i al« au(!^ J" auf <J' fenfre^t fiefien, 
fo ift bad Dom Snbpuntt be« ©emibiameterö i' auf bie ebene, in tt)et*er 
* unb *" liefen, gefattte 5Per^)enbifeI fcnflant SDiefe« jper))enbtfel iji aber 
flleti^ ^^ 3)te ©(eid^ung 1 Der)n)anbett fl^ alfo bei ben jt^ümmung^linien 
In folgenbe jtoei: 

3. P . J = const* <J' = const. 

Sei ben fleobdtif(!öen ßinten ift ber ?lu^bru(f S' ♦ »in « = const., tt>ie tl(!6 
aud folfienber Setrad^tung ergibt. 

@^ feien A, B, C brei auf einanber folgenbe $untte ber ginie, unb bie 
burdb bie Elemente A B unb B C gelegten S^angentiatebenen f(!bneiben ^4 in ber 
©eraben BB'* Sßenn man bie @bene ABB' um BB' aU % brel^t, bid fie 
mix CBB' eine ßbene bilbet, fo mu6 tjermiJge ber Slatur geubotift^er Sinien 
AB in bie SSerlängerung t)on BC fallen. 6^ feien nun tt>ieber i, i\ d'' 
biejenigen ©emibtameter ber gla^e, »et^e ben Xangenten AB, BB, BC 
parallel jlnb. S)rel^t man ben S)iametralf(!&nitt, in »eifern i unb J' fonju« 
girte ©emibiameter jlnb, um i' ate 91 je, biö er mit bem 2)iametralf(!^nitt 
»on 9' unb rf" jufammenfättt, fo »erben au(^ 8 unb ^" toincibiren. ^ierauö 
gel^t l^ert>or, ba| bei ber urf))rfingli$en £a([e t^om erflen S)tametralf(!6nitt bie 
öom enb^>unft be« ©emibiameter« i* auf bie beiben ©emibiameter 8 unb i" 
ober il^re Setlangerung gefüllten ?Per}>enbifeI gleid& finb. 3)iefe ^er^^enbifel 
f!nb alfo gki(!b 8' • sin«, ^terau« gel^t ber ©a^ ^ert>or: 

gang« einer ^eobätifd^en ginie auf einer centrif^en glacä^e 
ixotxttw ®rabe« fmben bie ©lei^ungen flatt: 

4. P . <f ssr const. 8' .Ana ^ const. 

3n bem ^unft, »o eine geobätif<!be ginie eine Ärümmungölinie berübrt, 
ifl a = 90", alfo flnb 8 unb i' gtoei ^albajen eine« S)iametralf^nitt«. 2)ie 
jweite ber ©lei^ungen 4 entl^ält folgenben ©a^ (t)on gioumfle): 

SBenn man parallel ber Xangente in einem ^untt einer 
geobatif^en ginie auf einem ©Hipfoib (auf jeber centrif^en 
?5tcid^e jtteiten ®rabe«) unb ber fonjugirten Tangente jtoei 
©emibiameter bet gtä^e liti^t, fo ifl bie @ro§e be« »om ©nb^ 
punft be« gleiten biefer ©emibiameter auf ben erfien l^erab« 
getaffenen ^Perpenbifet« fonflant. 

eine weitere ©attung X)on ginien ifl burc^ bte ^Relationen c^arats 
teriflrt : 

5. P • <f ' s const. d sin a s= const. 

S)iefe ginien l^aben »ir f(feon oben §. 24 unter bem Flamen fonjugirte 
geobatif^e ginien betrachtet; jie l^aben bie 6tgenf(|>aft , ba§ i^re Jangenten 
no^ eine jtt>eite ||omofofate 8Iä(3^e berühren, unb bafi bie 33erft^rung«punlte 
auf lefeterer eine geobatifcbe ginie befd^reiben. 35ie gleite ber ©tei^ungen 5 
lagt ft(^ alfo in SJorte faffcn: 

SBenn man parallel ber Tangente einer folgen ginie auf 
einer centrifdjen gläcl)e gleiten ©rate«, welche bie eigenfc^aft 
l^at, bag i|re Sangenten eine gtoeite b^mofofale gleite läng« 
einer geobätifd^en Sinie berühren, unb ber fonjuairten Tangente 
ixotx ©emibiameter ber erften gld^e gie^t, fo ift bie©röSe be« 
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))om @nb)>unlt bed etflen btefet @emtbtameter auf ben jtDetten 
l^eta]bc(eIaffeRen ^txptnhittH fenflant 

@tne totittxt Stnte auf ben centrifc^en glatten imittn ®rabe^ tfl bte 
^oUitt, fttt »el^e P = const. i% Die betben ©(ci^unjen biefer 8inie flitb 
atfo ita^ 1« 

6« t =si const ^ . j' . sin « s const. 

2)te (e^te gotmet enthält biefen Se^tfa^: 

33et etnet^olotbe l^aben alle 3)tametralf4nttte, toeli^eben 
Xangenttatebenen ber etnjelnen fünfte biefer ginie ^atatlel 
finb, einen fonflanten 3n^alt 

3ebe ginie auf einer centrif^en gla^e jtDeiten @rabed 
entfpric^t ber ^lei^ung 

?• P* . Vr . r' . sin « =r const. 

r nnb r^ finb bte Arummung^l^atbnteffet ber bnr$ bteXangente 
ber Sinieunb i^re fcnjugirte Xangente getegten 9^ermalf^nitte 
ber gtai^e. 

S)ie6 folgt au^ unferer früfieren gormel ^ = -p (§• 24, 6) 

Sei einer JtrumntttngdUnie mobiftcirt f!^ biefe ®Iei(4ung baff in , ba^ 
sin a = 1 xcixb, unb ftatt r unb r' bie beiben ^auptfrummungdl^albmeffcr 
ber Stäche gefegt n>erben mujfen: 

8* r* . V^RTR' « consl. 

Sei einer geübdtif(!^en Sinie ^t man flatt P^.^ =« const. nnb #**.sin^« 
s= const. 

9, p3 , t =r const; P . r' . sin^ « = const; ,^ . . = const 

r'^sin'»« 

Z)ie britte biefer ©(ei^ungen er^ft man bur^ (Slimination t^on P aud beu 

beiben erfien. 

Sei einer fol^^en Stnie auf einer centrif^en %liiit jtDeiten ®rabed, 

beren Xanoentcn eine jtoeite ^omofofale S(ä(^e in einer geobätifc^^en Sinic 

berühren, ifl 

r' 

10. P^ ♦ r' = const ; P ♦ r . sin^ a = const. ; -» — r-s- = const. 

r*. sin*« 

Sei ber ^ßoloibe flnben biefe Delationen flatt: 

11. P = const rr' ♦ sin^ « = const. R . R' = const 

S)ie (e^te ®(ei4ung gel^t baraud ^ifoct, ba§ d » ä' sin «t fftiii bem $ro$ 
buft ber beiben ^atbajen be^ S)iametralf4ntttd ift, t>on n)et(&em i unb ^^ 

fo njuflirte ©emibiameter finb. Diefe ^albajen finb %Uxd) Vp . ft unb 

\/P . R'. 

Sei einer ^oloibe ifl baö Äriimmunfl^mag ^ — ^ fonflant 

it • ti/ 

(f. §. 18). 
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$. 21 S)ie ^omofofoilett %lh^tn jtuetteti ®rabeS. 

SBit nel^men ein rciJ&tmnMigeö Scorbmatcnfpfiem an, bcffen Urfprung 
l)et 2Rtttet:t)unft üon jtt)et Äegctn unb einer Äuget ift, bie burt^ folgenbe 
®Ieid&ungen gegeben ftnb: 

X2 y2 2^ __ 

y2 Jj2 y2 q2 — |,2 

S){e Äuget begeic^nen n)W mit (^), ben erflen Äeget mit (f*) unb ben 
jmten mit (v); itgenb ein ^unft im (Raum fann auf gnoeiertei 9lrt beflimmt 
»erben; enttreber buri^^ feine re(!&ttt)intli^en Soorbinaten x, y, z, ober bur^ 
bie 93artabetn q, (a, v; le^tere gehören \n bie ©attung ber eUiptifdtien @oor« 
binaten* SDen Uebergang t)on ben einen gu ben anbern ftnbet man burd^ 
Sefiimmung ber SBertl^e t)on x, y, z an« ben ©teic^ungen 1 ; man erl^alt 

baburdö * ' . 

2. bcx=:Qfiv; b Vc'^ — b^ • y = ^ V/i*^ ^ b^Vb^ — y^ 

S)ie ®teid|ungen ber Serü^rung^ebenen »on biefen brei gta(!^en jtnb, 
trenn ber Serü]^rungö^)unft (x,y,z) ift, unb bie taufenben ßoorbtnaten ber 
33erü^rung«ebetten mit x'y'«' bejei^net »erben: 

xx' yy' zz^ 

7^ "^ /^2— b^ ~ c^ — ^ 
xx' yy' zz' 



3. XX' + yy + zz' = ^^ _+ yL^___^^ = o 



V 



2 b^ — V^ C^ — V^ 



= 



b unb c finb fonflant; c>^>.b; c>.b>.v. SBenn man ben 

®r0§en fk unb v toerfi^ftiebene SBertl^e beitegt, fo erhalt man eben fo biete 

Äeget; itt ben ©renjfdflen ifl ^ == b unb y = b; bann i)ertt)anbetn fläi bie 
®tei(3^ungen 2 in folgenbe: 

4* X = ± — r z y = 

V^c^ ^ b^ 

»etd^e jmei bur^ ben Urf^)rung gel^enbe ©erabe, bie gofattinien, bor^^ 
fiellen ; beibe ma*en fott>o^t mit ber x at^ auc^ mit ber z ^Ije gtei(!^e SBinf eL 
SBenn bie (gbenen z = px + qy unb z = p'x + q'y auf einanber 
f enfreftt ftel^en f otten, fo muß bie Sebingung erfüllt »erben pp' + qq'+ 1 = o ; 
au« ben jtoei erflen ber ©teiiS^ungen 3 ermatten »ir ' 

pp + qq + 1 ~ - ^ ~^— -p - — — -^— + 1 

S)er re^te 2;i^eil üerfc^ioinbet l^ier, »enn für m, y, z i^re SBert^e auö 2* 
gefegt »erben, föbenfo ftnbet man, baS über^iaupt je j»ei ber brei Zata 
gentiatebenen, Xüt\6^t an ik gla(!&en in i^rem gemeinf^aftlicfcen 3)ur^f(!^nitt3s 
)>unft M gießen taffen, bie 93ebingung pp'4-qq'-|-l = o erfütten, unb 
atfo auf einanber fenfrc(3&t flel^en. S)ie 2)ur(!&f(^nitte ber Sangentiatebenen 
finb mithin bie Stormaten ber gtäc^en ; bie ©teic^ungen für bie *5Projeftionen 
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ber9lorma(en cmf ben xy, xz unb yz Ebenen ergeben fi$ but^ @(iminatton 
aud 3* 



5. XX' -«^ + yy' 



c2 _ b« b« , c^ - b« , 

-S KÖ^P ^^ TT + 2* 72 2=? 



6. xx' -^ — yy' 



b« 



b« 



— zz' 



,2 



:2 = ?^ 



c^~ b^ 
b« — y* 



b^ 

«2 



= p* xx'-^ + zz' ^^^ "'^ 



c^ — b^ _ 

/.2 _ ,,2 "" * 



yy/ 



b^ 



b^ - i'« 



4- zz' 



7. xx^ 



XX' 



b« 



-yy' 



(c« — b^ 



2=^^ 



A* 



2 V« 



— zz 



(/i*2 — b^) (b^ — V«) 
(c^ - b^) 



= 



= 



yy/ 



b« 



— zz' 



= 



0*« — b*) (b^ — r«) '"' (c« — ^^) (c* — y^) 

S)ie ®lei(!bunflen 5, 6 unb 7 bejiel^ett jl^ auf bie Slormalen t)Dn (y), 
(ff\ (?); ^i^ SBintel, »el^e bie Stormale xjon (?) mit ben Äjen x, y, z 
bübet, nennen tt)tr a, a% a''; bie ffiinfel bet Slotmale »on 0*): «, «', «" 
unb bieienijen bet JRotmalen Don (y): a, a', a''. ©etta^ten xcix in 2. bie 
©rßgen x, y, z unb ^ aW SSatiabele, fo et^alten »it but^ 2)iffetenjiation: 



fA V 



V^2_bWb'^ — V« 



Vc*— ^«Vc^— v^ 



dx = ^dD: dy = — ^ ,. do; dz = > 

bc '^^ ^ b Vc«— b^ c V^c«— b^ 



dp 



cos a = 



dx« + dy* + d«» = d^« 

dx 

cos a' = 



dy 



\/dI«+ dy« + dz« 



cos a" 



dz 



Vdx» + dy* + dz« 



Vdx« + dy» + dz« 



UV Vm* — b«Vb« — f« 

8. cos a = e— ; cos a* = — =- , ; 

bc b V^c" — b« 



cos a" = 



Vc«— /»«V'c« — V* 



c Vc» — b» 
®inb alNt in 2. x, y, z unb ji* bie aSambeleii/ fo ift 

dx = ^ d/t; dy == ^^— ^ ^:--- 



bc 



dz = — 



bVc« — b«V/*« — b»* 
^jtt yc* — V« d/tt 



Vdx*+ dy« + dz« = 



Vc« — b« Vc« — /»« 



V/*«— b»Vc*— i«*'^ 



d/» 
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dx , dy 

cos a = — , = — ; cos a' = 



Vdx^ + dy^ + dz^ ' Vdx« + dy« + dz«* 

// dz 

cos a" = ^ . 

ydx« + dy« + dz« 
\/^2_ b«Vc«- /i\v , fA Vc« — /r*«Vb« - V« 

bc Vf** — ^^ ^ Vc^ — b«V/i*« — V« 

/* Va*^ — ^«Vc« — y« 
cos a" = /y J/ 

©inb enMiii^ in 2. x, y, z unb v bie Satiabcicn, fo ifl 

o^ gV/*^— 1>^* ydv 

dx=x^di'; dy = 1 . ^ ,- 

^ yc« — /i*« V, dv 



dZ=r - 



c Vc^ — b« Vc* — v'^ 



,2 



Vdx« + dy« + dK« = -jJ^£r-j^L== Av 

Vb« — V« V«^ — '* 

dx , dy 

eos a = ^ y r ;. cos a' = 



Vdx« + dy« + dz« Vdx« + dy« + dz« 

ij dz 

cos a" = - . =: 

Vdx« + dy« + dz« 

^ Vb* — ^*Vc* - •'* 
10» cos a =s -^-^ - y ^ 

bc V^* — ^'^ 

Vi»*— b«Vc*— V*-»' 
cosa^ = - ^^. ^ 

cVc«— b«VA**— ^* 
Yc2_ ^«Yb«— V«. V 

c Vc* — b* Vm* — v^ 

%M ben botflel^enben ginrtttedt tinntn tcix \Sion tini^t Sonfequemen 
gießen: X)te l^omof^falen jteget (/i*) unb (v) fii^netben bie itugel in ^pf)axU 
fdben Jtegetf($nitten/ n^ttl^e man iUi6)faM l^omofofal nennt @d fei ABCD 
ein bon biet l^omofofalen ^p^xi^äftn Jtegelfd^nitten auf einer Jtugel gebitbete^ 
aSiere* ; bie Seiten AB unb CD ^nb bie SJurd&fiJ&nitte ber Stt^d (ß) unb (/lO 
unb bie }tvei anbetn ©egenfeiten AC unb BD finb bie S)ut(!^f(]|nitte ber 
Äegel (v) unb (v') mit ber Äuge(. S)ie ©etrac^tung ber ©tei^ungen 2 ober 8 
ergibt nun foglei^ ben @a^: 

^ie ^roieftionen bon bier ^albmeffern einer jtugel/ n)e($e 
nad^ ben@den eined bon !§omofofa(en fpl^arifc^en jtegelf^nitten 
aebilbeten Siereifd fiejogen n^erben^ auf irgenb einer ber brei 
Soorbinatenasenbilben eine Proportion. 
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3(ud 5. unb 6. la%t ft(^ ableiten: 

3ie^t jman bie acbt Zangenten tn ben @(fen etned t)on t^tet 
l^omofotalen f^)ptif^en Äegclfd&nitten gebilbeten SBteretfö, fo 
t^eilen fic!^ biefelben in jn)ei ©ru^jpen; bie trig/onometrif^en 
Tangenten ber SBinfel, »elc^e bie 5Ptoj[efttonen einer ®xiippt 
auf irgenb einer Soorbinatenebene mit einer ^je mai^tn, [inb 
in 5p.rD^)ortion. 

65 fei ber ©oorbinatenurfprung ; man jie^c nacö ben Dier ©den bed 
»ierecf« bie ^albmeffer OA, OB, OC, OD. OA bilbet mit ben 9ljen bie 
SBinfel a, a', a''; OB bie SBinfel b, b', b"; OC unb OD bilben bie SBinfel 
c, c\ c" unb d, d^ d". I)ie Oleicfcungen 8 führen nun, mit Senü^ung ber 
gormein cos AOC = cos a . cos c + cos a' . cos c' + cos a'' . cos c" unb 
cos BOD = cos b ♦ cos d + cos b' . cos d' + cos b" • cos d'' auf nad)s 
Qe^tnbe 

cosAUt^-p^+ b2 (c^ - b^) 



+ 



yfl 



C2 (c2 _ b2) 

^os BOD = ^^ + ^ b^c^-b^) 



+ 



Yc2 _ ^2yc2 _ y/2 Ye2 _ ^/2 yc2 _ y2 

c^ (c^ — b^) 
cos AOC = cos BOD 

SBenn man t)om SKittelpunft einer jtugel uaij ben ^ierStfen 
eine^ t)on l^omofofalen Äegelfc^nitten auf berfelben gebilbeten 
aSietetfd ^albmeffer lit^i, fo f4lie§en jttjei, na^ ben Öegen« 
erfen flejogene ^albmeffer ben namlid^en 3Binfel ein, toie bie 
na(^ jttjei anbern ©egenedten gejogenen. 3« einem folgen SBier^ 
ed finb alfo beibe X)ia^onalen glei$« 

®an} analog bem SSortgeu lagt flc^ ber Setteid biefed Saj^ed führen: 

3n einem »on t)ier ^omofofalen Äegeln unb %xotx concent« 
rif(Sben jtu^eln gebilbeten $arallelepi)>eb finb bie dntfernunge,» 
oon je gn>et ©egeneden einanber gtei^. 

S)er ^auptfrfimmungdl^albmeffer in einem $unft einer Segelfläche jtt)eiten 
®rabe5 ifl \>\xxii biefe ®let(^ung gegeben: 

~ in«n» (X» + y» + z«) '■^* *^' *^'' 

z« = m«x» + n'^y« ift bie ©lei^ung bei Äegelp^e. Um auf elltptif^c 
@ootbinaten übetjuge^en/ bürfen tott ^ter nut füt x, y, z i^te SBettl^e aud 
ben ©letd^ungen 2 fe|^en, nämlic^ 

~ bc ~ bVc* — b* ~ cVc«.— b» 

X* V* z' 

SBtt ei^dtcn fflt bie Äegelpc^e — j H — ^ _ .^ j— — 5 = 



170 



m* = ■ — n' =: ■ — 

/»« " - ^a _ b« 



^y ^* ~^ Vb*c» ^ b»(c« — b') ^ cHc*-b*) J~^ 

z i- m X + n y _ c^c^ — b«) ^ /»« b« c* 

gi (c» — ^»)^ (b« — v^) 
+ (j«i _ b«) b« (c« — b«) 

= g^ (c^ — /* ) TCc*— i''2)»*('m*— b'^'Jb'^ 

^«(^2_b2)b«c«(c'-b'»)V'> -"^ ^ -* 

+v«(c2_/*2)0it«- b«)(c«-b2)+(b''-»'*Xc -/*') /»'c^) 

S>ei Sudbrud tn bet jtlantntet vettvanbeft f!d^ na(!^ einigen Slebuftionen 
in 0»' — v2) b«c'' (c» — b«), dfo tft 

(C2 _ ^2)2 ^ — ? ^ (c2 _ ^2)1/2 (^2 _ 1,2)1/2 

2){e beiben ^au^jtfrümmunggj^albmeffct ber im ^unft (ja, v) bcr Äugel (g) 
Pc^ f(]&ncibcnben l^omofofaten Äcgel 0*) unb (v) jtnb nun 

(^2 _ ^2)3/3 0*^-/0^/2 



^(^2_b2)V2(c2— /i*^)V2 '^ "^ '^ y(b2— V^)V2 (C^— |/«)V2 

93icr ^omofolale Äegct (/i*) unb (fiO, (y) unb (vQ f(S&neibcn eine Äugel 
($) in einem t)on )oin fpl^arifd&en Äegelfdfenitten ^ebilbeten SSieretf ABCD^ 
5Bit begeid^nen bie ^auptfrümmungöl^atemeffer ber tn ben fünften A, B, C, D 
j^ufammenfioßenben Äegel ber Sleif e nadi mit Ra , R'a ; Rb , R'b ; Rc , R'c ; 
Rd , Wd , fo i^aben tt>it 

Ra^ ^ _ y(b^>-y^)V2(c^ — y^)V2 Rh y^ (b2 — y^2)i/2(c2_y/2)l/g 

R'« i»(b^— /iiV/2(c2— /i*^)V2 R'b "" Xb^ — ^^)V2(C2 — ^^)V2 

Re _^ y^(b^— V^2)l/g(c2_y/2)l/g Rj y (b2 — ylfl^ (c2 -. y2)i/2 

R'c "" A*'(b^— A*'*)*/2(c2— ^'2)1/2 R/j --- /it'(b«— ^'2)V2(c«-fi'«)V2 



Ra Rb Rd R 



c 



R'a • R'b R'd * R'c 
12. Ra • Rc * R'b • R'd = R'a • R'c • Rb . Rd . 

3n einem üon öier |iomofofaIen f))prif^ett ilegetf(!^nitten 
auf einet jtuget gebtibeten SSiered tl^eiien ficfi bie a^t jtrums 
mungdbalbmeffer ber jtegel in ben (SdFen in j|n)ei @ru:p)>en; ba^ 
?Ptobutt ber ^albmeffer ber einen ®ru^)pe tfi glei^ bem $rcs 
bult ber »ier anbern. 

2)ie ^Polare ber ebene Ax + By + z =o ^infl(i^ttii^ be« Äegel« 
m^x^ + n^y* = z aenüat ben ©leic^unaen: 

A B 



X + -^Z =0 y+— -z = 
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aSenben toir bieg auf bcn Äegcl j-^ H — <; _ .3 5-^;^^ — ^ = an, 

fo etl^alten xsax für bte ®Ietdbungen bet $oIate 

lA^ „ 1*2 — b^ 
X + A -—- — 5 z = o y + B ~ s z = 

S)UT(!b Slimtttation t)on /ü ergibt flc^ 
,^ c^ — b^ 1 c^ 1 . 

S)ieB tjl bie ©teii^&ung einer ßbenc, »el^e bie Notaren t)on Ax + By 
+ z = l^infl^tlic^ aüer Ifeomofofalen Äegel entl^ätt Seibe Ebenen flel^en 
auf einanber fentrec^t, tt)ei( 

ifi. SSir :^aben fomit ben @aj^: 

SDie polaren einer ebene ]|infi(36tli^ jttjeier (S^fteme t)on 
l^omofofalen jtegetn liefen in einer juber gegebenen fenfre(^ten 
ebene* Seibe ebenen fd^neiben p^ ba, tt)o bie erfte einen ber l^omofolalen 
fteget berül^rt 

®ir tt)oIIen anne^^men, baft bie ebene Ax + By + z = o ben ^^oraos 
fofalen ilegel 

xq^ _^ yo^ zo2_ _ 

berührt, fo mu| A = - ^^:=^ Ü unt) ß = - ^1=^ ^fein; fefet 
man biefe SBert^e t>on A unb B in bie ©lei^ungen ber $oIare 

X + A -Tr^ — s z = unb y + B "-^ 5 z = 

unb eliminirt xo, yo/ zo/ fo entfielet 

^^* fi* ^ ^(^2_b2)2y (c2_^2^2 2 



egeben finb jtt)ei l^omofolate Äegel; bie^ßolaren berlan« 

gentialebenen bed einen JtegeU in 93e}ie|iung auf ben anbern 

liegen auf einem britten, ni(!^t l^omofofalen JtegeL 

y% y2 

S)ie ®Iei(ä^ung für bie geobatiftften Sinien auf ber glad^e -5- + ^ 



z^ 



p2 • ^2 — b^ 

+ -2""^^ — 2 = * ^^^^" ^^^ f^^" ^^ §• 24/ 1 enttt)i(f elt. 2)ie bortige 2lu«s 
^ — c 

fü^mng geigt bag man auf ein gang a]^nli(!^ed Süefultat gefommen tvdre, noenn 

X^ Y^ Z* 

man bie glac^e — ^ H — ^ ^ . ^ ^— ^^ — 2 = genommen l^atte, inbem 

in beiben gäOen bie 2)ifferenj{atten X, Y, Z; dX, dY, dZ biefetben SBert^e 
l^aben. @omit ifl 
K\ ^' , Y^ z* /^ _ dx^ + dy^ + dz^ 



^4 ' (^2 _ 52)2 • (02 — ^2)2 rfx^ J y2 J^^ 



ft^ /lA^ — b* c^ — lA^ 
bie ®Iei(]&ung ber geobatif^en ginien auf bem jlegel (/*). 
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SBir tcüUtn nun ttefeibe in tUipti^ä^t Soorbtnaten umfe^en, inbem teil 
junä(!^fl au« 2. bic SBctt^e üon x, y, z in bie linfe Seite öon ber ®Ieis 
c^ung einfefeen; xcix erl^alten bann 

^4 + (^2jl52)« + (c^— /i*«)2 b^cV* "^ b^ (c^ - b2) (^« — b^) 

■^ c* (c^ — b^) (c« - ii*^) 

ober mit ^inttjeglaffung be« Snbej 2 
_ V (c — b)0^ — b) (c — fi) + (b — y) c/^ (c— ji^) + (c — v) b/^ ( / ^— -b) 

"" ^ bc (c — b) /i* (^ — b) (c — fi) 

S)ie brei Summanben be« 3ä^f^^^ ft^^^w entn?i(felt: 

VC (/i*c — ^/i^ — bc + bfi) — vb ((lAC — fAfi -r- bc + b^) 
+ Cfi (bc — bfi — VC + fiv) + f*b (cf* — bc — /i*v + vb) 
= bc (c — b) (fi — v) 
fomit ifl 

Die aBert:^e Don dx, dy, dz ergeben fi(6 au« 2. bur^ 2)iffereiQi«tti>n, 
inbem man /» a{« fonflant anjlel^t, mit bie geobdtif^e Sinie auf bem jtegcl 
W liegt: . 

dx = rf-- (vdo + üdv) 
De 

^ b Vc^ — b^ ^ V^b* — yi J 

dz = ^^'^^V-^7^-^dr ^ ^^ -^-1 

c Vc^ — b« ^ Vc« — v^ ^ 

hieran« erfialten »ir 

dx» dy» dz' _ (»dg + gdv)' , ^^ yJb'^—v^ ^ 

C2 (0.2 ~ b«) 

93ei ber @nttt?itf{ung beö regten I^eil« ber ©leic^ung flnbet man, baft 
bie Soefflcienten üon Aq^ unb »on dg. dv t)erf^»inben ; ber ©oefftcient >om 
dv« ifl, mit ^irttt)eglaffung ber 3a^l \ 

^ Vbc "^ b (c — b) (b — v) "" cTc — b) (c — v)) 
(c — b) (b — y) (e — v) + c v (c — v) — b v (b — y) 

*■ ^ bc (c — b) (b - y) (c — "iö 
^ bc(c — b) 

*bc(c — b)(b — y) (c — y) 
mithin ifl 

_ dx^ , dy« dz« o^dy« 

17. -5- + - ^ 



^2 ' ^2 _ b2 c2 — ^« "" (b« — y*) (c* — y«) 
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2)ic ®Ui<i)Vini bet geobattfiS^en Stnien auf bem jtegel 0*) t^erivanbeU 
ft(!^ nun, »enn ber Äurje »egen dx^ + dy^ + dz* = ds* gefegt »irb, in 
f olflcnbe : 

ß^ Q^ 0*^ — v^) dv^ 

/i*« (^^^ — b*) (c* — f**) (b« — V*) (c* — 1/2) d s« 

SSBtr nel^mcn gtt)ei ißunfte auf bem Äegcl (/») an, (x, y, z) unb (x + dx, 
y + dy, z + dz); bic 33crbinbun^«linu biefer 5Punftc ift eine Tangente be« 
Äcgett; baö bom Urfprung auf biefette gefaßte ^erj)enbitel l^at ben SBert^ 

p^ V{ (ydx — xdy)2 + (xdz ^ zdx)* + (gdy — ydz)* | 

Vdx2 + dy2 + dz2 

9Kit Senü^ung ber ©Utd^ungen 2 unb bei SBertl^e &on dx, dy, dz er$ 
fiiH fld) ^ 

ydx - xdy = ^^ b^cVc^-b^ ^'^^ + ^^'^ 

g^V^^2,b2.^^^,-,— ^ ^,dv ^ 

b2cVc2 — b^V- 5 V^52 _ y2j 

q^ fA V fi* — 52 dy 
"~ cVc2— b^V^b*^ v2 

zdx-xdz = ^ — _,^==^=^^ (vd^ + ^dv) 

b.c* Vc* — b* ^ Vc« — y2^ 

_ q^f», Vc^ — f*^ dv 
~ b Vc*— b^Vc*— v^ 

bc(c2 — b») ^ ^ n/c*-»*-' 

^» Vjtt^ — b^ Vc* — fi'' vdv 

ORit^in ifl (ydx — xdy)* + (xdz - zdx)* + (zdy — ydz)*, »enn 
teil ben S^bej 2 »eglaffen, 

- 00 dv f ^ ^^ ~ ^) 4. A* (c — ^) , (At — b)(c — A^ )i/x 
''^ Vc(c-b)(b — r) ^ b(c — b)(c — y) "^ b c (b - y)(c - v) J 

S)ut^ «bbition biefer brei ^xüäit erl^alt man im Ballier (fle^e bie (Snt^ 
»idlung »on 16.) 

bc (c -- b) (/li — v) 

«I(o ifl bie Summe ber brei »rflci^e gleid^ 77- ^ ~ ^ — c, ober , »enn 

" (b — v) (c — vj 
mau ben Snbej 2 »ieber fe^t unb dx* + dy* + dz* = ds*, 
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18. P= C*V/»^-v« 



V^b^ — v^V^c'z — v^ ^s 



^icburc^ ücttoanbclt jldfe bie ©tct^ung bcr geobdtifd^en gtnien auf bem 
Äcgel (fi) in folgcnbe: 

4Q f f^ 

*^- /it^Ot^ — b^)(c2 — /*2) 

P ift ba« öom Urfprung auf bic 2angcnte bcr geobatif(Söcn ginie gefattte 
?Per^)ettbifeI; bie t)orfie$cnbe ©teiAuncj cnti^dlt ben (Safe: 

©ei einer geobatifd^en 2inte auf einem Jlegel gleiten ®ras 
be^ ifl ba« bon ber @pi|e auf bie langente gefällte ^ttptn^ 
bitet t)on lonftanter Sdnge- %IU 2;angenten einer fotd^en 
ginie berühren atfo eine concentrifd^e ÄugeL S)iefen Safe, »et 
^er jtd^ burc^ 9lbtt)i(fetn bed Äegelmantett auf eine Sbene fe^r leidet auf 
geometrifd&em SBege fjär jeben beliebigen Äegel benoeifen laßt, »erben toir 
fpäter not^ ©elegen^eit l^aben, anjumenben. 

ffiir nennen ben SBinfel gmifd^en ber Zangente ber geobatifdfeen ginie 
im ^untt iQ, fjbjv) nnb ber S)urc^fd6nittößnie ber glddfeen' (?) unb 0*) i, 
fo ift offenbar 

20. cos I = = r ^ ' r ' T- 

S)iefer 5luöbru(f td§t jld6 aber nocö auf einem anbern SBege ableiten. 
SBtr ^aben nac^ ben gormein, bie auf bie ®lei(^ungen 10 geführt l^aben, toa 

X, y, z unb V ate bie äkiriabeten betrachtet »erben, Vdx^ + dy^ + dz* 
= g ^ Z 1-!L dy = ds^ giun ifl offenbar ds' ein glement 

ber I)urd&fd)nitt^linie jtt)ifc^en ber Äugel (?) unb bem Äegel (ji), mithin bie 

Satl^ete beö re*ttt)infligen S)reietf«, bejfen ^^potenufe ds, ober baö Slement 

ber geobdtifc^en ginie, ijl. 2)er SBinfel att)ifc^en ds' unb ds ifl .gleich \, 

alfo 

ds' o Vi*'^ — 1/'^ dv 

cos 1 = T— = . - . -^ = -j- 

ds vb'^. — 1/2 Vc^ v'^ <ls 

^ierau^ tonnte man bireft bie ©teic^ung 18 flnben. 

3)er ^auptfrummungö^albmejfer t)on Qi), beffen Ärummungöfreiö biefen 
Äeael in ber I)ur^fc^nitt«linie mit (?) tangirt, l^at naft 11» ben SBertb 

B (^2 ^ ,2)3/, 

'^^ - ^ /* (a*2 - b2)V2 (C^ - ^2)1/2 

1 cos 2 i 
3tun ift nac^ bem ©afee öon (Suler — = -^— , ba ber anbere ^aupt« 

r K 

frummungö^albmejfer unenblic^ ifl, alfo in ber guler*[<!^en ©leic^ung bet 
©ummanb p, Ux Äegeln »egfdilt 2Rit ^ülfe be« SBertl^ö bon B^ un> 
oon 20* erl^alten »ir für ben Ärummungöl^albmejfer bcr geobdtifd^en ginie. 

21- r = 



R^ _ (^2 _ ,2)1/2 (b^ — 1/2) (c^ — »2) ds2 



C0S2 i qil (^2 _ b2)V2 (c2 — ^2) 1/2 (iy2 

ober na^ 18. 
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22. r= QHf^^'-v^yi^ 



(g^ fei AB CD ein öon üier Ärümmungölinien auf (/i*) gebilbeteö IBier^ 
td, b. ^* AB unb CD ftnb bie S)urdf)fc^nitte be« Äegefö mit ben Äugeln (?) 
unb (pO; BC unb DA flnb jmei ©rjeugenbe öon (fi) ober bie S)ur^f^nittc 
biefeö Äegetö mit ben ||omofofaIen Äegeln (y) unb (y'}. ^nxä^ ixt /t)ier 
ed en gießen tcix öier geobatifi^e ginien auf (ja), mlijt eine Ärümmungölinie 
berfil^rcn, ober fold&e, beren langenten eine-Äugel berühren; unb begei(!^nen 
iit Ärümmungöl^atbmefl'er berfetben in ben dtfen A, B, C unb D mit r«, 
rb , rc , rd , fo tft na^ 22., »enn »ir ber Äurje wegen ben fenflanten ?luös 

brutf PV (f*^ — b^)V2 (c^ — fA^y/2 = -^ feben 

tc = A . ^'3 (/i*« — v'27/2 rd = ^ • Q'^ (m* — v^)'/« 
23* ra • re = rb • rd 

3te^t man auf einem Jtegel jn^eiten @rabe^ bur^ bie @(fen 
eineö Ärümmungölinienöiererfö t)ier geobdtifcfie iinitn, beren 
Tangenten tint Äugel berul^ren, fo bilben bie Ärümmungöl^albs 
meffer biefer Sinien in ben ßtfen eine 5pro^>ortion. 

üRan fonnte biefen (5a^ anäi ertoeitern, infofern atö t>k ©lei^ung 23 
felbfl bann no(^ ftattftnbet, »enn bie Tangenten ber geobdtif(!&en ginien bier 
t)erf(ä6iebene Äugeln berühren, beren ^albmejfer proportionirt jinb. 

3Benn in einem ipunft auf (^) jn?ci geobdtifc^e ginien, beren Sangenten 
eine Äuget berühren, gufammentreffen, fo ^aben l^ter in 22. bie ®ro§en P, 
fi, Q unb V für beibe ginien benfelben SBert^; alfo a\xä) r: 

3»ei geobdtif(!be ginien auf einem Äegel jtveiten ®rabe$, 
beren Tangenten eine Äuget berül^ren, l^aben in il^rem S)urc!^s 
fd&nittö:|)unft gteid^e Ärümmungöl^atbmeffer unb mithin bitbeu 
fie auc^ mit t>tn Ärümmungötinien ^Itiäjt SBintet. 

I)ie ©leic^ung 20 fann au^ fo gefd&rieben »erben: 

? . cos i = P 
3n biefer gorm entfprid)t jte ber giout>itte'f(!^en ®tei(!^ung für bie centrifc^en 
gtdd^en, 

/i*^ cos^ i + v^ sin^ i = «^ 

benn P ift tonflant tdngö einer geobdtifd^en ginie auf bem Äeget. 

p 
%\\^ cos i = — fotgt, baft ber SBinfel i fonftant ifi, toenn P unb q 

p 

jugteiö^ fonjlant flnb, ober toenn btod ia^ S3er^dltni& — fonflant ift, mit 

anbern SBorten: 

3ttte geobdtif^en ginien auf einem Äeget jmeiten ©rabeö, 
»et^e eine Ärümmungötinie berül^ren, treffen eine anbere 
Ärümmungötinie beffetben ©pflem^ unter bem gteic^en SBinfet. 

®egeben jinb 1.: 6in ißunft im JRaum, bur(^ toetc^en bie Äuget (?) unb 
bie beiben ^omofofaten Äeget (fi) unb (r) ge^en, unb ben tt)ir atfo bur^ 
(Q,fjb,v) bejei(!&nen; 2.: 6ine Äuget («), beren ^atbmejfer « ifl, unb ein 
»eiterer l^omofofater Äeget (ß). J5er ^ßunft (q, fi, v) unb ber uneubtid^ nal^e 
^unft (q + d^, fi + dfi, V + dv) ftnb jtoei ®egenecfen eine^ ißaraOeles 
pipeb^, unb toir nehmen an, bag bie SSerbinbung^tinie biefer ®egene(fen eine 



^^* To S5 + «2 R2 ^ ^ 
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gemeinfame Tangente t)on (a) unb (ß) fei. ^xibtm xoixiit Z)tagonaIe bed ^a^ 
TaIIe(e)>tpeM ds nennen, nnb bte btet im $unft Cq, f*, v) pfammenflo§enben 
jtanten beffelften mit ds', ds'^, ds'^' Uitiä^ntn, |aben mx nad^ 8., 9. unb 
10* biefe Steigungen: 

ds'= do; ds" = gv^*^ — ^^ j j^/,/ ^ ^V^^ ^^y^ ^^ 

^ierau« öe§e ft* ds == V'dF^T'dV^M^^lT^ bireft beflimmen; aüein 
ein letzterer SBeg ifl ber na^flel^enbe : 

2)er »erü^rung^feget t)on (a), beffen ©pi^e (q, f*, v) ifl, entfpri^t ber 
@Iei$ung 

p^ — a^ 
24. cosM' = ? — ^— 

i' ifl ber SBinfel, jn>if$en ber Srjeugenben bed jtegeld unb bem t)om 
tlrf})rung na^ (q, f*, v) gezogenen ^albmeffer »on (q); benn offenbar ifl ber 
te^tere bie ^l^}>otenufe eine« rei^tmntligen Dreietfö, beffen S atl^eten ber 

^albmeffer »on («) nnb bie genannte ©rgeugenbe = V^'^ — «* flnb* 

cos* i" cos* i'" 

/i**— /?* "•■ r* — /?' 

2)urft bie 93erbinbung«Iinie beö Urfprungö mit (g, ^, r) laffen flc^ gtcei 
©benen legen, »el^e ben Äegel (ß) tangiren ; t^re ©lei^ung ifl in 25. bar^ 
geflettt. i" ifl ber SBinfel irgenb einer bur(6 (p, f*, v) in einer folgen Sbene 
gezogenen ©eraben mit itm S!)ur^f(!&nitt öon (?) unb (v) unb i'" ber SBinfel 
berfelben ©eraben mit ber 2)urd^f^nitt«Iinie bon Cq) unb Qi). S)a« S^flem 
ber ©leid^ungen 24 unb 25 bejie^t ft(!& atfo auf bie bur^ (q, ia, v) gelegte 
gemeinf(]^aftli(^e S^angente t)cn (a) unb (j$). 2)a nun ds eine fol^e gemein^ 
fame Tangente fein foU, fo fotgt barau«, bag bie SBintel j»ifd&en ds unb 
ben Tanten ds', ds", ds'", begie|iungatt>eife glei^ i', i" unb i'" flnb. 9lun 
befielet gufolge einer auf geometrift^em SBege fel^r Ieid)t nac&jun?eifenben 6igem 
f^aft be« iParaQeIe))ii)eb« biefe ©tei^ung: 

ds = ds' . cos i' + ds" . cos i" + ds'" . cos i"' 

%U 24. unb 25. erl^alten »ir mit ©erutfft^tigung ber JBebingungös 
glei^ung cos* i' + cos* i" + cos* i'" = 1 

cos i' = — 2^ ; cos i" = . ^ ; cos i'" = / 

Q Q V/tt* — r* P V/i** — V* 

fomit 

26. ds = — ^^ do H ^ , ^ du 

e V^b* — v*V'c* — i;^ 

aV/J* — y* . 



Vb* — v*>/c* — V* 

®e^t man l^ier ds = o, fo erl^dlt man 

^7. = — ^: do H ^ i- r ^ j 

Q s ffi'^— b*V^c*— A^* 

ai/|9* — 1/* 



V^b* — v*\^c* — y* 
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2)te6 tft bte 2)tfeYengiatg(et(!t>ttng ber gtö^e, beten 9lonndlen eilte JtttgeI(or) 

unb einen jteflet ju^iten @rabed (/}) betagten, in eQiptif^en ßoDtbinaten« 

Z)te ®c0§en b, c; a, /? finb bte jtonfianten/ q, fi^ v bie Sariabelen« 

3n bem unenblid) Keinen $araUe{e:t>if)eb, meli^e^ mx fceben betrati^teten^ 

ds' ds'' ds'" 

ifi fibriaend auc^ ds = rr = — ttt = — 7j7i ober 

' '^ cosi' cosi" cosi'" 

ds = r ^ do; ds = . ^ ^7 — .; , ,, öi*; 

Vp2 _ „2 '^^ aV^2 _ ^2l/^2 _ b^ V^TZT^ 



ds 



— - dv 



hieran« ergibt ftdb^ n>en n H? ir ber a nal oflie mit frfil^eren ®Iei(^nngen 
»e gen (§, 25 ) V^^^ -^ /^^ V^ ^ — b» Vc^— ^* = — A 0*«) unb 
Vi^^ — 1^2 Vb^ — v^ Vc'^ — y2 ^ ^ (y2) le^^n, 

^^* A(A*^) "^ A(v^) ■"'' 

2)ie§ ifl eine J)ifferenjialglei(%ung mit g»ei SSariabelen, »el^e in bie 
Älaffe ber 9lbelianifd&en 2)ifferengialglei*ungen gehört (f. §♦ 25, 20— 22> 

^ie ©leit^ung 26 ^at no^ eine leitete 93ebeutung: fie gibt bad @(e« 
ment ds einer beliebigen Äuröe im JRaum für ben ^ßunft (?, fi, r) an, »eltJ^e« 
verlängert bie Äugel («) unb ben ^omofo!alen Äegel (ß) berul^rt. 3m %Eges 
meinen finb « unb j? gunftionen »on ?, /i*, v, »elt^e »on ber JWatur ber ÄurDe 
abl^ängen. gür geobatif(!^e ginien auf (p) ^at man d^i = o, « = const. 
ß = fA = const. 



29. ds = — ^ d^ + 



I)ie SHeftiflfation ber Ärummungölinien auf (/*) ober ber fp^arifti^en 
Äegelfftnitte berul^t auf ber Integration ber ®lei(]&ung 

a V Air* — v* 

30. ds = , A* ^ jy 

a ifi ber ^albmeffer ber Äuget, fi = const. 

§. 28. ^e lomofofaint 9Ift#nt ^tpcttctt Stobel 

*• 2p + 4?"^ 2q + 4^"''' + * 2p + 4m"^ 2q + 4a* ^ "^ "^ '^ 

v2 72 



2p + 4v • 2q +4v 
£)iefe ©leic^ungen fletten brei ?Jaraboloibe t)or, bie »ir mit (?), 0*) 
unb (y) begeid&nen. p unb q finb Äonfiante, xoiläjt atd gegeben angenommen 
loerben. ®lei$tt)ie ein $unft im (Raum befiimmt ifl, xotnn bie ^albajen ber 
brei burcfe il^n gelegten centrif^en l^omofofaten glasen gegeben ftnb, fo ifl bie 
gage biefeö ^unfteö auc& beflimmt burd^ bie ®ro§en q, fi, unb v, ober bur^ 
bie S^eitelbiflanjen (Slbfldnbe ber ©Beitel bom Urfprung) ber brei bur^ ifjn 
gc^enben l^omofofaleii ^ataboloibe (p), (ja) unb (v). ©e^en »ir j. JB. in 

SMIcn« Oeomcttie. 12 
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to cffkB 9Uidßm% x =r o, fo ift y^ = (2p + 4e) (x + eX 2>ef fttßoB» 
>ci Srooqpnrfti 'bieftr !ßaiabd )»oni Urfpnm^i ift = 2p, olfü mob^gig 
imi f ; d^o fia^t man fiic ba Sbftanb bt« Sfnmyttiitti ber ^PknroM 
x^ ^ (2q + 4e)(z + e) MV UifyniHg bcn Srtt^ 2i|. ^ bici ^orabüloibe 
<«)# (/»)# (O ftn^ bennia4 ^omofcfal, b. ^. i^re ^n^tf^HÜte, loeb^e m ben 
xy MHb xs SbentH liegen, ^aben biefelben Srenn))nnfte. Z)a bte Olet^mi^ 
gen 1 in ber %OTm ubereinfKninien, fo nehmen ivtr bte erfte berfelben nnb 
cniMfeln {te nad^ $oten§en i^cn ^, 

, pqf__ qy* p'^ — « 

■^4 8 8 ~ 

Die bcei9Bn)((ii btcfcr QUet^ung fin^ q, i», r, nnb na<( betbcfoHBtoi 
Z^cmne ba 01ct(^nngen tft 

2. « +^ + r = _-P-_X_x 

qy« . pz^ 



4. ,^.=-E55+jr + 



4 • 8 • 8 
%vA 2. et^cn tvtr 

P 



X = — tf — f» 



2 2 

2>te fBett^e »on y unb z fönnen tott but^ Sltmtnatton ava 1. betont« 
nnt. S)ut4 @iibti<iftbit bet gtocüen unb brüten von bet elften unter ben 
®(et^ungen 1 ergibt fic^ 

yJ z* 

(P + 2?) (p + 2m) "'' (q + 2?) (q + 2m) "" "" 



(P + 2q) (P + 2v) ■ (q + 2?) (q + 2») 

hierauf 

y* y» 



(P + 2^) (p + 2M)(q + 2») (p 4-2e)(p + 2y)(q + 2m) 

^ 1 1__ 

q + 2m q + 2r 
■ _ 2(y-M) (P + 2g) (p + 2m) (P + 20 1 .„ , 9^w„ . « w„ . « . 

^ ~ (p+2.)(q+2M)-(p+2M)Cq+2.0^ ~ F^ (P+2?)(p+2m) (p+2r) 

z» z» 



(q + 2?) (q + 2m) (P + 2y) (.q + 2q) (q + 21-) (p + 2m) 

^ _J 1__ 

p + 2m P + 2» 
,_ 2(.>-M)(q + 2e)(q + 2M)(q + 2v) 1 " ,„ . , w„ , , w„ . , s 

(q+20(P+2M)-(q+2M)(p+2v) = ^=I^(^ + ^K<l+2,^K^ + 2*) 

Sir Ilaben fonit biefe Bufammenfteaung : 



z'= 
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6- y' = -^-:z^(p + 2?)(p + 2/t*)(p + 2y) 

7. z^ = p^(q + 2?)(q + 2M)(q + 2i') 

^teraud tonnen mr fogtetc^ folgenben @a^ ableiten: SBenn in 5. x 
fonflant i% fo ijl e^ aud^ bie (Summe ? + f* + ^r Dbet 

©etveflt fi^ ein {pun!t in einer 6bcne/ tt>et(]6e fenlte^t ifl 
^ur x^se^ fo ifl bie (Summe bet ®(^eite(abflänbe ber btet burti^ 
t^n gel^enben ^omofotalen ^araboloibe, beten X;e bie x^je 
ift, tonfiant 

gut ba« ^ei:»)enbifel P, »el^e« t>om Sd^eitel be« ^Jaraboloib^ — + 

= X auf bie Tangentialebene be« ißunft« (x, y, z) gefallt »itb, l^at man 
ben SSert]^ 

P = 



* z« 



Vi+i^MS 



m-' n 

S)ad ^erpenbifel/ n)e((!^ed t)om Utfprung auf bie 2;angentialebene ht9 

5Paraboloib« -^ — | = x + ^im ^unlt (x, y, z) gefattt toiii, ifl geges 

ben buc$ bie ®tei(!^ung 

x + 2? 



P = 






2 
2" 



4y* 4z* 

SBir trotten nun bie ®rB§e unter bem SBurjeljeic^en 1 H — ~ H 5- 

in efli<)tif(S^en ßoorbinaten auöbrütfen, inbem »ir na<ib 1. fe^en 

m = 2p + 4^ n = 2q + 4^ 
nnb nadb 6. unb 7* bie SBert^e »on y^ unb z^ fubflituiren, »obur^ »ir erss 
l^alten 

4y^ 4z^ (p + 2^) (p + 2v) (q + 2fA) (q + 2v) 

^"^ nri* "*" n^ "" ' (P - q) (p + 2^) "*" (p - q) (q + 2ß) 
^ (p-q)(p+ 2g) (q+2g)-(p+2A^XP+2v)(q+2g)+(q+2^)(q+2y)(p+2^) 

(P - q) (P + 2^) (q + 2?) 
2)ie brei (Summanben im ^CLi^kx enttoidelt^ geben 
+ P^q + 2pV + 2pq^ + 4p?^ — pq^ — 2pq? — 2q*^ — 4qß* 
— (P^q + 2p^§ + 2pjqv + 4p^v + 2pq/i* + 4pßji* + 4q/i*v + SQfiv) 
+ pq^ + 2q*g + 2pqv + Aqqv + 2pqfi + 4qß^ + 4pf*v + 8Qf*v 
SBenn man biejenigen ©roften »egiagt, bie fldfe aufgeben, [0 bleibt 
4^2 (p — q) — 4^v (p — q) — 4ß^ (p — q) + 4^*^ (p — q) 

= 4 (p - q) (^ — iw) (p — y) 
ft . , 4y^ 4z^ (g_^)(g_y) 

"^^ ^"^ m* "^ n^ ■" (p + 2?)(q+2?) 
^iebur^ ergibt f!^ folgenber ^u^brud ffir baö bom ttrfprung auf bie 

y* z* 

Xangentialebene be« ^Punft« (x, y, z) ber gIa(Hie 5 — —--i — h 



2p + 4^ ' 2q + 4? 

— X + ^ gefaßte $er))enbiW: 

12* 
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2\/q — hVq — y 



%ud ben @(ei(^ungen 5, 6 unl) 7 ei^alten ttti bun^ SDifferenitation, 
tnbent toix x, y, z unb q M bte SBa ttabelen be trachten 

10. dx = — d^ dy=- 



dz = 



V_(p _q) >/p + 2^ 
Vq + 2j»'»/q + 2v dp 



Vp — q vAq + 2e 

' ^ ^ (P + 20 (p — q) (q + 20 (p — q) -/ 

affo (ftc^e Mc gntttJtcflung ber ©teiftung 8) ' 

i,n = dx2 + dy2 + dz^ = 4d^^ (p-q)(g-M)(g-0 

^ ^ (p~q)(p + 20(q + 20 

V p + 2^Vq + 2q 
9Btt bejeic^nen Me fßinM, mläit bad Clement ds' über bte Stotmale 
beö ^araboloibö (0 mit ben Stjen ber x, y, z bÜbet, burdfe a, a% a", 

f ü ift dx . dy ^. dz 

cos a = T— , ; cos a' = 3-^ ; cos a" = 3— , 
ds' ds' ds' 

ober 

12. cos a = - '/. ^P +Ji ^^i+Jg 



cos a' = V. ^V + if^^9 + 2r ^/TTT, 

V— (p — q) V (> — /i^ V^ — V 

cos a" = V. ^r+j^VTTgT VP3-2? 

Vp — qv^ — f* V^ — V 

SSenn man aber in 5., 6. unb 7* bte @ro^en x, y, z unb ^ aU Üa^ 
riabele anfielet, fo erhalt man auf ganj analoge Sßeife für ben unenblit^ flei^ 
nen 9lfeflanb ds" ber beibe n fünfte (g, (i, v) un b {q, [i -]- Afi, v) 

13. ds" = 2dM ^^SE ^y^i^^ 

Vp + 2a* Vq + 2a* 
ds" ifi bie 9?ormaIe bc^ ^araboloibö (a*); bie ffitnfel, »elilte fle mit 
ben Sjen ber x, y unb z bÜbet, bejeic^nen wir mit a, af, «" unb erhalten 
dx . dy ., dz 

W" 00s«- = a^.. cos«-- = 3^ 



cos a = T;r/ / «OS «' = x^f/ / cos a" = — ; ober na* 12. 



cos«' = v. Vp 4-'2gWTi;;vrr^ 

V-(p-q) V-(g- /'*) V/^ - » 

«" = v» Vq + '-^gVq + 2v Vp + 2f* 

Vp — qV— iQ — f*) V^ — »■ 



cos 
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33etra(^tet man enbU^ in 5., 6. imi 1. x, y, z unl) v M bie fßmcLf 
beten, unb bejeid^net ben unenbli* Meinen 9l6ftanb ber ißiintte {q, f*, v) unb 
(q, pb, V + dv) ober bie gt orntale beg ^aroboloib« (r) mit ds'", fo ijl 

15. ds»-=.2dvV7^--^y-^g— > 

Vp + 2»'Vq + 2v 
ds'" bilbet mit ben 9t5cn ber x, y, z bieSBinfet a, a', a"; cosa = j-^, 
d V dz 

cos a' = -j-^, ; cos a" = -p;; , ober na^ 12. bur^ gegenfeitige SBertau« 

jc^ung ber Su(ftftaben q unb v 

4ß 1/ Vp + 2vVq + 2v 

16. cos a = — V» ■ — ■ ^^ 

V -Cm-") V- ($-•»') 

cos a' = -A Vp -f 2gVp + 2,S^_+J^ 

y-cp-q) V -Qo-o' V -cg— ') 

Vq + 29Vq + 2mVp + 2v 



cos a" = '/ 



9tu8 12. unb 14. erhalten wir 
17. cos a . cos « + cos a' . cos «' + cos a" . cos «" 

^ 1 Vp + 2gV^T~2^Vp + 2;^Vq + 2/* 

Ve — ft V - (g — itt)Vg— y \> — » 

1 (p + 2v)Vp + 2gVp + 2iaVq + 2ftVq + 2g 

"* (p — q) Vg — /*V— (g — ^ ) Vg — »V / * — V 
, 1 (q + 2v)Vq + 2gVp + 2gVp + 2iA Ji{ + 2ft ^ 

^ (p — q) Ve — i^ V— Ce — i^) V? - i'Va* — V 

?tIfo ftel^en bie beiben glcidjen (ß) unb 0*) auf einanber fenfre^t. ®ang 
ebcnfo lägt jl<^ jeigeii, bag bie gläd)en (?) unb (v) »ie au^ O) unb (y) 
auf einanber fentrec^t fiel^en. hierauf berul^t ba^ Xl^eorem: 

2)rei J^omofofale ^ParaboUibe ftel^en auf einanber fenfre<3(>t, 
unb mitl^in fc^neiben fie fi(^ na($ bem ®a$ t)on JJupin tu il^ren 
Ärümmungelinien. 

gö fei AB CD ein üon t>ier Ärümmung^tinien auf bem ißaraboloib (g) 
gebitbete^ öiered. S)ie ^Ib^cijfen ber ßden bejei(^nen »ir mit xa , ya , za ; 
xb , yb , Zb ; xc , yc , Zc ; xd , yd , Zd ; bie SJunfte A, B, G, D »erben ber 
Steige na^ bur^ bie brei in benfelben jufammentreffenben l&omofofalen ^ara« 
boloibe beici(^net mit (?,/*, v); (?,^, r'); (e/^'/O; (Qff^',^)* 9lad& 5. ifl 

p q P Q 

Xa = — p— ili-V 2 g- Xb = — ß — ^ — 1/' — -| -i- 

xc^ — q—fi' — v'—^ 1- Xd=:-$ — /It'-l' — -| 1 

18. Xa + Xc = Xb + Xd 

3n einem t)on t)ier Jtrfimmung^Iinien gebilbeten Stered 
auf eiuem $araboIoib ifl bie Summe ber ^bfiänbe itotitx ®ti 
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genetfen )>on ttgenb einet auf bei ^au)>tase fentte^ten @bene 
%Uxdi bet Summe bet SlbHanbe ber betbeu anbetn @egene(fem 
gegt man bur^ eine @de etne§ feieren Sieredd eine jur ^auipt^ 
aje fenIre(S^te Sbene^ fo ifl bie ©ntfetnung einer jtt>eiten (Stfe 
beö SSietetfd J)on biefer ßbene'fo S^oft aU bie (Summe ber 6nt? 
fernungen ber beiben anbern @den« 
«u« 6- folgt 

y»»= V-^ Vp + 2?Vp + 2m Vp + 2v' 
• y« = V-f3^ Vp + 2?Vp + 2Ai'Vp + 2v' 

y-= V-^Vp + 2?Vp + 2/t.' Vp + 2v 

19. ya . yc == yb . yd ebenfo za . zc = zb . zd * 

3n einem jtrummungdlintent)iered auf einem ^araboloib 
bitben bie Entfernungen ber ©den Don einer ber beiben anbern 
bttr(fe ben Urfprung ge^enben ^auiptebenen eine ^roiportion. 

ÄC^ = (Xa — Xc )^ + (ya — yc )^ + (Za — Zc )^ 

ober na^ 5v 6./ 7. 

= lO*' — A*) + C^' — ^)^- ^z^ 4 (jiv + fi'vO — 2ya yc 

+ JZri 4 Ot*V + /»'vO — 2 Za . Ze 
= lO*' - f*) + (V' — V)}2 _ 4 (^y + ^/^^) _ 2ya yc — 2Za Zc 

= O' — m)* + (v'— f)^ — 2Ov + /tt'v'+M'v + i«*v0--2yayc— 2zazc 

BD* = (xb — xd )« + (yb - yd )* + (zb — zd )* 
ober na^ 5., 6. unb 7. 

= kf*' - /») - (^' - v)|* — ^^±-^ 4 Oiv' 4- i«*'r) 

+ 2-i-^ 4 Cji*v' + /»'O — 2yb yd — 2zb zd 

= (fi'-^fiy + (v^—vy^2(fAv + fA'v' +/it'v + /itvO — 2ybyd — 2zbZd 

S)a nun mii 19. ya . yc = yb . yd unb za • ze = zb . zd ifi, fo i^a^ 
ben n)ir 

20. AC = BD ober 

3n einem Ärflmmun^ölinienöieretf auf einem ^arabolpib ifl 
bie gntfernutig »on jtoet ©egenerfen gleich ber Sntfernung ber 

beibeit anbern. 

au^ dx = — dp (©leic^ung 10) folgt: 

2)ie iProjeltion beö ©tücfö ber JRormaten jtoifcben jtrei un^ 
enbU^ naiven ||omofofaten ^araboloiben auf ber ^auptaje ift 
fonftant. 

%ttd 11. mt fläi ber @a|$ abteiten: 

3Die Äbflanbe ber »iergcfen eine« Ärümmung^IinienDietcd« 
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auf einem ?paraboIoiJ> üon bem uwenbli* na^en l^omofofalen 
«Bataboloib bilben eine ^rovorttom ^ v- 

S>iefe« Zf)texm ^at juerft »etttanb fut aüe gMen jVüetten (»xwt» 
anaeaeben (Recaeil des savants etraiigers> 

Rufolae ber ®lei*unflen 12, 14 ober 16 befielt bet (Safe: 

2)ie gofinuö ber SBinlel, n>eld)e bie S^ormaten eine« ^Jata^ 
boloib« in ben dtfen eine« Ätümmunfl«Iiniettt)ierec(« mit einet 
«je bilben, finb proportionirt. 

Die beiben ^^auptfrummuna^^albmeffet im 5ßunfte (x, y, z) be« ?pata* 

j^I^il)^ JL + A_ = X + ^ Pnb bur* biefe ©lei^ung gegeben : 
m n 



" 7 4y^ 4zK 
*R" ~ mn r. , 4y* , 4z^Y^2 

SBenn ttJtt nun ettiptifd)e goorbinaten antt>euben, (o ^aben ttjit ^u fefeen 

P Q 
m = 2p + 4§; n = 2q + 4?; x = — ^ — f* — v ^ 2*' 

4 . lll J. 1^- ^ (g - A^) (g - ^) 

^ "^ m^ "^ n* (p + 2?) (q + 2^) 
m4-n + 4x + 4^ = 4(9 — /» + ? — v) 

4mn (l + :^ + 1^) = 64(9 - A^) (t> - 

\/(m4-n + 4x+4?)2-4mn(l + ^+ ^3=4((?-M)-(?-^)) 

1 

^iebut* tt)irb ber Bähtet be« »rn*e« üon — = 8 (« — /») Dbet 

= 8 (c — r) 

mn r 4y^ j_ 4z^H'/2 __ (g - f^f^^ {q — vfh 

4 l^"^ m* "^ n^J (p + 29)V2(q + 2?)V2 

JBejei^nen »ir bie beiben ^auptfrfimmungd^lbmeffet im ^Punft (?, ^^ f) 
mit R > R' ,fo ifi bemnadj) 

(g - ft)V« (g - yy/2 ,.. ^ (g _ ^)3/, (g ^ ^)v, 

(P + 29)V2(q + 29)V2 (p + 2^)72 (q+2e)V2 

hieran« folgt fogtei^: 

3n einem Ärümmungölinienöieretf auf einem ^ßarabDloib 
tl^eilen fi(!> bie ac^t ^aH^)ttrflmmung«:6atbmeffer ber öier etfen 
in jtt>ei ©myopen; bie r>itt ^au^)tfrümmung«^albmeffer in einer 
®rul)pe bilben eine ^ßroiportion. 

gfir bie fedfed Ärummungg^albmcffer wn brei in einem 5Punft jift fc^nei«» 
benben ortl^ogonalen ^araboloiben giUen bie ®Ieicbungen 36 be« §. 21* 
au« 12. unb 2L erhalt man 

1 1 

22. R' . cos a = 5" ^^ ~ '^^ R. cos a = 2" ^^ ~ ^^ 

R ifi ber ^attmeffer be« Greife«, mlä^tx bie 5lrümmung«tinie fi = consl. 
berül^rt, auf bem 5Parabotoib (q), wd^renb ber Ärei« öon R'' bie Ärummung«* 
Itnie V == const. berfiil^rt* Stat^ 22. l^aben »ir atfo ben ©aft: 
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Set einer Jttummung^Iinte auf einem ^aiaiiotait) ifl ^U 
!Ptoiefttün be^ ^auptfrümmunft^^albmefferd, beffenijbene bie 
ftruinmungditnte fen!ce$t [(^neibet^ auf ber ^auptaje tonflant. 

S)a nun }n)et ©ec^eneden eined Arummung^IintenmetecS^ t^on einet i^ur 
^auptaje fenfrecfeten gbenc jufammen fo tctxt entfernt finb, aW bie beiben 
anbern ©egeneden^ fo fotgt ^ieraud ivetter: 

S)ie aiit Ärummungömittelpunfte, tt>el^e bcn tjier (Sdtcn 
eineö Ärünimung^Iintenioiered^ auf einem ^araboloib entfpre^ 
c^en, t^eilen ft^ in ^toti ®ru))pen, ttJOüon jebe ein öieretf bit^ 
bet: SDie (Summe ber Sntfernungen jtt)eier ®egene<fen eine^ 
fold^en aSieredö t)on einer jur ^anpta^t fenfrec^ten ßbene ift 
fo groS aU bie Summe ber Sntfernungen ber beiben anbern 
^egeneden. 

S)iefe Ärflmmungömittelpunfte liegen auf einer befonbern glädbe (k) ; bie 
Stormaten beö ^araboloibö (^>, berengügpunfte eine Ärümmung^Iinie bilben, 
jtangiren biefe gtdcS^e in einer geobatif^en Sinie. 3" ^^^ Ärümmun^dUnien« 
»iered ABCD j!nb ^» ©• AB unb CD jtt)ei ©egenfeiten, bereu ©tei^ungen 
in eSiptifd^en Scorbmaten 

/A = const. fjb' = const. 

l^eiften, »d^renb bie ©leic&ungen- t>on A C unb B D v = const. v' = const. 
Pub. 3)ie gläd&e (k) befte^t nun au$ jtt)ei 3RanteIn, bereu f^einbare Sous 
touren j!d& überaß fenfrec^^t fcJ^neiben. 2)er eine SKantel tt)irb bur^ bie 
2RitteI))unfte ber Ärümmung^freife R gebilBet, ber anbete bur(^ biejenigen 
bon R'. S)ie Stormalen t)on (?), bereu gugpunfte auf AB unb CD liegen, 
tangiren ben erflen ÜRantel öon (k) in jwei geobätifd&en Sinien, unb bie 
Ütormalen »on (^), berengugpunfte auf BC unb AD liefen, tangiren biefeti 
!WanteI in fonjugirten geobdtifci&en Sinien (f. §. 15); mx tonnen fomit für 
bie gld^e (k) baö Jl^eorem auffletteu: 

3n einem öon jioei geobdtifcS^eu unb jioei fonjugirten 
geobdtif(^en Sinien auf ber gtd(!^e ber Ärümmung^mittelpunfte 
eineö ^araboloibö gebilbeten asiered ijl bie Summe ber Ent- 
fernungen jtteier ©egeneden t)on einer jur^auptaje fentred&ten 
gbene glei(!^ ber Summe ber (Sntfernungen ber beiben anbern 
©egeneden. ^iebei ifl aber ju bemerfen, ba| beibe geobdtifd&e ginien 
eine Jtrummung^Unie ber ^ISiäit ber jtrummungdmittelpuntte berühren, unb 
ba| bie jjoei fonjugirten geobdtifc&en fiinien auf berfelben Ärummungötinie 
fenfted^t flehen muffen. Ober au^ muffen bie erfleren ginien burc^ einen 
9label))unft gelten, toobur^ f!^ bie 9li(^tung ber le^teren oon felbfi beflimmt. 

£)te ©tei^ung 16 §. 20 ber geobdtifd^en Sinien auf bem ^araboloib 

1- + -?- = X ^eiftt 
m n 

* "^ "SJ«' "^ n!' ~ dy« dz» 

m n 

SBenn mit auf e(ti|>tif4ie gootbinaten übergeben, fo l^aben tvit mäi ber 
(^tet^ung 8 biefe« ^acagtap^^d 

4y' ■ 4z» _ . (e — ft) (g — y) 
^^ m« "^ n* (p + 2(») (q + 2c) 
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Sir miktn mtn annehmen , t)a§ t)te fleoMttf^e Smie auf t)em ^ataba^ 
loil) (^) Hege, unb bejeicfenen e in Clement berfelben mit ds, fo ifi 

ds =Vdx2 + dy2 + dz^ 
S)ie SBettl^e loon dy unb dz ergeben |i^ auö 6, unb 7*, inbem man y, z, ^ 
uiib V ate Jjariabel betra d&tet; ma n erhalt atfo burc^ S)ifferenjiat{i>n : 

-' - v^ ^^vrr rS'' + '''''• + f" + '""") 

dy2 dz^ _ dy^ dz^ __ [(p + 2v)iit* + (p + 2^) dvp 

m "•" n ~ 2p+4ß "^ 2q+4e "" 2 (q - p) (p + 2/i*) (p + 2^) 

_ l(q + 2v) d^+ (q + 2iu).dy{^ 
2(p-q)(q + 2M)(q + 2v) 

(P + 2ii*)(q+y/*) ^ "^(P + 2v) (q + .20 ^^ 
Die ©lei^ung für geobdtifd&e Sinien auf (^) in eüiptifi^en goorbinaten tft atfo : 

29 p^ ^ (g— /t^) (g-"y) (/^— y) f d/^^ dy^ -| 

(P + 2e)(q + 2?)ds2 l(p + 2^)Cq+2A*) (p+2v)(q+2v)J 

3m $unlt Cq, ^, v) auf (^) fd)neiben Pcö bie beiben Ärümmung^Iinien 
Q = const., /M = const. unb q = const., v = const, Da^ (Stement ber 
erflen Jtrummu nflgtinie l&aben mVmiNs^bejeid&net, unb bafür gefunben (15.) 

ds'" = 2Av —^ÜZl-IJ /"^g"^ . SBcnn nun ber SBinfel jmfd)ett 

Vp + 2yV^q + 2v ^ 

ds'" 
ds unb ds"' = i ifl, fo l^aben tt)ir cos i = -j — ; 



ds^ (p + 2v)(q + 2y) 
^aö ßtement ber jtDeiten itr ummungglini e i ft ds" unb na^ 13. 

Vp 4- 2/1* Vq + 2/tt 
alfo 

sm I = ^— ober sin* i = pV 7-^^^; — . ; . . a - < 

ds ds« (p + .//*) (q + 2/») 

^iebuti^ »etwanbcU j!(^ btc ®Iei(^ung 22 in fotgenbe: 

^ = (p -h 2?) (q + 2^).'^' • + (P+"2e)(q+"2^ ''"' ' 
ober 

23- /» cos^i + V sii|2 i =^ g — C (p -f 2g) (q + 2?) = C 
6mnit l^ben toir für bte geobattf^en Stuten bed ^arabototb^ eine {Res 
tation gefunben, »eldje ber 8iout>iüe*fdöen ©leidbung für bad @tti^)foib unb 
bie $9^)erboIoibe entfl)ri(!6t, ^t^^cos^i + v^sin^i^ = const. Um ben SBert^ 
t)on C gu bejiimmen, ncl^imen »ir an, ba8 Hz geobdtif^e Sinie auf (q), ge« 
feorig verlängert, bie ÄrümmungöUnie « berühre, b. ^. iit 2!)ur(fefe^nittdttnie 

ber ^omofofaten ^araboloibe (g) unb ^ ^ . — h 5— j:x" = x + «, fo 
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ift im ©crü^rungöpunft i == o, /i* = «, alfo tjemanbelt jlc^ 23. in « = C; 
fomit ift 

24. (i cos^ i + y sin^ i = a 

bic ®Iei(!&un8 für bie gcobatif^en Sinien auf Dem $araboIoib 
(?)/ tt)elcl)c bic Ärümmung^Iinie § = const. « = const. tangircn. 

?llle gonfequenjen, tt)cl(^c auö bcr Olcic&ung öon giouüiUc folgen, laffen 
fl^ auö bcr gotmet 24 jici^cn, blo^ mit ber ÜÄobiflcation, ba§ man /» unb v 
jiatt /tt* unb v2 ju fc^cn l^at. S)ie gormctn 15, 16, 17, 18 be6 §. 24 tjcr* 
»anbeln ^6j atfo in folgcnbc für ba« ißaraboloib: 

25. cosi= V^ sini== V^- tffi= V-^- 



26. 



sini \l f^ — ® 

;in i' "" ^ fi — ß 



sin 
sin 

27« /iA-}-r = a + /9 = const. 

28. sin i • sin i ^ • sin i^ . sin i^ . . ♦ = sin J . sin J ' # sin J^ . sin J^ « . . 

S)ie brei legten ®Iei(^ungen enthalten folgcnbc J|ieorcme für bad ^ara* 
boloib : 

SBcnn fid) bic ©pi^e cineö t)on jt»ci gcobdtifd&en Sinien 
gcbtibetcn SBinfcI^, tijcitfte gttjci bcßimmte Ärummungölinien 
(a = const. unb /9 = const.) berühren, auf einer brittcn Ärümmungö? 
Itnie betoegt, fo ifl bad a3crpUni§ bcr Sinuö ber SBinfel, wel^e 
bie geobatifiS&en Sinien vxxt ber Unteren Ärümmungötinie bil^ 
ben, fonftant. 

SDie ©pifee tint^ ijon gtt)ei geobdtif^en Sinien gebilbeten 
regten SBinfet«, xot\6:jt girei beflimmte Ärümmung^tinien 
(a = const., ß = const.) ober nur eine berül^ren, bcttjcgt fi$ auf 
einer jur ^au))taje fenfrc^ten @bcnc. S)cnn wenn /i* + v fonflant 
ifi auf bem ifaraboloib (^), fo ijl eö au(ä^ bie ?tböcijfe x = — q — /» — v 

— I 5-, Sei bem analogen ©a^ für ba^ ©flipfoib unb bie ^i^iperbo^ 

loibe liegt bie ©pifee beö rechten SBin!cte auf einer concentrifi^cn Äugcl. S)a 
nun baö ^ßarabotoib afö ein gttipfoib mit unenbli^ fernem ÜWittclpunft an* 
gefeiten »erben fanu, fo jle^t man Iei(3&t W Uebcreinftimmung jtt)if^cn beiben 
©dfeen, infofern atöbie Äuget fl(ä^ in eine jur ^auptaje fcnfrc^te Sbene 
»ertoanbclt. 

SBcnn man einer Ärümmung^Unie ein geobatif^eö asiclecf 
i)on n©eitett einbefiSöreibt, fo laffen fi(S& bie SBinfel, tt)el(!6e j[ebe 
©cite be« aSiclctfö mit ber Ärümmun^ölinie bitbet, in jtoei 
®rup^)en bringen: S)a« 5ßrobuft bcr ©inu« bcr nSBinfel in ber 
erflen ®rul>:0e ift gUi^ bem $robuft ber ©inuö ber nSßinfet in 
ber anbern ®rul>l)e. 

©c^t man in 26. « ^ ß, fo ijl sin i =ä sin i', ober 

3tt)ei geobatifö&e Sinien, »cl^e eine ÄrümmungÖIinie cineö 
$arabotoibö berfil^ren, bitbcn in il^rcm gemeinfc^aftti^cnSDttrd)^ 
f^nitt^punft mit einer gloeitcn jtrummungdtinie gtei^e Sßinfe( 
mit berfclbcn. 
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3taii Um Xl^eorem Don @utet ifi 

11 1 

SKit »enü^ung Der SBettl^c »on R unb R' au« 21. tx^alUn tcix 
29. ± = :^ZZÄ^:S:+^ I, _ (^ eosM + V sinM)} 

Dicft ifl ber 9lu«l)ruÄ für ben ÄrumraungSl^albmcffer t j[eber beliebigen 
fteobdtif(^en Sinie auf bem ^araboloib (q), »etc^e im {ßunfte (q, ^, v) mit bet 
Ärfimmungölinie fi — const. ben SBinfet i bilbet 93ei ben geobatifiS^en 
Sinien, »el^e bie Ärummungölinien q = const., « = const. tangiren, iß 
fjb cos^ i + y sin^ i = a, alfo 

(P + 2g) V2 (q + 2g) V2 (c - «) 

^ierau« finbet man ol^ne SWfil^e ben ©ett?eiö für biefen ®a^: 
Sßenn man in einem Jträmmung«{inient)ieted auf einem 
{ßaraboloib jtt)ei gtfen^aare bur* geobdtif^e ginien tjecbtnbet, 
fo bilben bie ilrümmungö^albmeffer ber leiteten in ben 6(fen 
eine ^Proportion, 
«u« 30. folgt: 

r 
2)ie^ ifl eine kpeitere ®Iei<$ung für bie geobätif^en Sinien auf bem 
?Parabotoib. 

Der 3o<^c&im«t^arf^e Äuöbrutf für bie ^Polbitlan^j eine« ßtement« auf 
einer ^^tä^e, n)e((!^ed mit einer jtrümmung^linie ben SBintel i bilbet, ^ei§t*: 

cos^i sin*i 

~R~ ^R^ 

A = 



cos^i sin^i 



R2 • R.2 

SSenn man bie SSert^e t)on R, R', cosi unb sini aud 21. unb 25. 
fubflituirt, fo erhalt man 

g — « 



. _ (g — fj^yi^ (g — o'^/g 

(P + 2g)V2 (q + 2g)V» • Q^ - 



2ga + « (a* + — f^y 

£)ads bie X)iagona(e in bemunenbUd^ Keinen Parallelogramm \% bejfen 
Äanten ds" unb ds'" jinb, fo Idfet jl^, mit ^ülfe ber (Steigungen 

ds^ = ds"^ + ds'"2 unb ds = ds"' cos i + ds'' sin i 
ba« ßtement ber paraboloibifc^en ßinie auf jyoeiertei 2lrt befiimmen: 

32. ds^ ^ U^ \ ^il^w^'T^ ^ + 4d.^ J^^^-^-f: 

(P + 2/1*) (q + 2/t*) (p + 2v) (q + 2 v) 

33. ds = -2dv^^^^^7^ ■~2d^ v7^Vr^7 _ 

Vp + 2v Vq + 2v Vp + 2/ti vq + 2/1* 

(SoQ bie @(ei^ung 33 bad (SIement einer beliebigen )}araboIoibif(lben 
ginie »orfteOen , f o ifl allgemein « = y (^, v) ; in bem fpejieüen gatt ber 
geobätif(!ben ginien ifl « == const., tt)obur(6 jl^ bie Snttgratton üon 33. 
»efehtli^ »ereinfa(!^t. 
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ds'" ds" 

(SnMicft befielen nod& btc gielationcn ds = r = -.--; ober 

cos i sin i 

34 dfiVQ — fM, ^^ dvVg — y ^^ 

Vp + 2/i*Vq + 2/ti N/a- /i^ Vp + 2vVq + 2vV^a — v 

§. 29. £){e ^omofofalen ^ra(oIotbe. ^ottfe^ung. 

6ö if} eine ßbcne Ax + By + z = y flegeben, auf »eld^er fi^ ein 
^unft M betDcgt, beffcn Soorbinaten enttreber (x, y, z) l^eigen moflen, ober 
burcö bie Parameter ber btei burd& A gel^enbcn ^omofofalen ^arabotoibe 

y^ z^ _ y'^ z^ ^ 

2p + 4? "^ 2q+4^ -^ + Q 2\> + 4fi "^ 2q + 4ii* ~ ^ '^ ^ 

y2 z^ 



2p + 4v 2q + 4v 
niimli^ burcb (q, ia, v) auögebrütft tt)erben fonnen. S)ie 5WormaIen t)Dn (^), 
(/^)/ W/ büben in M mit ber ßbene bie SBinfel i, i', i"; xm bejieit^nen 
ferner, xoit frul^er, bie SBinfel, tt)etd)e bie Normalen t>on {q), (fi), (v) mit 
ben X, y, z2lxen mad^en, ber bleibe nad^ mit a, a', a"; «, «', «"; a, a', a", 
foifi 

1. sin i = — cos a H — cos a' 

yi^A^+B^ yi + A^+B^ 

H — cos a" 

Vl + A^+B2 

2. sin i' = , cos a H — cos a' 

Vl+A'2+B'^ Yl + A^ + B^ 

+ . cos «'' 

Yl+A^ + B^ 

3. sin i" = . cos a H 7 - — cos a' 

Vl + A^ + B^ Vl + A^ + B^ 

H — . — = cos a" 

yi + A^+B^ 

SWit^in 

1 
^sin^i +^sin*i' + ysin^i'' = , ^ , -rr^ {(Acosa + Bcosa^ + cosa^O^g 

1 -f- A -f- u^ 

+ (A COS a + B cos a' + cos a")^ /t* + (A cos a + B cos a' + cos a")* ^ \ 

i 

= ^ . A2 I P'2 l(cos^ a 9. + cos^ a .fji, + cos^ a . v) A^ 

+ (cos a ♦ cos a' • ^ + cos a . cos a' • /» + cos a . cos a' . v) 2 A B 
+ (cos a . cos a" . ^ + cos a . cos a^\fi + cos a . cos a" . f) 2 A { 

1 

+ fx^irrp Kcos^ a' . ? + cos^ a' . /ti + cos* a' . v) B* 

+ (cos* a" . ^ 4- cos* «" . /t* + cös* a" . v) 

+ (cosa'.cosa".ß + cos«'. cosa"./u + cosa'. cosa".y)2Bf 
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SBcnn noix bic 5lu«l)rü(fe in bcn ^Parentl^cfen cnttDttfcIn, mit ^filfe bct 
SBertl^c tJoncosa, cos a', cos a"; cos«, cos«', cos a"; cos a, cosa', cosa" 
(12, 14 16- in §. 28), fo erhalten xcix 

cos a^ . ^ + cos «^ . /i* 4- cos a^ . v 
^ 1 r (P+2(>)(q+ 2e)i> (P + 2fi) (q + 2fi.)f^ _^ (p + 2v) (q + 2v) v ^ 
4 V. (^ — ^) (^ — i/) (q — fi) (fi — I') (p — v) (fi — v) J 

= KP? + 2p^ + 2qQ + iQ'^)fiQ — (pq+ 2p? + 2qß + 4?^) v? 
— (Pq + 2pA* + 2qM + 4jm2) p^+ (pq + 2p/r* + 2qiii' + 4^1*^) vfi 
+(P<I+2p>^+2qv+4v^)ßi'— (pq+2pv-|-2qv+4v^>i'} : 4(ß-iwX?-^X/^-0 

" T ■•" T" + iQ - f^)(Q- v) (^ - V) 

Stun ift (? — /'*)(? — »') (/"- — »') = p^/tfr — p^»' + ?^^ — f^Q^ + z"'^*' 
— fiy*^, ferner (g'^/u — ^^y + qv^ — fi'^Q + ^^v — /*y^) (? + /^ + «') 
= ?^/ti — Q^v — Qfi^ + fji^^v + ^v^ — v^/*; fomit cos* a . ? + cos* a . fi 

+ cos* a.v = ~-+ -h- + ? + /* + v; ober nad) §. 28, 5. 

4. cos* a . g + cos* a . /ti + cos* a . v === — x 
cos a . cos a\Q + ros a , cos . a' . ^ + cos g > cos g^ . v 

__ _ Ir ( q+2g)g _ (q+2^) ^ (q + 2y)y Wp+2gVir+^V|jH--^ »^ 

©er 3[u«!)ru(f in ber Ätguimer ifl, tüie mgn leicS^t finbet, glei(^ 2; un> 

ngc& §. 28, 6 ifl ber Srud) gleich y, <itfo 

1 
5* cosa . cos a^ ? + cos a . cos a' . /u + cosg . cos g' . v = — ^ y 

cos a . cos a" . ? + cos a . cos a" .'/* + cos g , cos . g" . v 

= _ ir (P + 2e)e ^ (p4-2^)^ (P + 2y)y '\ Vq+2eVq'+gj^ N^+:,^ 

2)ie Orifge in ber ÄIgmmer ifl gtei^ 2, unb ber f&xnif m^ §. 28, 7 

iUi6) z, gtfo 

1 
6. cosa. cosa". ?+ cos«. cos a".^ + cosg. cosg".>' = — ^ z 

2 / , 2 , . 2 / 1 ( (P + 2/u) (p + 2y) (q + 2g) 

cos* a' . o + cos* a\fA + cos* g' . 4» = -i-J-^'S ^-^ ^r?^ — r^~ 

^ 4( (q — P)(? — fi)(g — y) 

_ (P + 2g)(p + 2y)(q + 2/i) ^ (p + 2g) ( p + 2^) (q + 2r) i 

(q — p) (? — A*) (i^ — ^) ^(q — p) (q — »') (m — ^) 

= Atn nv ^7 T; ^ ^ (P*^ + 2p2ß + 2q>'p + 4py^ + 2^pq + 4^p^-h4/Myq -^Sfiyg) Qfi 

— (p2q + 2p2p + 2pi'q + 4py^ + 2^pq + 4,ap^+4^i'q+8^»'(>) qv 

— (p-q -h 2p V + 2pyq + 4p^y + 2^pq + iQPfjt+iQyq-^SQfiv) q/ä 
-f. (p2q -j- '^p'-^/u^- 2pvq 4- 4vfjtv + 2ppq + 4^P|u4-4ß>'q + BQfJitö fJtv 
-j-(p2q + 2p2y 4'2p^q + 4:i^»'+2^pq+ 4ßP>'+4p/Mq+8e/"y)^i' 

— (p2q + 2p2y4-2p^q4-4p^y+2^pq+4pri'-i-4p/wq+8p^>')^>' } 

SBenn mgn in ber Ätgmmer biejenigen ©ummgnben »egtg^t, welche fi<i 
guf^eben, fo bleibt no(6 
(jA^v) {p*g* + p*/itv — p*g (/u- + v) + pqg (^ + v) — pqg* — pq^vj 

== (a* — »') P (P — q) 1?^ — (^ + »') g + /t*v{ . 
= (^ — v) p (p — q) (g — ^) (g — v) 
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Ux njlen ®tei(6ttn0 z = o, fo tfl y« = (2p + 4^) (x + ^). ©et 9(flanl> 
tt» S&ttmpvmtti titin $atabel vom llrfpiung iH = 2p, alf? unab^ngig 
Von Qi ebenfo findet man füt ben %f)ftanb teS Stenn^unft« ^et $atabe( 
«2 =: (2 q 4- 4^) (x + ^) vorn Utf)>tung ben 9Bett^ 2 q. 2>ie btct ^araboloibe 
<?)/ 0»)/ C") Ptt^ bemna^ ^omofofat, b. ^. i^re ^ajn>tf^n{tte, »clcbe in ben 
xy unb xzgbenen liegen, Baben biefelben S3ienn))unfte. ©a bie ®(ei(^un« 
gen 1 in bet goim übeieinfltimraen, fo nehmen wir lit etfte berfelben unb 
enttvideln fie na^ $oten}en bon ^, 

« +1-2 + T + V^ +?4 + t2 + tJ*"T~tS<? 

. pqx ill _ P^ _„ 

■^4 8 8 

2)ie btei 99}utjeln btefet ®(ei(^ung {!nb (, i», v, unb na^ bet befannten 
X^eotie bet ©leic^ungen ijl 



z* 



2. ^+^4-v = _-|-_^_x 

3. ,^4-?v+^v = H+(|+|.)x-^- 

9luö 2. etljialten »tr 

P ' q 

S)te ®ert]^e t>on y unb z fßnncn toix i>nx^ ©Umination auö L befom^ 
wen» 3)ur(!& ©ubttaftion ber jtoeiten unb brüten tjon bcr erjlen unter ben 
®Uiäiun%tn 1 ergibt ^äj 



(p + 2?) (p + 2/») (q + 2?) (q + 2/*) 

^ +7— . . '., . . . =-1 



(P + 2?) (p + 2v) ' (q + 2?) (q + 2v) 
^ietaud 

y* y* 



(P + 2(f) (p + 2/*) (q + 2v) (p + 2«) (p + 2r) (q + 2i») 

^ 1 i__ 

q + 2/* q + 2r 

^, _ 2(v -^) (p + 2g) (p + 2^) (p + 2v) l .„.„,s,n-l-').^/n^o^ 

y -(p+2v)(q+2/.)-(p+2^)(q+20 ^^^P+^^^^P+^'*^^P+2''^ 

Z2 • 2« 



(q + 2q) (q + 2/t) (p + 2v) (q + 2?) (q + 2v) (p + 2it») 

^ _J 1 

P + 2n* p + 2v 

_,_ 2(v-ft)(q + 2g)(q+2/*)(q + 2v) 1 ' ,„ . o,.w„ . « ^,„ . o ^ 

« -(q+2v)(p+2A»)-(q+2M)(p+2v) = pq[ «I + 2?) (q + 2^) (q + 2v) 

SBir ^aben fomit bicfe Swfammenßeßung : 

5. x = -^g-^-v--|---S- 
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6. y» = -^-(p + 2p)(p + 2/t*)(p + 20 

7- z^ = ^^(q + 2^)(q + 2/i*)(q + 20 

^tetaud fönnen reit fcgleic^ folgenben (Sa^ aMetten: Sßenn in 5. x 
fonflant ifi, fo ijl e« anäi bte Summe ? H- /» + i'/ ober 

Sewegt fi^ ein ^jjunft in einer ßbene, tJOtläft fettlre(36t ift 
gur xSlje, fo ijl bte Summe ber <S(fieitetabjlanbe ber brei bur^ 
ii^n gel^enben ^omofofalen ^araboloibe^ beren 9lj;e bie x^je 
ifl, fonflant. 

gür ba« ^er^enbifel P, »eli^e« üom S^eitel be« ^parabotoib^ — H 

= X auf bie Tangentialebene be^ 5Punft^ (x, y, z) gefallt »irb , l^at man 
ben SBert^ 

P = 



Vi+^'+^' 



m* n 

2)ad $er))enbifel, totlä^t^ ))om Urff)rung auf bie Tangentialebene betf 

{paraboloiba - — | = x + ^im ^ßunft (x, y, z) gefäOt »itb/ ift (jege« 

6en bur($ bie ®(ct^ung 

x + 2? 



P = 



VI + S + $■' 



4y« 4z* 
SBir tooDen nun bie ®r6§e unter bem SBurjetgei^en i -\ — ^ H ^ 

in eDiptifc^en Soorbinaten au^brütfen, inbem mx na(S& 1. fe^en 

m = 2p + 4^ n = 2q 4- 4^ 
unb nadö 6. unb 7. bie SBertl^e Don y* unb z^ fubjlituiren, tt)obur(!^ toit er« 
:^atten 

iy^ 4z^ (p + 2/ti) (p + 2v) (q + 2/t.) (q + 20 

^"^ m* "*" n^ - ' (P - q) (P + 2?) "*" (p - q) (q + 2q) 
^ (p-q)(p+2g)(q +2g)~(p+2/t.XP+2yXq+2g)+(q4-2/»i)(q+2v)(p+2g) 

(P - q) (P + 2g) (q + 2g) 
2)ie brei ©ummanben im ^ai^Ux enttoirfclt, geben 
+ P'q + 2p^g + 2pqg + 4pg2 — pq^ — 2pqg — 2q*g - 4qg* 
— (P*q + 2p*g + 2plqi' + 4pgv + 2pqji* + 4pgA* + 4q/i*v + SQfiv) 
+ pq^ + 2q*g + 2pqi' + 4qgv + 2pq/tt + 4qg/tt + Affiv + 8gf»v 
SBenn man biejenigen ®rßgen ttJegld^t, bie fl(!& aufgeben, fo bleibt 
4g2 (P — q) — 4gv (p — q) -- 4g/w (p — q) + 4fiv (p — q) 

= 4 (p - q) (g — /t*) (g — r) 

^^ m« ^ n2 ^(p+2g)(q + 2g) 
$iebur(!^ ergibt ft^ folgenber 9lu«bruÄ ffir baö t)om Urf^Jrung auf bie 

Y* Z* 

langentiatebene be« {ßunft« (x, y, z) ber gld(i^e s — t-^t + 



2p + 4g ^ 2q + 4g 

= X + g gefällte $er))enbtfel: 

12* 



d80 






^n9 ben ©leii^ungen 5, 6 utt( 7 et^alten yeit but^ S)ifeTengtatton, 
inbem »it x, y, z unb q aU btc aSa ttabeten be tiacftten 

in A A A Vp+2/*Vp+2v d(> 

10. dx = — d^ dy=- 



dz = 



V_(p — q) N/p + 2(> 
Vq + 2jt»'S/q + 2v dp 



dx^ + dy^ + dz^ = d,^ fl - (P + 2') (P ±_2^V^ (/+ y^ -tl_20-| 

"f V (P + 20 (p — q) (q + 2^) (p — q) -/ 

atfo (fle^e Me 6ntatcf(ung bet ®tet(ftunö 8) ' 

ds'^ = dx^ + dy^ + dz^ = 4d^^ (p-q)(g-^)(g-;) 

^ (P - q) (P + 2ß) (q + 2?) 

11. ds- = 2dg > ^j V7^=^ 

Vp + 2gVq + 2ß 

SB« bcjei(!6nen btc SBinfcI, welche baö Clement ds' ober bic Slormalc 

beö ^araboloib^ (g) mtt ben Stjen bcr x, y, z bilbet, burd^ a, a', a", 

fo ift dx / dy yy dz 

^ cos a = 3— ; cos a' = :j^ ; cos a" = t— . / 

ds' ds' ds' 

ober 

12. cos a = - % ^P + ^1 ^;j+5 

Vp + "27^V'p + 2v Vq +• 2g 
\/__ (p — q)\/(> — ^ V^g — 1/ 

cos a" = V. V^iyV VTTgT ^:2^ 

Vp — qVg — /lA Vg — y 

SBenn man aber in 5., 6. uub 7* bie (Srogen x, y, z unb ft aU äJa« 
riabele anfielet, fo erl^att man auf ganj analoge SBeife für ben unenbti^ flei^ 
nen 9tbfianb ds" ber beibe n fünfte ( g, f*, v) un b {q, fi + dfi, v) 

13. ds" =. 2d^ ^^ESE^ WgLzj: 

ds" ifl bte 9?ormate bc^ ^ßarabolotb« (/*); bie ffiinfel, toelc^e jle mit 
ben SIxen ber x, y unb z bilbet, bejeicfenen n?ir mit «, «', «" unb erhalten 
dx . dy ,, dz 

dF" '=*»««= di^" "^^^ dF 

14. cos« = -V.^P + ''*^^ + "* 



COS a' = Vi 



cos a = X-;; , COS a' = j-7; , cos a" = j-;; ober na^ 12, 



eos«^ = V. yp~+ "21 vrri;;^^^ 

V-(p-q) V-((>- ft) V/'* - y 

cos «" = V. Vq +^^g Vq + 2v Vp + 2^ 

Vp — q V— (? — ^) V^ — »" 
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Setrai^tet man enblicfe tn 5*, 6. unb 7. x, y, z unb v ciW bie SÄcicif 
beten, unb bej^c^net ben unenblicb Keinen ^bfianb ber fünfte (q, ^, v) unb 
(q, fA, V + dv) ober bie gt ormate beg ^oroboloibd (r) mit ds''', fo ijl 

15. ds'"=2dv%^^^V^fc!^ 

Vp + 2»'Vq + 2v 

ds'" iitbet mit ben ^Ijen In x, y, z bie SBinfet a, a', a"; cos a = j-^, 

d Y dz 

cos a' = -T^i ; cos a" = -p^^ , ober nac^ 12. but^ gegenfeitige 93ertaus 

jdM«ng bet Su^^aben q unb v 

4ß „ 1/ Vp + 2vVq + 2v 

16. cos a = — Vj ■ — ■ =^ 

V -(/*-v) V- (?-»>) 

eos a' = V. Vp + 2,yp + 2m Vqj^ 

V- (p -q) V -o*-'') v- (€- »-) 

cos a" = 'A Vq + 2gyq + 2m Vp_+^ 

Vp - qV- (/'*-»') V-C?--) 
?lu« 12. unb 14. erhalten »it 

17. cos a . cos a + cos a' . cos a' + cos a" . cos a" 

1 Vp + 2g Vq + 2<»Vp + 2m Vq + 2/.* 

V? — m V - (g — M)Vg — » V/* — y ' 

1 (p + 2y)Vp + 2gVp + 2m Vq + 2MVq + 2g 
4 (p — q) Vg — /* V— (g — ft ) Vg — > V / * — » 
, 1 (q + 2»-)Vq + 2gVp + 2gVp + 2M Vq + 2/» « 

* (p — q) Ve — /^V— (? — A*) V« - v\fj^ — v 

Sllfc fte^en bie beiben glädjen (q) unb 0*) auf etnanber fenfrec^it. ©ang 
ebcnfo Iä§t jl(^ jeigeh, ba§ bie glasen (q) unb (f) »ie au^ Q*) unb (v) 
auf einanber fcnfre^t flel^en. hierauf berul^t bad St^eorem: 

S)rei ]^omofofa(e ^arabotoibe flel^en auf etnanber fentre<S^t, 
unb mitl^in f^neiben fie fi^ nac^ bem ®a^ tjon 2)u})in in il^ren 
Ärümmuttg^Unien. 

(S^ fei AB CD ein t)on mx Jtrummunfl^Iinien auf bem ^arabclotb (q) 
gebilbeteö Siered. S)ie 3lb^ciffen ber ßcfen bejeid&nen mx mit xa , ya , za ; 
xb , yb / Zb ; xc , yc , Zc ; xd / ya , zd ; bie fünfte A, B, C, D «werben ber 
gleite na^ burc6 bie brei in benfelben jufammentreffenben l^omofofalen ^ara« 
botoibe bejcic^net mit(q,f^,v); (q,fA,v'); (^,^',0; (?//»'/»'). 9lad6 5- ifl 

P ? / P « 

xa = — (> — ii^-y 2" — — xb = — ß — /t* — v'-.-|-— ^ 

xc = — e~/*' — v'--|-~-|- Xd==-?-^'-V--| 1 

18* Xa + Xc = Xb + Xd 

3n einem t^on t)ier Jtriimmung^Unien gebilbeteu Stered 
auf einem $araboloib ifl bie @umme ber ^bflänbe gmeier ®e$ 
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genetfen r>on irgenb einet auf bet ^auptaje fentte^ten @bene 
%Uxäi ^^t Summe bet Slbjlänbe bet beiben anbetn @egenedem 
Segt man inxäi eine ddt eined folgen 93teredd eine }ut ^aupU 
aje fenlre^te Sbene, fo ift bie Entfernung einer gleiten gtfe 
be« 93ieretf0 ^on biefer ©bene'fo groß aU bie Summe ber gnt? 
fetnungen ber beiben anbern (Sden« 
«u« 6. folgt 

^•= V-^^Vp + 2pVp + 2/*Vp + 2v 
y» = V- ^ Vp + 2?Vp + 2(* Vp + 2^' 

• y« = V-^ Vp + 2?Vp + 2/»' Vp + 2r' 
y" = V-^4r^Vp + 2?Vp + 2/*' Vp + 2v 

19» ya . yc = yb . yd ebenfo za ♦ Zc = Zb ♦ Zd ^ 

3n einem Ärümmungötinientoieretf auf einem ^Paraboloib 
bitben bie Entfernungen ber @(fen üon einer ber beiben anbern 
bur^ ben Urfprung ge^enben ^auptebcnen tint ^Proportion. 

AC^ = (Xa — Xc )^ + (ya — Yc )^ + (Za — Zc )^ 

ober nat^ 5., 6., 7. 

= 1(m'— f*) + (y' — ^)l^- —^ 4 0*v + fi'vO — 2ya yc 

+ l±lS 4 0*V + ^'vO — 2Za . Zc 

= lO*' — /») + (V' — r)l^ —i(jlV + fA'vO — 2ya yc — 2Za Zc 
s= 0*' — M)* + (v' — V)^ — 2(MV + /l*'y'+M'v + /»vO — 2yayc— 2ZaZc 

BD* = (xb - xd )* + (yb - yd )2 + (zb — zd )* 
ober na(ib 5., 6. unb 7. 

= l(f*' - M) - (r' - v)l* - L±-^ 4 (/i V' + f^'v) 
+ ^ ^ ^ 4 Cf*v' + /i*'v) — 2yb yd — 2zb zd 

w H 

= (/i*'— /[*)« + (v/_y)2_ 2 (fAv + /i*'v' + ft'v + fiv') — 2yb yd — 22b zd 

S)a nun na^ 19. ya . yc = yb . yd unb Za • zc = zb • Zd iji, fo i^a^ 
ben tt)ir 

20. AC = BD ober 

3n einem Ärümmun^öIinienöiereÄ auf einem ^arabotoib ifl 
bie Entfernung öon jiret ©egenerfen glei(3b ber Entfernung ber 
beibejt anbern. 

«u^ dx = — d? (®lei(!bung 10) folgt: 

2)ie ^Projeltion be« ©tücf« ber JRormaten jtoifdjcn jtoei un^ 
enbli$ naiven l^omofofalen ^araboloiben auf ber ^auptaj;e ifl 
fonftant. 

^tt9 11. lätt fi$ ber Saj» ableiten: 

X)ie%bflanbe ber DierEden eines 5(rämmungd(inien)>iere(fd 
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auf einem 5ßaraboIoib tjon \>tm uitcnbli* na^en l^omofofalen 
iataboUib bilben eine ^to^^ortiom 

S)iefe« Zf)toxm ^at juerft »ettranD für aüe gla(!^en jwiten ©tabe« 
anaeaeben (Recueil des savants etrangers)« 

Rufoke ber ®lei*uttflen 12, 14 ober 16 beflel&t bet @a|: 

2)ie Sofinug ber aSinlel, tt)et<6e bie Slormaten eine« 5para* 
boloib« in ben ©den eine« ÄtümmunflöIinienöiereÄ« mit einet 
«je bilben, finb proportionirt. 

£)ie beiben f^auptfrümmung^^albmeffer im 5ßunfte (x, y, z) be« ^Para* 

j^(,j(l)g X_ -f £- = X + ^ finb buri^ biefe ©lei^ung gegeben : 
m n 



r 4y* 4z^-k 
(m + n + 4x + 4e)^—4mn(^l + jj;^+-jjTj 

R mn r. . 4y^ , 4z*^3/2 

SBenn toit nun eUipti((i)e goorbtnaten ant^euben, fo l^aben mx ju fefeen 

P ^ 
m = 2p + 4^; n = 2q + 4^; x = — ^ — ^ — y ^ 2*' 

4y^ 4z^^ 4(g-A^)(g- 
^ "^ m^ ^ n^ (p + 2q) (q + 2^) 
m + n + 4x + 4^ = 4(§ — /tft + ^ — i') 

4mn (1 + i^ + ^ = 64(? - f*) (i> - r) 



\/(m + n + 4x+4?)^-4ron(l + ^+ ^)=4((?-m)— (p-f)) 

1 

^iebur^ tt>irb bet 3*^1^^ be« ©tud^e« t)on — = 8 (? — i») obet 

4 l "^ m* "^ nO (p + 2e)V2 (q + 2?)V2 

JBegei^nen »ir bie beiben ^auptftummungd^albmeffer im ^unh (^, a*a *') 
mit R > R' ,fo ifl bemnad^ 

(g — f^)V2 (Q - Vfk ^ (g - ^)^/2 (g -- y)V2 

(p + 2g)V2(q + 2g)V2 '^ (p + 2g)V2 (q + 2g)V2 

^ietan« folgt fogtei(!&: 

3n einem Ätümmung«linient)iere(f auf einem ^ataboloib 
tl^eiten fi(3^ bie a^t ^aH^)tttflmmun9«]6aIbmeffet bet t)iet ©tfen 
in gtt)ei ®tu)>^)en; bie oiet ^aui)tftummung«:^albmeffet in einet 
®tu^)pe bilben eine 5pto:pottiom 

gut bie fe(6d Ärümmungö^atbmeffet öon brei in einem ^unlt j!c6 f^nei« 
benben ottl^ogonalen ^ataboloiben gJUen bie ®Iei$ungen 36 be« §. 21. 

^u« 12. unb 21. erhalt man 

1 1 

22. R' . cos a = 9- (g — /^) R. cos a = ^ (g — v) 

R ifi bet ^albmeffet be« Äteife«, tt?eld&er bie Ätümmungölinie fi = const. 
betfil^tt, auf bem ^ßatabotoib (g), wä^tenb bet Ärei« »on R' bie Ätümmung«« 
Knie v = const. betu^tt. 3ta6) 22. l^aben mx atfo ben ©aji: 
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obet 



23. --ßr^- + -y^l-V+^^^^^ 
A (o) A (^) A (^) 

A(?) ^ AW ^ AW ~ 
9K ^^ ^^ I /*^ ditt y^ dy ds 

~.M?)~^"Aö^r^^(T~^ 

Sicfc ©iffcrenjialglet^ungcn, »eld^c toir ^tcr inxäf f)bi)^ einfad&c geomctrifd^c 
35etra(^tun9cn gefunben l^aBen, bilbcn baS ©eitcnftüd iu bcn Slbeßanifc^cn 
S)iffctcniialglcidöungen, tocld^e bic gormein 20, 21 unb 22 bc§ §. 25 barftcUcn. 

3luS 23. unb 24., mcl^c ©leid&ungcn als biejenigcn bct gcmcinfi^aftüd^cn 
Jangcntcn Don jtoci J^omofofalcn gläd^cn ongcfcl^en werben fönnen, leitet 
man ab 

, X do , dy 

(e — /*) — x-7:ä- = (^ — «'^ 



A(e) '" ' A(") 
. d^ , . dv 



AW '' ' AW 

Statt 25. lann man aud^ fd^reiben 

A (") 
2)a nun e^ — (« + /^) e + «/^ = (^ — «) (q —ß) «tib 
A (?) = V(p + 2o) (q + 2g) (o — «) (g - ;^ift. f o folg t baraug 

g^ - (« + ^) (? + ^jg ^ \/ \q — a) (g - ß) 
A (?) (P + 2o) (q + 2g) 

ebenfo lafjen jtd^ bie beiben anbem Srüd^e trankt ormiren , tooburci^ man auf 
19. lommt. 

Sie weiteren Setrad^tungen über bie ©leid^ung L (g , f^, ^) = const. finb 
ganj analog benjenigen, »eld^e frül^er über bie gfläd^e angepeilt mürben, beren 
ijrümmung§mittelpunlte auf l^omofolalen Sllipfoiben unb ^^perboloiben liegen. 
Sie ©leid^ung 19 

ds = 2do V/JL^ÄE^I + 2d. \/_ (M-«)(/^-£ g: 
^ ^ (P + 2o) (q + 2g) ^ ^ (p + 2^) (q + 2fi) 

+ 2d. V (^-«)(^-<^) 
^ (P + 21^) (q + 2.) 
^at nod^ eine weitere unb fel^r aßgemeine Sebeutung. Sie gibt nämlid^ ben 
SBertl^ für ba§ SSogenelement ds jeber beliebigen flurbe im SRaum in eHiptifd^en 
(ober bielleid^t jur Unterfd^eibung beffer „paraboloibifd^en") ßoorbinaten an. 
5)urd^ bie ftonftanten p unb q ift ein ©^flern Don l^omofofalen ^araboloiben 
gegeben. 3ur boHfommenen Seftimmung ber Sage eines ©lements ds einer 
fturbe gel^ören: erftenS bie ßoorbinaten g, f*, v beS ^unlts auf ber ffuröe unb 
bann bie Parameter « unb ß ber l^omofofalen ^araboloibe («) unb {ß), meldte 
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bicfc§ Clement, gel^örig Dcriängert, Bcrül^rt. 3tt)ifci6en bcn genannten Parametern 
unb ben ßoorbinaten q, (i, v wirb eine Delation ftattfinben. 

26. a = qp (q, fi, v) unb ß = xp {q, jm, v) 

mläft Don ber 9?atur ber Äurbe abl^öngt; [e^en toir biefe SBertl&e für « unb ß 
in 19. ein, fo erhalten toir eine ©leid^ung öon ber fjorm ds = F {q, fji, v) 
t)on beren Integration bie 3Seftififation ber gegebenen Äurde abl^ftngt. 

6S bieten pd^ nun öerfd^iebene fpejieHe SäHe bar. 3)ie fjormel für ds 
toirb fd^on um SSieleS einfacä^er, toenn bie ifitröe auf einem ber ^araboloibe, 
j. S. auf (^) liegt. 2)ann erl^aöen toir junäd^ft Aq = o, unb ba aUe San- 
genten ber Äurde iebenfalls (g) berül^^en, fo ift aud^ q = a, fomit l&aben toir 
für alle ßuröen auf (g) bie ©leid^ung: 

^ ^ (p + 2^)(q + 2M)^^'' ^ (p + 2.)(q + 2r) 

SäJiH man fid^ auf bie geobätifd^en Sinien befd^ränlen, »eld^e bie @igen- 
fd^aft l^aben, bafe afle il^re Sangenten eine jmeite l^omofofale gflüd^e berül^ren, 
fo ift xp {g, fi, v) = ß = const., alfo- 

'^ ^ (p+2^) (q + 2,.)^ ^ (p + 2») (q + 2*) 

Sitefe ©leid^ung gilt fär bie geoMttfd^en Sinten auf ($). ^l^te toeitete 
Säel^anbtung fül^it auf eKiptifd^e ^integrale, toai man fogletd^ fielet, »enn bie 
3(il|let unb 92ennet bet 99rü(|e mit 

V(/« - e) (f* - (?) unb VC* - q) (r^^f 
multiplicitt »erben; man tx^ü baburd^ 

f,ß - (^ -^ ß) (i + f,^ 



29. ds = 2d/i 



+ 2d.' 



V(p + 2^) (q + 2fi) i^i — q) (a* - ß) 
Qß-(.Q+ß)* + *^ 



V(p + 2.) (q + 2.-) (- -q) (f- ß) 

SBotten mit ober bo8 JBogenbiffetenjiol bet ÄrümmungSlinie auf (e) l^aben, 
j. S3. berjenigen , tt)el(]^e butd^ bie Slelationen e = const. i« = const. 4ara!» 
terifirt iji, fo ip nid^t bIo8 de = o, fonbem oud^ di« = o unb bie jmei l^omo« 
folalen Släii^en, weldje öon ben Sangenten bet JhümmungSlinie betü|rt wetben, 
pnb (e) unb (ja) felbp; fomit etgibt p^ 

30. ds = 2d. VJ*^,^^ unb s =/2d.Vfef^,-feÄ 

(P + 2») (q + 2.') -^ ^ (p + 2»') (q + a») 

fttt ben 93ogen bet IhttmmungSlinie auf bem ^ataboloib {q). 
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II. l^cif. 

I. ilnterfndjungett über bte aUgemBttte ffitjjeow ber krummjen J^lärtjett* 



L 

S3ci Untetfud^ungcn über öcrfd^tcbenc SRid^tungcn öon ©etaben im SRautn 
ift c§ Wufig t)on Sßortl^cil, tDenn man bie Dbcrflftd^e einer ilugel mit bcm 
f)aI6meff er = 1 unb beren aWitlelpunft beliebig ift , ju ^ülf e nimmt ; bie @nb» 
punfte ber mit jenen ©eraben parallelen ^albmeffer geben bie SRid^tung ber 
2e|teren an. ®o bie Sage aDer fünfte im SRaum burii^ 3 Soorbinaten beftimmt 
ttirb, b. 1^. burd^ il^re Entfernungen Don 3 unter fi(j^ normalen Ebenen, fo 
fommen bor aDem bie SHicI^tungen ber ju biefen Ebenen normalen Stjen in 
Setraii^t; mir merben bie fünfte ber ÄugeloberPöd^e , mlä)t biefen JRid^tungen 
entfpreiJöen , burd§ (1), (2), (3) bejeicä^nen; fie fielen alfo bon einanber je 
um einen Duabranten ai. Slufeerbem nehmen mir bie 9iid^tungen ber 9Ijen 
naä) benjenigen ©eiten an, gegen mclti^e l^in bie entfprecä^cnben ßoorbinaten 
junel^men. 

II. 

5ßi(j&t unnü^ mirb eS fein, einige Proportionen, meldte bei ben borliegenben 
gragen pufig in Slnmenbung !ommen, l^ier anjufül^ren. 

1. 3)er SBinfel imifd^en 2 fid^ fd^neibenben ©eraben mirb gemeffen burd& 
ben Sogen jmifd^en ben il^ren SRid^tungen entfpred^enben ^ßunöen auf ber Äugel. 

Sie Sage irgenb einer Ebene fann burd^ ben größten ffreis angegeben 
merben, beffen Ebene mit il^r parallel ift. 

3. 2)er SBinfel jtt)if(|en ^mei Ebenen ift gleid^ bemjenigen jmifd^en ben 
entfpred^enben größten ftreifen unb mirb alfo gemeifen burd^ ben Sogen, meld^er 
itüifd^en ben ^olen ber Sejteren entl^alten ift. ©emgemäß mirb bie Steigung 
einer ©eraben gegen eine Ebene burd^ ben Sogen gemefjen, meld^er öon bem 
ber Slid^tung ber ©eraben entfpred^enben 5ßunlte bi§ ju bem, bie Sage ber Ebene 
Dorfteilenben größten ÄreiS red^tminöig gejogen ift. 

4. Sejeid^nen mir bie Eoorbinaten jmeier fünfte burd^ x, y, z, x', y', z', 
i^re Entfernung burd^ r unb ben ^unft auf ber ifugel, meld^er ber SHid^tung 
il^rer S5erbmbung§Iinie entfprid^t, mit L, fo ift 

x' = X + r cos (1) L 
y' = y + r cos (2) L 
z' = z + r cos (3) L 
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5. hieraus folgt leidet, bofe man im 9ingcmctncn ffat 

cos (1) L^ + cos (2) L2 + cos (3) L^ = 1 
fottic anä), wenn man mit L' irgcnb einen anbern ^unft ber Äugel bejeid^net, 
cos (1) L cos (1) L' + cos (2) L cos (2) L' + cos (3) L cos (3) L' = cos LL' 

6. Se^rfa^. SBenn auf ber ftugeloberfläd&c 4 5pun!te L L' L" L"' gegeben 
finb unb ber Jffiinfel, »eli^en bie Sögen LL', L"V" in i^rem ©d&nittpunit 
bilben, mit A bejeid^net »irb, fo ift 

cos LL" . cos L'L'" — cos LL"' . cos L'L" = sin LL' . sin L" L"' . cos A 
93ett)ei§. 2Bir bejeiti^nen ben ©(ä^nittpunft aud^ mit A unb je^en 
AL = t, AL' = t', AL" = V\ AL"' = t"' 



cos LL" = cos t cos t" + sin t sin t" cos A 
cos L'L'" = cos t' cos t'" + sin t' sin t'" cos A 
cos LL'" = cos t cos t'" + sin t sin t"' cos A 
cos L'L" = cos t' cos t" + sin t' sin t'' cos A 



foift 



unb 



cos LL'^ . cos L'L'" — cos LL'^' . cos L'L" 

. ( cos t cos t" sin t' sin t'" + cos t cos t'" sin t sin t" — ) 

— ^^^^\ cos t cos V" sin t' sin t" — cos t' cos t" sin t sin t"' j 
= cos A (cos t sin t' — sin t cos t') (cos t" sin t'" — sin t" cos t'") 
=i cos A . sin (V — t) sin (t"' — t") 
= cos A . sin LL' . sin L"L'" 

2)a übrigens x)on A jttei ^fte ber größten Äreife auSgel^en, fo »erben 
l^ier jmei SBinfcI gebilbet, bie [xä) ju 180" ergänjen: aber unfere Slnal^fiS jeigt, 
ba$ biejenigen älfte p »äl^Ien pnb, beren ifti^tungen mit bem gortfd^reiten Don 
L ^u L' unb öon L" ju L'" übereinfiimmen ; l^ierauS folgt jugleid^, ba bie 
größten Äreife fid& in 2 ißunften fd^neiben, ba^ e§ »üHü^rlid^ ift, melier ge= 
map mirb. gfür ben SBinfel A fann au(ä& ber S3ogen jmifd^en ben 5ßoIen ber 
größten ftreife gefe|t »erben, bon meldten LL' unb VL"* Steile finb; eS finb 
jebod^ fold^e ^ole ju toöl^Ien, »eld^e ^infid^tlic^ biefer 99ögen dl^nlid^ liegen, fo 
bafe jeber enttoeber jur Steinten liegt, loenn man bon L gegen L' unb bon L'' 
gegen L'" fortf (abreitet, ober jur 2infen. 

7. L, L\ L" finb brei fünfte auf ber if ugeloberpäd^e ; »ir fe|en ber 
Äürje toegen 

cos (1) L = X cos (2) L = y cos (3) L = z 
cos (l) L' = X' cos (2) L' = y' cos (3) L' = z' 
cos (1) L" = X" cos (2) L" = y" cos (3) L" = z" 
xy'z" + x'y"z + x"yz' — xy"z' — x'yz" — x"y'z = A 
6§ fei l ber ?poI be§ größten ßreifeS, üon bem LL' ein S^eif ift, unb 
jwar berjenige, welcher ]^inft(i^tli(^ biefeS äogen§ ebenfo liegt, mie ber ?pun!t (1) 
|infi(^tli4 ber Sögen (2) (3). 3)ann ift nad^ bem obigen Se^rfa^ 

yz' — y'z = cos (1) ;i . sin (2) (3) . sin LL' , 
ober, ba (2) (3) = 90^ 

yz' — yz' = cos (1) X . sin LL* ferner 

zx' — z'x = cos (2) l , sin LL' 
xy' — x'y = cos (3) l . sin LL' 
SBenn »ir biefe ©leid&ungen ber SReil^e nad& mit x", y", z" multipliciren, 
fo erhalten »ir unter Slntoenbung ber jmeiten ©leid^ung in 5. 

A = cos AL" • sin LL' 
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9iun finb brci Solle ju untctfd^ciben : grjicns, toenn L'' Quf bcmfclbcn 
größten Ärei§ lieat, bon bem LL' ein %f)til ift, fo toirb ;.L'' = 90^ mithin 
/\ z= o fein. SBenn ober L'' oufeerl&alb biefeS qrö^tcn ftreifeS liegt , fo i)at 
man ben jtoeiten Sali, »enn L" auf berfelben ©eite tt)ie l unb ben britten, 
tt)enn e§ auf ber cntgegengefe^ten ©eite liegt: in biefen fällen merben bie ^ßunfte 
L, L', L" ein fpl^ärifd^eS ©reietf bilben unb im jtociten gfaß in berfelben Drb« 
nung, toie bie fünfte (1), (2), (3), im britten in entgegengefe^ter Orbnung 
liegen. SSejeidfenet man alfo bie SBinfel jenes ©reiedtS einfad^ mit L, L', L" 
unb ba§ bon L" auf bie LL' auf ber ftugcloberfläd^e gefällte ^erpenbifel mit 
p , fo ift sin p = sin L . sin LL" = sin L' . sin L'L" unb ^L" = 90 + p, 
tt)o ba§ obere 3^i<%^n für ben jweiten unb baS untere für ben britten gfaß gilt, 
hieraus fd^Iiefeen mir 

+ A = sin L . sin LL' . sin LL'' = sin L' . sin LL' . sin L"L' = 

"'^ sin L" . sin LL" . sin L'L'' 

Übrigens ift ber erfte gaD im jweiten ober britten entl&alten, unb eS ifl 
leidet einjufe^en, bafe + A ber Gfad^e 3nl&alt be§ Dom 9KitteIt)unft ber Äugel 
unb ben fünften L, L', L" gebilbeten SetraeberS ift. 

(Snblid^ folgern mir nod^, ba§ berfelbe SluSbrudf ± Ve A allgemein ben 
Snl^alt irgenb eine§ 3:etraeber§ bebeutet , bcffen ©tfen ber Urfprung unb bie brei 
fünfte X. y, z; x', y', z'; x", y", z" finb. 

III. 

6ine Irumme gläd&e l^at im ^unlt A eine fletige Krümmung (curvatura 
continua) , menn bie Sid^tungen aller Don A nad^ fömmtUc^en unenblid^ naiven 
5pun!ten ber glöd^e gezogenen ©eraben bon einer unb berfelben burd^ A gel^enben 
@bene unenblid^ menig abmeieren: biefe @bene berül^rt bie gflÄd^e im ^unft A. 
trifft biefe SSebingung in irgenb einem 5pun!t nid^t ju, fo mirb bie ©tetigfeit ber 
Krümmung l^ier unterbrod^en , mie j. S. in ber ©})i|e eines ÄegelS. Unfere 
Unterfud^ungen bcfd^ränfen fid^ ouf fold^e Irumme gläd^en ober 3:^eile berfelben, 
mo eine berartige Unterbred^ung nirgenbS ftatt finbet. |)ier bemerfen mir nur, 
ba§ bie 5Dlet]^oben, meldte jur Seftimmung ber Sage ber a:angential @bene 
bienen, für ftnguläre fünfte, mo bie ©tetigfeit ber ftrümmung aufhört, unbraud^« 
bar merben unb ju unbcftimmten Stefultaten fül^ren. 

IV. 

S)ie Sage ber 3:angential @bene mirb am imedfmögigften aus berienigen 
ber ©eraben beftimmt, meld&e im ^unft A normal ift, unb be^megen bie 3lormaIe 
ber tJIäd^e l^ei^t. SDBir befiimmen bie Slid^tung biefer Slormalen burd^ ben ^n!t 
L auf ber ßugel unb fe^en • 

cos(l)L = X , cos(2)L = Y , cos (3) L = Z 
X, y, z finb bie ©oorbinaten bon A. 6S feien ferner x + dx, y + dy, z + dz 
bie ßoorbinaten eines anbern ^unÖeS A' auf ber Slöd^e; ds beffen unenblid^ 
Keiner Slbflanb bon A, enblid^ ^ ber ^unft auf ber Äugel, meld^er ber {Rid^tung 
beS Clements AA' entfprid^t, fo mirb 

dx = ds . cos (1) l , dy = ds . cos (2) ^ , . dz = ds . cos (3) l 
fein, unb ba AL = 90^ 

X cos (1) A + Y cos (2) 1 + Z cos (3) ;. = o 
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2)ur($ Kombination bicfcr ©Iciii^ungcn leiten mit ai 

X dx + Y dy + Z dz = o 

6§ gibt 2 oHgemeine SKetl^oben, um bte Scfd^affenl^eit (indoles) einer 
frummen gflöd^e ju etforfd^en. Sei ber erften tt)irb bie ©leid^ung }tt)if(Jöen 
ben (Soorbinaten x, y, z benü^t, öon ber loir annel&men, bo^ fie ouf bie gform 
W = gcbrad^t fei, loo W eine gfunition t)on x, y, z fein loirb. 

S)a§ öonftänbige Differential ber gunflion W fei 

d W = P dx + Q dy + R dz 
2)ann toirb auf ber frummen 5Iäc|e 

P dx + Q dy + R dz = o 
unb ba^er 

P cos (1) A + Q cos (2) A + R cos (3) A = o 

fein. ®a biefe ©leiij^ung, ebenfo mie bie obige, ouf bie 5Ri(ä^tungen aller Elemente 
ds auf ber gläd^e anwenbbar fein mu^, fo läfet fxä) leidet erfennen, bafe X, Y, Z 
ben ©röfeen P, Q, R proportional fein müf[en, unb be^ioegen »irb, ba 

X^ + Y2 + Z^ = l 
enttoeber 

P Q R 



ober 

— P -Q — R 

Y — Y — 7 — 



Vp2 4_Q^ + R2-^ VP2 + Q2 +R2 VP2 + Q^ + R2 

fein. 5Rad^ ber jtoeiten SKet^obe to erben bie (Soorbinaten al§ fjunöionen 
Don 2 SSerönberlid&en p unb q angefel^en. SIBir tooHen annel^men, ba^ au§ ber 
Differentiation biefer gunftionen bie @Iei(ä^ungen 

dx = a dp + a' dq 
dy := b dp + b' dq 
dz = c dp -f- c' dq 

l^erborgel^en. ©e^en xm biefe SBert^e in ber obigen gormel ein, fo erl^alten toir 

(a X + b Y + c Z) dp + (a' X + b' Y + C Z) dq = o 

3)a biefe ©leid^ung unabhängig Don ben SBert^en ber S)ifferentialien dp, 
dq fein mu|, fo ift 

aX + bY + cZ = o, a'X + b'Y + c'Z:=^o 
tooraus tt)ir ben ©d^lufe jie^en, bafe X, Y, Z ben ©röfeen 

bc' — cb' , ca' — ac' , ab' — ba' 
proportional fein muffen. SBenn mir ber Jtürje toegen 

V(bc' — cbO' + (ca' — ac')' + (ab' — ba')' = A 
fe|en, fo mirb entmeber 

„ bc' — cb' ca' — ac' ,_ ab' — ba' 

A A A 

. ^ cb' — bc' ^^ ac' — ca' „ ba' — ab' 
ober X = , Y = , Z = 

A A A 

fein. 3w biefen jmei allgemeinen SKetl^oben lommt nod^ eine britte, mo 
eine ber ßoorbinaten, j. 33. z als gunftion ber beiben übrigen gegeben ift. 
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5)ieye SWctl^obe ift iebod^ md^t§ SlnbcteS als ein fpejteKer fJaK, cntioebcr bon 
bcr erftcn ober jtDeiten. 2)enn toenn 

dz = t dx + u dy 
gefegt toirb, fo ift enttocbet 

--t — u 1. 

^ ^ Vl + t^'+u^ ' ^ ^ Vl + t^ + u^ ' ^ "^ Vl+t^ + u^ 
ober 

t^ _ u —1 

y. 

S)ie beiben Sluflöfungen im borl^erge^enben 3lrtifel bejiel&en fi(ä^ Quf ent« 
gegengefe^te 5ßun!te ber ff ugeloberfläd^e , ober auf entgegengefe^te SRid^tungen, ba 
eS in ber Slatur ber ©aiä^e liegt, bafe bie 5RortnaIe nad^ beiben ©eiten ber 
Irummen gläd^e l^ingejogen toerben fann. S)o man alfo 2 ber gläd^e benad^barte 
Släume ju unterfcä^eiben ^at, einen äußern unb einen innern, fo »irb aud^ bie 
auf iebe 9lormaIe bejüglid^e fiöfung nad^ bem Sel^rfa^ in 5lrtifei 11 (7) gefunben 
toerben lönnen, mo jugleid^ bas Äennjeid^en jur Unterfd^eibung beS einen 9laume§ 
bom anbern gegeben ift. 

Sei ber erften SÄet^obe tt)irb ein foId&eS Kriterium bon bem S^x^^n ber 
©röfee W abl^ängen. 6§ loirb nömlid^ im SlUgemeinen bie gläd^e fold^e SJ^eile 
beS SRaum§, in meldten W einen pofitiben aSertl^ ^at, bon benjenigen trennen, 
tt)o W negatib ift. 5ttuS bem angeführten Sl^eorem läfet fid^ aber leidet fdöliefeen, 
ba^ ttjenn ber pofitibe SBert^ t)on W fid^ auf ben äußern SHaum bejiel^t , unb 
bie 9iprmale nad^ berfelben ©eite l^in gejogen tt)irb, bie erftere Söfung ju toäl^Ien 
ift. Übrigens lö^t fid& in jebem ffatt leidet beurtl^eilen, ob auf ber ganjen gläd^c 
biefelbe älegel l^infid^tlid^ be§ ^ti^tn^ bon W gilt ober bei berfd^iebenen Sl^eilen 
Derfd^iebene Siegeln: fo lange bie ßoefficienten P, Q, R enblicje SBertl^e ^aben, 
aud^ nid^t afle 3 berfd^minben, »irb baS ®efe^ ber ©tetigfeit einen SBed^fel ber« 
bieten. 

SBenn »ir bie jtoeite.aRetlöobe befolgen, fo lönnen »ir auf ber gläd^e jtoei 
©^fteme bon ßuroen jiel^en, bei bem einen ift p berönberlid^, q conftant, bei 
bem anbern ift q t)eränberlid^ unb p conftant ; bie gegenfeitige Sage biefer ßinien 
in Sejiel^ung auf ben äußern 5Raum entfd^eibet barüber, meldte bon beiben 
Söfungen ju nel^men ift. @o oft nämlid^ 3 Sinien, j. S9. ein bei »ad^fenbem p 
bon A auSgel^enber ^ft ber ßurbe beS erften ©^flemS unb ebenfo ein Ui 
toad^fenbem q bon A auSge^enber 9lft ber Kurbe be§ jtoeiten ©9ftem§, unb bie 
nad^ bem öufeern Slaum gejogene 5RormaIe ä^nlid^ liegen wie bom Soor« 
binaten Urfl)rung au§ bie Sljen ber x, y, z (»enn foiool^I bon ben erfteren 
als audd Don ben festeren 3 Sinien bie erfte naä) linfS, bie jtoeite nad^ red^tS 
unb bie britte nad^ oben gerid^tet ift) fo gilt bie erfte Söfung ; toenn aber bie 
gegenfeitige Sage ber 3 erften Sinien berjenigen bon ben festeren entgegengefejt 
ift, fo gilt bie jtoeite Sbfung. 

Sei ber britten 3Ket^obe ift ju unterfd^eiben , ob bei einem t)ofitiben 3«* 
ttad&S Don z, »enn x unb y unberönbert bleiben, ber Übergang nad^ bem äußern 
ober innem 3taum ftatt finbet. 2luf ben erften gall finbet bie erfte Söfung, auf 
ben jtoeiten bie anbere Slntoenbung. 
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VI. 



@6enfo toie beim Übertragen ber SUd^tung ber Slormalen öon ber frummen 
tJIäd^e auf bie Äugel iebem eiitielnen Sßunft ber erjien gfläd^e ein beflimmter 
$unft ber jweiten entfprid^t, \o wirb aud^ iebe Sinie ober jebe gigur ^ier — 
bort eine correfponbirenbe l^aben. S3ei ber 99etrad^tung Don 2 fid^ alfo gegen» 
feitig entftnted^enben gfiguren, t)on toeI(|en bie @ine gleid^[am ba§ 99ilb ber 
anbern ift, ftnb }n)ei SOflomente ju beräcf fi(3^tigen ; j[e naci^bem blog bie ©rö^e 
(quantitas, Umfang unb 3nl^alt) ober blop bie Sage inS Stuge gefajjt mirb, 

2)aS erjie 3Koment bilbet bie SapS für getoiffe 93emerfungen , totläjt in 
ber Seigre bon ben Irummen fSflä^^n Don 3lu|en finb. Unter Sotal Krümmung 
— curvatura Integra — eineS ringsum abgefdjloffenen SCI^eilS ber gläd^e der« 
ftel^en mir ben 8flä(|eninl&alt ber correfponbirenben fpl^örifd^en fjigur, Sßon biefer 
curvatura Integra ift bie fo ju fagen fpecififd^e Krümmung tool^l ju unter» 
fd^eiben, wel(|e »ir baS Jhümmungöma^ — mensura curvaturae — nennen; 
biefe ße^tere bejie^t fid^ nur auf einen beflimmten ^ßunft ber gfläd^e, unb ift 
gleid^ bem Duotienten, meld&er l^eröorgel^t , »enn bie curvatura Integra beS 
bem fünfte anliegenben Clements ber gläd^e burd& bie gflädje (ben Snl&alt) biefeS 
(SlementS bibibirt wirb, fie bejeid^net alfo ba§ SSerl^ältnife be§ 3nl^aßS öon jtoei 
correfponbirenben gläd^en glementen ber flugel unb ber gegebenen Qfläd^e. 2)er 
Stufen biefer Steuerungen loirb , »ie mir l^offen , burd^ baS gfolgenbe DoHftänbig 
bocumentirt toerben. SBaS jebod^ bie Terminologie anbelangt, fo toaxtri toir bor 
Mem barauf bebad^t, iebe S^^i^^^^iG^^i^ auS)u[d^Iiegen , me^l^alb mir eS nid^t 
für unpafjenb hielten , bie Snalogie in ber Se|re bon ben ebenen ßurben (menn 
fie auc^ nid^t oQgemein angenommen ifi) ftreng ju befolgen, monad^ unter 
ÄrümmungSmaft einfad^ Krümmung, unter curvatura Integra aber ©röfee, 
9Iu§bel^nung (amplitudo) ju berftel^en ifi. ^iMn menn eS aud^ auf bie SBorte 
nid^t fo fel^r anfommt, menn nur bie @ad^e felbj! nidgt gel^oltloS ift ober bie 
SuSbrudtSmcife ber uml&ertafienben Snterpretation i3rei8gegeben ? 

2)ie Sage einer gfigur auf ber ffugel lann berjenigen bon ber conefpon» 
birenben gigur auf ber gläd^e entioeber äl^nlid^ ober entgegengefe|t (inversus) 
fein. S)aS ßrftere finbet ftatt, toenn je 2 Sinien auf ber gfläd^e, bie bon ßinem 
^un!t mit ungleid^en aber nid^t entgegengeje^ten Stid^tungen auSgel^en auf «ber 
^gel burd^ ä^nlid^ liegenbe Sinien bargefellt merben, fo ba^ alfo überall ba§ 
Siß) ber jur Siedeten liegenben Sinien aud^ red^tS liegt. Seim jmeiten fjall ijl 
baS ©egentl^eil. 2)iefe jmei %&Ut werben mir burd^ baS pofitibe ober negatibe 
.3«<|cn beS ftrümmungSmafeeS unterfd^eiben. Aber biefe Unterfd^eibung wirb 
nur fo lange gelten, atö mir bei beiben gfläd^en ben JRaum beftimmen, in weld&em 
bie fjfigur angenommen wirb. Säei ber ^älfs»j(ugel gilt immer ber äußere, bem 
Zentrum abgemenbete Staum; bei ber Irummen gfläd^e !ommt fo ju fagen aud^ 
ber äußere 5Raum in Setrad^t ober bielmel^r berjenige, in toeld&en bie 9lormaIe 
fällt; eS wirb nämlid^ in ber Sll^nlidSifeit ber gfiguren ^lid^tä geänbert, wenn 
bei ber gfläd^e balb bie ^igur balb bie Normale in ben entgegengefe^ten Staum 
gebrad&t wirb, wenn nur i^r Silb immer in bemfelben Slaum auf ber ffugel 
ge^eid^net ift. 

S)aS poptibe ober negatibe 3^i^^n , meld^e§ für bie Sage einer unenblid^ 
tieinen gfigur bem ÄrümmungSmafe julommt, finbet aud^ auf bie curvatura 
Integra einer enblid^en gigur ber gläd^e SJnmenbung. 2)od^ menn mir ben 
Semeis in feiner ganjen 9lflgemein]^eit führen wollen, fo muffen wir einige 
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Erläuterungen bringen, was ti)ir l^ier jcbod^ furj abmalten !önnen. ©o lange 
eine fjigur auf ber Qfläd^e fo berglidjen »irb, ba§ ben einjelnen innerhalb ber« 
felben gelegenen ^ßunöen berfd^iebene ^unlte auf ber itugel entfpred^en, fo 
reid^t bie obige ßrflärung aus. gfinbet aber bie angefül^rte Sebingung nid^t 
ftalt, fo tt)irb es nöt^ig fein, mand^e a;i^eile ber gigur auf ber ftugel jmei ober 
me^rntal ju jül^Ien, »oburd^, bei einer äl^nlid^en ober entgegengefe^ten Sage, 
entmeber 2lnl^äufung (accumulatio) ober Stufl^ebung (destructio) entftel^en 
fann. 3n einem fold^en pfaß »irb eS am einfad^ften fein, bie §figur auf ber 
glöd^e pdö in fold^e Sl^eile getl^eilt ju beulen, Don toeldjen jeber ginjelne für 
pdö Uitaä)tti jener Sebingung genügt; bann iebem feine curvatura integra 
iUiutl^eilen , nad^ ber ®rö|e beS Sn^altS ber entfpred^cnben fpl^örifd^en fSfigwr, 
mit bem nad^ ber Sage befiimmten S^\ä)m, unb enblid^ ber ganzen Qfigur, bie 
aus ber Slbbition ber ben einjelnen Steilen entfpred^enben Jotal Krümmungen 
l^eröorgel^enbe curvatura integra ^ ju geben. 3tn SlKgemeinen ift alfo bie 
curvatura integra ber gtgur = Ji- dg, too de baS glödjenelement ber gigur, 
k baS ÄrümmungSmafe in irgenb einem fünfte bebeutet. 2)ie l^auptfäd^Iid^^en, 
auf bie geometrif(|e aSeranfd^auIid^ung biefes SntegralS bejüglid^en SRomente finb 
folgenbe. S)er ^eripl^erie ber gigur auf ber glöd^e (unter ber ßinfd^ränfung 
bon Slrt. III) wirb auf ber ftugel immer eine in fid^ felbft jurüfie^renbe Sinie 
entfpred^en. Sffienn biefe fxä) nirgenbS fd^neibet, fo t^eilt pe bie ganje ffugel« 
oberfläd^e in 2 2:^eile, toobon ber Eine ber gigur auf ber frummen gläd^e 
entfprid^t, unb beffen, pofitib ober negatib ju nel^menber, Snl^alt, je nad^bem er 
l^inpd^tlid^ feiner ^erip^erie ö^nlid^ liegt, mie bie gigur auf ber glftd^e, ober 
entgegengefe^t (inverse), ber Se^teren curvatura integra angeben tt)irb. SBofern 
aber jene Sinie pd^ felbft ein ober mehrere mal fd^neibet, fo mirb eine complicirte 
Sigur entpel^en, beren Sn^alt jebod^ ebenfo genau erl^oben »erben !ann, mie bei 
giguren o^ne Änoten, unb toirb biefer, rid^tig aufgefaßte 3ni^alt immer ben 
genauen SEBertl^ ber curvatura integra borftellen. ®od^ bel^alten toir unS eine 
auSfül^rlid&ere SluSeinanberfeJung biefeS SemeifeS l^infid^tlid^ ganj allgemein auf« 
gefaßter giguren für eine anbere ©elegenl^eit bor. 

TU. 

2Bir moDen j[e|t bie gformel für baS ftrümmungSmaß in irgenb einem 
5ßunft ber frummen gläd^e fud^en. SJejeid^nen toir mit d^' baS Element biefer 
gläd^e , fo toirb Z äg ber Sn^Ö ber ^rojection biefeS Elements auf bie xy 
Ebene fein, unb ferner, wenn d^ ber ^nl^alt beS entfpred^enben fpl^ärifdden 
Elements ift, fo toirb ZdJ bie ^rojection beffelben auf bie gletd^e Ebene bor* 
fteQen: baS poptibe ober negatibe S^iäitn bonZ gibt bie äl^nlid^e ober entgegen« 
gefegte Sage ber ^rojection ^inpd^tUd^ beS projiciiten Elements an: benn biefe 
^rojjectionen toerben in SBejiel^ung auf @röße unb Sage unter pd^ in bemfelben 
Ser^ältniß pel&en, wie bie Elemente felbp. SBir wollen nun ein breiedEigeS 
Element auf ber Irummen glöd^e betrad^ten, unb annel^men, baß bie Eoorbinaten 
ber brei Edfpunfte feiner ^rojection 

X , y 

X + dx , y + dy 

X + ^x y + ^y 

feien. S)er boppelte 3nl^alt biefeS 3)reiedfS toirb burd^ bie gformel auSgebrüdft 

dx . ^y — dy ^x 
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unb jmar in pojttider ober negatibcr tS^tm, je nad^bcm bic Sage bcr dorn ccjicn 
ium btittcn ^unft ge^enbcn ©eitc l^mfid&tlid^ bcr öom crflcn jum jtDeitcn ^unft 
gcl^cnbcn ä^nlid^ ober entgegengefe^t ift ber Sage ber y 9lp gegenüber bon ber 
X 9lje. 

SBenn femer bie ©oorbinaten ber brei ©dfpunfte ber ^rojection bc§ fp^ärif(j&en 
Clements bom 9JlitteIpunft ber ftugel an gered^net 

X Y 

X + dX Y + dY 
X +SX Y + dTY 

finb, fo toirb ber bop})eIte Sn^alt biefer ^rojection auSgebrürft burd^ 

dX . ^Y ~ dY . « , 

too ü6er baS 3^i<ä&en biefelben SBeftimmungen gelten, xoxt oben. Das ffrümmung§« 
mafe in biefem ^unft ber i^Viäjz tt)irb alfo fein 

^ _ d X . ^Y — dY . ^X 

dx . ^y — dy . ^x 

SBenn wir nun borausfejen, bafe bie glücke nai^ ber brüten 3lrt in 9lrt. IV 
beftimmt ift, fo erpit man X unb Y in fjomt oon gfunitionen ber ®rö|en 
X unb y, alfo 






3ta(S) @infe^ung biefer SBertl^e gel^t ber obige SluSbrud in folgenben über 

j^ _ dX _dY _ ^ dY_ 
dx dy dy dx 

3nbem »ir fe^en 

dz ^ dz 

dx dy 
unb ferner 

d^z __ ^^ _ „ d^z _ 

dx^ "" ' dxdy ~ ' dy^' "" 

ober 

dt = Tdx + U dy , du = U dx + V dy 

fo folgt au§ ben obigen tfottneln 

X = - tZ , Y = — uZ , (l + t« + u*) Z^ = 1 , 

unb l^ieraus 

dX = — Z dt — t dZ 
dY = — Z du — u dZ 

(1 + t* + u^) dZ + Z (t dt + u du) = 
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ober dZ = — Z^ (t dt 4 u du) 

dX = - Z* (1 + uO dt + Z' tu du 
dY = — Z' tu dt — Z» (1 + t^ du 



fomit 



"d"r = ^M-(i + "')T + tuu| 

AX_ = Z»|-(l + u*)ü + tuVJ 

-^^=Z»|tuT - (l+t'')UJ 
dY 



^ = Z* I tu U — (1 + t*) V j 



toerben biefe SBert^e in ben bor^^ergel^enben 9luSbru(f fubflituttt, fo erhält man 
k = Z« (TV - UO (1 + t« + u*) = Z* (TV - U') = ^^ ^JtM-^u V 

YIII. 

S)urd^ jtoedCmö^ige fEiaf)i beS UtfptungS unb bet ^£en bet ßioorbmaten 
lann man lti(S)t itmkltn, bag füt einen beftimmten ^unlt A bie @tögen t, u, U 
tjerf(i^tt)inben. @S »erben nftmlid^ bie jwei erpen Sebingungen ((i^on erfüllt, 
»enn bie 8erül§rung§ebene in biefem ^unft }ugleid^ bie @bene ber ^oorbinaten 
X, y ifi. 3ft nun A }ugleid^ ber Urfprung, fo toirb ber SluSbrud für bie 
(Soorbinaien z biefe ^orm annel^men 

z = 4- T» x'' -f ü" xy + 4- V" y* + ß*) 

tt)o ß bon J^ö^crer Drbnung ijl, als Don ber jtocitcn. SScrftnbcrt man bie ßage 
ber 2l|en ber x unb y um ben SBinfel M fo, bofe 

tg 2 M = pnryö 
ift, fo lä^t ftdj leicä^t erfennen, bafe eine ©leid^ung bon biefer gfomt 

entftel^en toirb, tt)oburd^ aud& ber brüten Sebingung ©enüge geleiftet i[t. ^ierauS 
erl^eDt : 

1. SBenn man bie frumme gflftcä^e burcä^ eine auf il&r normol jiel^enbe 

*) aOÖenn mon z = f (x, y) nad^ bem 2:a^Ior'fdJcn ©oft enttoitfclt, f (x + h, y + i) = 

z + th + T -g- + . . . 
4- ui -f U hi + . . . 

unb z = t = u = X = y = unb h = X, i = y \t%K, fo erl^äU mon oMge fjfomtcl 
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unb burd^ bic Sli'c bcr x gc^cnbc (Sbcnc fd^neibct, fo ift bcr ffrümmung§]^attmcffet 
ber (ebenen) ©(ä^nittfuröe = ±-^; ba§ pofitibe ober negatioe SBorjei(ä^en jelgt 

an, ba§ bie gläd^e gegen bie ©eite l^in, tt)o bie ßöorbinoten z t)ofitib genommen 

jtnb, concQt) ober conbej ijl. 

1 

2. 2)t§glei(ä^en wirb -^ glei(ä^ bem ftrümmungSl^albmeffer ber ©(ä^nittcurbe 

fein, meldte in einer hmäf bie y 2lje gel&enben Jlormolebene liegt. 

3. ©e|t man x = r cos q) , y = r sin qp , f o ift 

z = -^ (^T cos g)^ + V sin <r' } r^ + ß 

toorauS folgt, bafe toenn ber Slormalfcä^nitt mit ber 3lje ber x einen SDBinfel cp 
bilbet, ber ÄrümmungSl^albmeffer in A 

1 

T cos <j)^ + V sin g)^ 

©0 oft T = V ift, toerben bie ÄrümmungSl^albmejfcr in fämmtlid^en 
9lormaI»66enen gleid& fein, ©inb aber T unb V ungleidd, fo ift einleu(|tenb, 
ba T cos qp^ + V sin qp^ für irgenb einen SBertl^ öon qp jtt)if(|en T unb V 
fönt, ba| bie ÄrümmungSl^öIbmeffer ber in 1 unb 2 betrachteten |)auptfd^nitte 
baS SKajimum unb SKinimum ber Ärümmung angeben, menn T unb V mit 
bemfelben 3eid&en bel^aftet finb, unb bafe im anbem QfaD ber 6ine bem SKajimum 
ber ßoncat)itat unb ber anbere bem 9Dlajimum ber ©onbejitöt entfprid^t. Diefe 
aSetracä^tungen enthalten ungefäl^r Stiles, »aS (Suler über bie Ärümmung ber 
glöd^en juerft leierte. 

5. 2)a8 ftrümmungSma^ nimmt im ^unft A ben fel^r einfad^en SluSbrud 
k = T . V an, toorauS folgt : 

Sel^rfaJ. 3)aS ffrümmungSmafe in irgenb einem ^unlt einer 
glödje iji gleid^ einem Srud^, beffen Säfjltx bie ©inl^eit, beffen 
Kenner aber ba§ ^robult ber beiben ftu^erften JtrümmungSl^alb« 
meffer ber IRormalfd^nitte iji. 

3uglei(| erl^ellt, ba§ ba§ ÄrümmungSmafe |)ofitii) toirb, für bie concaD 
concaben ober conbej conbejen gWd^en (meldte Unterfd^eibung nid^t »efentlid^ ift), 
negatib aber für bie concaD'Conbe^en. 93enn eine glöd^e au3 2:i^eilen bon ieber 
®attung befielt, fo tt)irb auf ber ®ren}e bad jhümmungSma^ berfd^minben. 
Über bie 9iatur berjenigen glöd^en, too ba§ ftrümmungSma^ überall berfd^toinbet, 
werben wir toeiter unten fpred^en. 

IX. 

S)ie angemeine fSfotmel für baiS ftrümmungSma^ , toeld^e am ©d^Iu^ be§ 
Slrtilete Vn aufgefteüt »urbe, iji unter allen bie einfad^fte, toeil fie nur 5 
ßlemente entl^ält; )u einer complicirteren, mit 9 glementen, gelangen ttir, toenn 
wir bie erfte SKetl^obe jur Unterfud^ung ber tHüäftn anioenben. 3nbem toir 
bie Sqeid^nungen beS Slrtüel IV beibel^aßen, »oDen »ir folgenbe »eitere ein- 
f ül^ren : 
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d!W_ dnV_ d^W_ 

d^W d^W d^W 

^^ ^^ -pii ______ O" _____ "R" 

dydz ~ ' dxdz ~ ^ ' dxdy ~ 



fo bQfe dP = P'dx + R"dy 



dQ = R"dx 
dR = Q'dx 



Q"dz 



Q'dy + P"dz 
P"dy + R'dz 



p 
ba aber t = — -^r » f^ ^^^^^ man burd^ ©iffercntiation 

RMt = — RdP + PdR = (PQ" — RP') dx + (PP" — RR") dy + 

(PR' — RQ") dz 

ober, wenn man dz mit §ülfe öon Pdx 4- Qdy + Rdz = o eltminitt, 

RMt = (— R*P' + 2PRQ" — P^') dx + (PRP" + QRQ" — PQR' — 

R^R") dy 

Suf ftl^nltd^e SBeife finbet man 
R'du = (PRP" + QRQ" — PQR' — R'R") dx -f (— R'Q' + 2QRP" - 

Q-R') dy 
hieraus fd^Ite^en mit 

R'T = — R«P' + 2PRQ" - P*R' 
R»U = PRP" + QRQ" — PQR' — R*R" 
R'^V = — R*Q' + 2QRP" — Q«R' 

2)ur^ @u6^itutton biefer SBettl^e in bie gformel ^tt. Vn et!^a(ten wir für 
ba§ JhttmmungSmag folgenben f^mmettifc^en ^uSbrud: 

(P* + Q- + R^' k 

= P* (Q'R' — P"*) + Q« (P'R' — Q"«) + R* (PQ- — R"^) 

+ 2QR (Q" R" — P'P") + 2PR (P"R" — Q'Q") + 2PQ (P"Q" — R'R") 

X. 

@ine noc^ compticiitete, nämlid^ au3 15 Elementen jufammengefe^te Formel 
etl^alten wir, wenn wir bie }weite }ur Srforfc^ung ber @igenf($aften bon ben 
^tä(!^en bienenbe Snet^obe anwenben. Mein eS iß bon großem Sßett^, auc^ 
biefe auSjuarbeiten. 3nbem wir bie SBejeii^nungen beS ^rt. IV beibehalten, 
fejen wir weiter 

d*x d*x . d*x 



dp^ ' dpdq ' 


dq« 


— «" 


d^y d^ 

dp« ^ • dpdq ^ ' 


d^y 
dq« 


r 


dpa '' ' dpdq ^ ' 


d*z 
dq- 


7" 


femer fei jur SlbBlrjung 






bc' — cb' — A 


t 




ca' — ac' B 


f 




ab' — ba' — C 


• 
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9lun ift }unä# 

Adx + Bdy + Cdz = o 

ober j A j B j 

dz = — g-dx g-dy 

2in Säettod^t, ba^ dfo z als ^unSton bon x unb y angefel^en toetben 
lann, ifl 

dz _ __A 
dx ~ C 

dz B 

d7 = " = -"^ 

^ferner fc^üefeen töir aus dx = adp + a'dq , dy = bdp + b'dq 

Cdp = b'dx — a'dy 

Cdq = — bdx + ady 
ig)ierau§ crl^alten toir bte boUftänbigen Sif[crcntialc bon t, u 

SBenn toir nun in bicfen Sötmeln fubjiituitcn 

dA 

^ = c'i? + br' - cß' - h'r 

dA 

?^ = c'ß' + br" - cß' ~ bV' 

dB 

-— := slY + c«" — ay" — c'«' 

"- = b'a + ai?' — ha* — a'/S 
dp 

HP 

-^ = b'«' + ai?"— ba" — a'/?' 

dq 

unb crtoägcn, bofe bic SBcrtl^c bcr IfeicrauS obgclcitetcn Differentiale dt, du, glei($ 
fein muffen, unabl&ängig öon ben Differentialen dx, dy, ben 9luSbrü(fen Tdx + 
Udy , Udx + Vdy , fo finben toir nad^ einigen nal^e liegenben SranSfor» 
ntationen 

C^T = b'^ («A + ßB + rQ — 2bb' (a'A + ß'B + y'C) 

+ b^ (a"A 4- ß*'B + r"C) 
CfU = - a'b' («A + ßB + rC) + (ab^ + ba') (a'A + ß'B + fC) 

— ab (a'* A + /9"B + y C) 
C^V = a'2 («A + /?B + yC) — 2 aa' (a'A + i^'B + r'C) 

+ a^ («" A + ^" B + r"G) 
@e|en toir nun jur Slblüriung 

(1) Aa +Bß +Cr =^D 

(2) Aa* + Bß' + Gy' = D' 

(3) Aa" + B(?'' + Cy" = D" 

fbmen, (Beometrie. 14 
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fo iji C»T = b'^(D — 2D' +D") 

G»U = — a'b' D + (ab' + ba') D' — ab D" 
C'V = a'*D — 2aa' D' + a*D" 

|)ietauS ergibt jtd^ 

G« (TV — U«) = (DD" — D'*) (ab' — ba')* = (DD" — D'») C* 

unb füt bas JhümmungStna^ 

DD" — D'» 

(A*"+ß » + G*) *> 



k = 



XI. 

%n bie @teQe ber jule^t angegebenen ^otmel tooQen mit eine anbete fe^en, 
bie ju ben ftu(]^t6at{len Sil^eotemen in bet Seilte bon ben hutnmen S(ä<$en ge* 
l^ött. Sßit fugten folgenbe 9e}ei(i^nungen ein 



a*+ b^ +c 



aa' + bb' + cC 

a'* + b'* +c'* 

a.a -\-hß -\- cy 

a«' + hß' + er' 

a«" + hß" + cj-" 

a'a + b'^ + c'y 

a'«'-4-b'i?' +c'y' 



2 



= E 

= F 
= G 
= m 
= in' 
= m" 
= n 
= n' 



a'«" + h'ß" + c'y" = n" 



(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 

A« + B* + G* = EG - F« = A 
S)utd^ gßminotion bet ©röfeen ß, r aus ben ©leid^ungen (1), (4), (7), 
inbem man [\t mit (bc' — cb'), (b'C — c'B), (cB — bC) muttiplicitt unb 
abbitt, etl^ält man 

« j A (bc' — cb') + a (b'C - c'B) + a' (cB — bC) j 

= D (bC — ob') + m (b'C - c'B) + n (cB — bC) 

meldte ©leid^ung fid^ leidet in folgenbe ummanbeln lä^t 

AD = « A + a (nF — mG) + a' (mF — nE) 

®ie Elimination von «, r obet «, ß fü^tt auf analoge SBeife ju 

BD = ^ A + b (nF — mG) + b' (mF — nE) 

CD = r A + c (nF — mG) + c' (mF — nE) 

SBenn wir biefe 3 ©leid^ungen but(^ «", ß", y" mutti})Iiciren unb abbiten, 
fo etl^alten mit 

(10) DD" = (««" + ßß" + 77") A + m" (nF — mG) + n" (mF — nE) 

«uf ä^nlid^e «tt folgt auS ben ©leid^ungen (2), (5), (8) 

AD' = « A + a (n'F — m'G) + a' (m'F — n'E) 

BD' = /?' A + b (n'F — m'G) + b' (m'F — n'E) 

CD' = j-'A + c (n'F — m'G) + c' (m'F — n'E) 

2)utdö aWuItiplication' mit «', ß\ f unb mif^mQt 3lbbition 

D'2 — («'3 _j_ ^.2 _|_ y.2') /^ 4- m' (n'F — m'G) + n' (m'F — n'E) 
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Sie gotnbtnatton btefer @Ieid^ung mit (10) liefett 

DD" — D'* = (««" -J- ßß- + yy" — «'* — ß'* — 7'*) A*) 
+ E (n'* — nn") + F (lim" — 2 m' n' + mn") + G (m'* — mm") 

%xn ip 



obet 



dE - dE _ , dF , , dF 

dF = ^"'di- = 2'° 'dp=°^+"'dq 

_^G _ 2n' , ^ = 2n" 
dp dq 



m" + n' 



1 dE , 1 dE 



n = 



2 dp 
dF 



2 dq ' 



m" = 



dF 



1 dG 



dq 2 dp 



1 dE 



aa 



dp 2 dq ' ^' ~ 
ferner lö^t fid^ leidet betocifen, ba^ 

'' -f |J|3'/ 4. yy'' _ a'2 _ ^/2 _ y 



i_dG //__LdG 
2 dp ' ^ ~ 2 dq 



/2 



dn 



dn' 



1 d^E . d*F 



+ 



dq dp 

1 d^G 



dm^ 
"dp" 



dm' 



dq 



2 dq2 • dpdq 2 dp^ 

6c|cn tt)tr biefc öcrfd^icbcncn 2lu§briidfe in bic gormcl für baS ÄrümmungS« 
mafe om ©d(|Iufe beS borl^etgel^enbcn SlttüclS, fo gelangen »ir ju folgenber 
©leid^ung, loeld^e nur bie ©rö^en E, F, G unb i^re S)ifferentiaIquotienten erjier 
unb i»eiter Drbnung entl^ftlt. 



*) 5)urd^ ^ntoenbung öon S^etcrmmanten fann bie Sorntcl für DD" — D'* Icici^t cnt« 
toidclt »erben. SJlan l^at nätnlid^ (X) (1) 



D = 



a a a' 
^bb' 
y c c' 



I cl' ß' y' 
D' = I a b c 
1 a' b' c' 



alfo nad^ bcm 50(htItipItcottonSsjt^corem für S)eiertntnotttctt 

aa" + ßß" + yy" aa" + b|3" + cy" 



i — _ 


a" ^" y" 
a b c 
a' b' c' 




a' a a' 
/3' b b' 




y' c c' 



DD" = 



D'2 = 



ober 



DD" 



aa + ^b + yc 
aa' + ßh' + yc' 

a'a' + ß'ß' + y'y' 
a a' + b /3' -f c y' 
a'a' + b'(3' + c'y' 

aa" + |J/3" + yy" 
m 
n 



aa + bb + cc 

aa' 4- bb' + cc' 

a'a -h ß'h + y'c 

aa 4-bb +cc 

a'a + b'b + Cc 



a'a" + b'j3" + cy" 

a'a -f b'b -f cc 

a'a' + b'b' + cc' 

a'a' + ^'b' + y'c' 

a a' + b b' + c c' 

a'a' + b'b' 4- c'& 



m 
E 
F 



// 



n 
F 
6 



// 



D'2 = 



a'a' + ß'ß' + yy 
m' 
n' 



m' 

E 

F 



n' 
F 
G 



14' 
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4(EG-FTk = E!f^-«_2ff + r^-Y 
^ ( dq dq dp dq vdp / 

/^dEdG_dEdG_^dEdF ^ dF dF ^ dF dG^ 

Vdp dq dq dp "^ dq dq dp dq "* dp dp 7 

xn. 

S)a ganj allgemein 

dx^ + dy^ + dz^ = E dp2 + 2 F dpdq + G dq» 

ift, fo leud^tct ein, bafe VE dp» + 2 F dpdq + G dg» ber aKgemetne 9luS» 
brud für ba§ ©lement einer 8inie auf einer frummen tfl&äjt ift. Unfere im 
borl^erflel^enben Slrtitel aufgeführte Slnal^fiS jeigt alfo, bafe jur 3lngabe beS 
Ärümmung§ma^e5 nid^t beftimmte gormeln nötl^ig finb, tüeld^e bie ßoorbinaten 
X, y, z tt)ie audfe bie gfunftionen ber unbeftimmten ©röfecn p, q barfleüen, 
fonbern bafe ber allgemeine 9luöbrucf für bie ©röge irgenb eine§ Sinienelement§ 
genügt. Sßir tooHen ju einigen Änwenbungen biefeS ^öd^ft »ici^tigen @a|eS 
übergel^en. 

SBir nel^men an, e§ laffe fid^ unfere frumme gfläd^e auf irgenb eine anbere, 
frumme ober ebene, abwidfeln (explicari), fo ba§ irgenb einem burd^ bie ©oor» 
binaten x, y, z beftimmten ^unft ber erften gläd^e ein beftimmter ^unft ber 
jweiten gflä(|e entjprid^t, bcffen ßoorbinaten x', y', z' finb. 6§ »erben alfo x', 
y', z' aud^ al§ gunftionen ber unbeftimmten ©röpen p unb q betrad^tet toerben 

fönnen unb man toirb für ba§ Clement Vdx'» + dy'» + dz'» biefen 9lu§brudE 
erhalten 

VE' dp» + 2 F' dpdq + G' dq~» 

E', F', G' finb aud^ gunftionen berfelben ©röfeen p, q. 9lu§ unferer grfiärung 
über bie 9lbtt)idEIung (explicatio) Don gfläd^e auf gläd^e folgt, bafe bie Ioneft)on» 
birenben Elemente in beiben gfläd^en notl^menbigertoeife glei(| finb, ba^ man alfo 
ibentifd^ l^at 

E = E' , F = F' , G = G' , 

aljo fül^rt bie gformel be§ borl^ergel^enben 9lrtifel§ fofort ju bem auSgejeid^neten 
%^toxtm: SBenn eine frumme gflöd^e auf irgenb eine anbere 
gläd(|e abgemidEelt toirb, jo bleibt ba§ ßrümmungSma^ in ben 
einjelnen fünften unberänbert. 

^ferner mirb ein begrenzter Sl^eil ber frummen glöd^e nad^ ber 
9lbtt)idEIung auf eine anbere gläd^e biefelbe curvatura integra 
beibel^alten. 

@inen fpecieDen gaU, auf »eld^en bie SKatl^ematifer bi§ je^t il^re Unter« 
fud^ungen befd^ränft baben, bilben bie auf eine ßbene abtoidEelbaren gläd^en. 
Unfere SE^eorie lel^rt fofort, bafe ba§ ÄrümmungSma^ fold^er gfläd^en in jebem 
^unft = o fein mufe, eS toirb alfo, menn il^re gigenfd^aften nad^ ber britten 
SBet^obe au§gebrüdt toerben, überaß bie ©leid^ung ftattfinben 

d»z _d'z^_/^d>V_ 
dx» ' dy» Vdxdy/ "" ^ ' 
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töcId^eS Kriterium, obiüol^t fd^on früher bclannt, mä) unferem Urt^eil toenigßcnS, 
ineijtenS ni(!(|t mit ber n)änf(|en§tDert]^en ©trenge betoiefen tDurbe. 



XIII. 



SBaS lüir im borigen 9lrtifel QuScinanberfcJtcn , ^ängt mit bcr eigentbüm« 
liäftn SctrQ(ä^tung§tü'eife bcr tit&di)tn jufammcn, todd^c in l^o^em ®rabc würbig 
iji , Don bcn SJlatl^cmatifcm forgfttttig inS 9luge gcf afet ju »erben. SBenn 
nämlid^ eine gläd^e nid^t fotoo^I als bie ©renje beS ßörperlid^en, fonbern Dielme^r 
felbji als StbxJptx aufgefaßt wirb, Don toelc^em @ine ©imenfton als öerfd^tüinbenb 
JU betrad&ten ift, ber jtoar biegfam aber nid^t auSbel^nbar iji, fo l^öngen bie 
ßigenfdöaften ber tJWd^e jum Stöeil öon ber J^orm ab, auf roeld^e fte rebucirt 
toerben fann, jum 3:^eil finb fte abfolut unb bleiben unberänberlid^ , in meldte 
©eftalt aud^ bie glöd^e gelangen toirb. 3" t^i^f^« le^teren, beren grforfd^ung 
für bie ©eometrie ein neues unb frud^tbareS gelb eröffnet, gel^ört baS ftrümmungS» 
mafe unb bie curvatura integra in bem Don unS für biefe 9luSbrüde ange- 
nommenen ©inn; aufeerbem gebort l^iel^er bie Seigre Don ben füi^eften Sinien, 
fotoie nod^ me^rereS Slnbere, looDon mir \pSAtx unS ju bönbeln üornebmen. 33ei 
biefer Setrad^tungSmeife werben eine ßbene, unb eine auf eine ©bene abmidelbare, 
j. 85. eine c^Iinbrifd^e, fegeiförmige %V&i)t, als im SBefentlid^en ibentifd^ angefeben 
werben müfjen, unb bie ber Slatur ber ©ad^e entfl)red^enbe 2lrt, bie (Sigenfc^aften 
ein er fo betrad^ t eten gfläd^e allgemein auSjubrüdfen , wirb immer in ber fjormel 

VEdp^ + 2 F dpdq + G dq^ wurjeln, weld^e ben 3ufö»iin^ti^ang beS fiinien^ 
Clements mit ben jwei unbeftimmten SSeränberlid^en p unb q angibt. SlHein 
e^e wir biefen ©egenftanb weiter verfolgen, ift eS nöt^ig, bie ©runbjtige ber 
Zfitoxxt Don ben fürjejien Sinien auf ben Slä^^n DorauSjufd^idEen. 

XIV. 

®ie gigenfd^aften einer SurDe im 3laum werben im Slßgemeinen baburd^ 
beftimmt, ba| man bie il^ren einjelnen ^punften entfpred^enben ßoorbinaten x, 
y, z in t?orm Don gunftionen ßiner aSeränberlid^en , bie wir mit w be^eid^nen, 
auSbrüdt. S)ie Sänge einer fold^en Sinie Don einem beliebigen SlnfangSjpunft 
aus bis ium 5ßun!t (x, y, z) wirb burd^ baS 3ntegral 

auSgebrüdEt. SDßenn wir annel^men, bafe bie Sage ber Sinie unenblid^ wenig 
Dariire, fo bafe bie ©oorbinaten ber einjelnen fünfte bie Variationen dx^ dy, dz 
annel^men, fo finbet man bie Variation ber ganjen Sänge 

_ rdx^ddx + dy . d<?y + dz . dfa 

~^ Vdx2 + dy2 + dz^ 

weld^en SluSbrud wir in biefe tSoxm bringen 

dx ^x + dy ^y + dz ^z 

Vdx^ + dy^ dz^ "" 

dx dy dz 

^^ • ^ VäV + dy*^ + d^ + ^y • <i X/d^^'dfT^ + $z.d Y/dx^ + dy^ + dz** 
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3n bcm goU, too bic Sinie eine fürjelie ift jioifd^en i^ren (Snbpunften, 
mufe ber 9lu§brucf unter bcm Sntegtaljeid^en Derfd^winben. Snfofern olS bie 
Sinie auf ber gfläcä^e liegt, beren ©ifferentialgleid^ung 

P dx + Q dy + R dz = o 
ift, muffen bie SBariationen ^x, ^y, dz anä) ber ©leitä^ung 

P fe + Q (5y + R ^z = o 
genügen; hieraus fd^Iie^t man leidet, ba| bie Differentiale 

dx dy dz 

^ Vdx^ + dy2 + d? ' ^ Vdx^+dy^ + d^ ' ^ Vdx^ + dy^+IP 

bejie]^ung§tt)eife ben ©rö^en P, Q, R })rot)ortionaI fein muffen. 9?un fei dr ein 
Clement ber ßurbe, l ber ^un!t auf ber Äugel, »eld^er ber JRid^tung biefeS 
©lements entft)ri(ä^t, unb L ein jtpeiter 5ßunft auf ber itugel, entfpred^enb ber 
Släd^ennormale; enblid^ feien S, Vf f bie ©oorbinaten öon l, X, Y, Z biejenigen 
t)on L, beibe Dom SRittelpunft ber ffugel au§ gered^net, alfo »irb 

dx = S dr , dy = 1/ dr , dz = f dr 

fein, tt)orau§ mir fd^Iie^en, ba^ jene Differentiale gleid^ dS, dri, dC pnb. Unb 
ba bie ©röfeen P, Q, R t)rot)ortionaI X, Y, Z finb, fo ift bie Wrjefte Sinie 
burd^ bie ©leid^ungen 

d? dn d^ 

XT ~ Y ~" T^ 

d^aralterifirt. Übrigens ift leidet }u erfennen, bafe Vd|- + d»i^ + d^ bem 

Sogen auf ber ffugel gleid^ ift, ber ben SBinfel jtoifd^en ben 9lid^tungen ber 

SEangenten im 9lnfang unb am @nbe be§ ©lements dr mißt, unb alfo gleid^ 

dr 

— ift, wenn q ben SrümmungSl^albmeffer in biefem 5ßunö ber fürjeften Sinie 

bebeutet; fomit ift 

^ dS = X dr , Qdri = Y dr , £» dJ: = Z dr. 

XV. 

SQBir ttoßen annel^men, bafe auf ber gfläd^e Don einem gegebenen ^ßunft A 
au§ unenblid^ biele lürjefte Sinien gelten, meldte njir burd^ ben Sffiinfel unter« 
fd^eiben, ben ba§ erfte Clement einer einjelnen mit bem erften ©lement 
bon berjenigen unter biefen Sinien bilbet, bie mir als erfte betrad^ten; eS fei cp 
biefer 2Bin!eI, ober allgemeiner eine gunltion beffelBen, ferner r bie Sänge einer 
fold^en fürjeften Sinie Don A bis ju bemjenigen ^ßunlt, beffen ßoorbinaten x, y, z 
finb. Da ben fo beftimmten SBertl^en ber SSerönberlid^en r, qp beftimmte ^ßunfte 
ber gläd^e entfpred^en, fo fönnen bie ßoorbinaten x, y, z gleid^faßs angefel^en 
toerben als gunftionen bon r, g). Die SSud^ftaben A, L, 5,t/,C,X,Y,Z 
l^aben biefelbe SSebeutung, toie im Dorl^ergel^enben 9lrti!el unb bejie^en fid^ auf 
einen beliebigen 5ßunlt irgenb einer Hirjeften Sinie. 

2lIIe fürjeften Sinien bon gleid^er Sänge r enbigen in einer anbern Sinie, 
beren bon einem beliebigen SlnfangSpunlt aus gejäl^Ite Sängen mir mit v be« 
jeid^nen woßen. 6S toirb alfo v aud^ als gunition bon r, qp betrad^tet werben 
lönnen, unb wenn wir ben 5ßun!t auf ber ßugel, weld^er ber SRid^tung beS 
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ßlemcnts dv entfprid^t, mit l bcjctd^ncn, ferner burdö l\ vi*, T bie Dom SDlittel- 
t)unö ber ftugel qu§ gered^neten ßoorbinaten biefeS 5ßunft§, fo loirb 



dx fci dv dy^ * ^ ^ >•< dv 

dqp * dqp ' dqp * dqp ' dg) * dg) 



fein. 



hieraus unb au^ 



dx V dy dz >. r ^ . 



dx dx , dy dy , dz dz ,^^, , . , vv,v dv ^m dv 

®a§ erfte ©lieb biefer ®Iei(3^ung, »eld^eS auc^ eine gfunftion bon r, g) ijl, 
bejeid^nen wir mit S; bie Differentiation nocä^ r ergibt 

^_^^ i^ !^ iL ^ _<J^ 1 ^ < v"dF J "^ virJ "^ vif J 1 

dr ■"" dr2 * dy "*" dr^ * dqp "^ dr^ ' dg? "^ 2 dy 

= ^. ^ + :^. ^y +^. dz^l d(|-' + t/^ + n 
dr dg) dr dg) dr dg) 2 dg) 

Slber $2 _|_ ^2 ^ ^-2 ^ 1^ Qiyo ijj tjjjg Differential = o, unb jufolge be§ 
bor^erge^enben Strti!el§ ift, menn q ben ÄrümmungSl^albmeffer ber Sinie r 
bebeutet, 

dl X d,_Y ^dC^_Z_jomit 



dr (> ' dr e ' dr 



o 



ba V auf bem größten ßrei§ liegt, bejfen ^ßol L ift. |)ierau§ fd^Uefeen mir 
alfo, ba§ S unabl^ängig öon r unb fomit nur eine gunöion öon g) ift. Da 

für r = o auc^ v = o ift unb fomit aud^ -— = o, fo mufe S aud^ unabhängig 

bon g) fein. Somit mufe S .= o fein unb aud& cos U' = o, ba§ l&ei^t l^ = 90®. 
hieraus folgern mir ba§ S^eorem: SBenn auf einer Irummen glcid^e 
bon einem unb bemfelben Slnfang^t^unlt au§ unjöl^Iig biele 
lürjefte Sinien bon gleid^er Sänge gejogen merben, fo fd^neiben 
fie bie S5erbinbung§Iinie i^rer Snbpunfte red^tminflig. 

SBir l^alten eS für unfere Hauptaufgabe, in erfter Sinie biefe§ S^eorem an^ 
ber gunbamental»@igenfd^aft ber fürjeften Sinien abzuleiten; übrigen^ läfet fid^ 
baffelbe aud^ o^nc SRed^nung burd^ fpigenbe Setrad^tung berftänblid^ mad^en. @§ 
feien AB, AB' jmei fürjefte Sinien gleid^er Sänge, meldte bei A einen unenblid§ 
Ileinen SQ3in!eI einfd^üe^en ; mir mollen annel^men, ba^ einer bon ben 2 Sßinleln, 
meldte ba§ Clement BB' mit ben Sinien BA unb B'A einfd^Iiefet, um eine 
enblid^e ©rö^e bon 90" abmeid^t, fo mirb nad^ bem ®efe^ ber ©tetigfeit ber 
6ine t)on biefen SBinleln größer, ber 2lnbere Heiner aU ein SRed^ter fein. 3fi 
ber SBintel bei B = 90® — w, fo !önnen mir auf ber Sinie BA einen ^unö 
G annel^men, fo ba| BG = BB' . cosec w ift ; barau§ folgt , ba ba§ unenblid^ 
Heine DreiedE BB'G als eben angefe^en merben fann , bafe GB' = BC . cos w 
fein mirb, unb alfo 
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AG + CB' = AG + BG . cos 0) = AB — BC . (1 — cos oi) = AB' — 
BG (1 — cos o}\ b. 1^. ber Übergong bom ^unlt A naä) B' über ben ^unlt C 
ift lürjer als bie lürjefte Sinie. 

XVI. 

S)em %i)toxtm be§ borl^ergel^enben Strtilefö wollen mir ein anbereS an* 
fd^Iie^en, baS fid^ alfo fajfen lä^t: SBenn auf einer Irummen gläci^e 
irgenb eine fiinie gegeben ift, öon beren einjelnen fünften naiä^ 
berfelben Seite l^in unjä^Iig biele gleid^ lange lürjefle Sinien 
l&ingejogen finb, fofd^neiben le^tere bie SerbinbungSlinie il^rer 
@nb))un!te re(!(|ttt)tnIHg. 93eim S3etDei§ barf in ber oorl^ergel^enben Slnal^fiS 
nur baS geänbert toerben, ba^ g) bie Sänge ber gegebenen ^urbe bon einem 
beliebigen ^unlt an gered^net, ober aud^ eine t^unftion biefer Sänge bebeutet; 
es werben bann aDe Äed^nungen nod^ ©eltung l^aben, nur mit ber 3)lobification, 
ba^ bie SRidötigleit ber ®leid(iung S =: o für r = o in biefer ^^potefe inbe* 
griffen iji. Übrigens ift baS zweite 2:^eorem allgemeiner als baS borl^ergel^enbe, 
inbem Se^tereS injofem ein |t)eciener gall beS (Srfien ift, wenn man an bie 
©teile ber gegebenen Sinie einen um A als 3Kittelpunö befd^riebenen unenblid^ 
Meinen ffreiS fejt. QnUiäj tooKen wir barauf aufmerifam maiä^en, bafe l^ier 
bie Slnal^fiS aud^ burd^ geometrifd^e Setrad^tungen erfejt werben lann, bie wir 
jebod^ als fe^r nal^e liegenb übergel^en. 

XYII. 



SGßir !ommen nun ju ber gormel VE dp^ + 2 F dp dq -f G dq^ jurüi, 
weld^e ganj allgemein bie ©rö^e beS Sinien»@IementS auf einer frummen glöd^e 
auSbrüdft, unb bor SKHem wollen wir bie geometrifd^e SSebeutung ber ßoefficienten 
E, F, G unterfud^en. ©d§on im Slrtifel V erinnerten wir baran, ba^ auf einer 
gflöd^e iwei ©^fteme bon Sinien angenommen werben fönnen, baS eine, in beffen 
einjelnen fünften nur p oeränberlid^ , aber q conftant ift, baS anbere, bei bem 
q oeränberlid^ unb p conjiant ift. 3eber ^unlt ber gläd^e fann betrad^tet werben 
als ber S)urd^fd^nitt einer Sinie beS erften ©^ftemS mit einer Sinie beS iweiten, 
alfo wirb baS üon biefem ^unft auSgel^enbe unb ber Variation dp entfpred^enbe 

(SIement ber erfien Sinie = Ve . dp unb baS ©lement ber jweitetv, weld&eS 

gigyj 1^ ber Variation dq entft)rid^t = VG . dq fein; 

- L— . wenn man enblid^ ben SBinlel jwifd^en biefen 

.'""•v.. \ ßlementen burd^ o> bejeid^net, fo läfet fid^ leidet 

\ ^*^v. Y^ beweifen, bap man l^at cos 6i = Y/fp * ®^^ 

\ ^^r\ Snl^alt l&ingegen beS Parallelogramms, weld&eS 

^ A — üon jwei Sinien q unb q + dq beS crft^^ 

' ©^jiemS u nb bon jw ei anbern p unb p + dp 

beS jweiten ©^jlemS gebilbet wirb, wirb VEG — G^ dp dq fein» 

3rgenb eine ju feinem jener ©^jieme gel^örenbe Sinie auf einer ^l&^t 
wirb erjeugt, wenn p unb q als gunftion einer neuen SSariabeln aufgefaßt 
werben, ober bie eine als Sunltibn ber anbern. 6S fei s bie Sänge einer 
fold^cn ßurbe bon einem beliebigen StnfangSpunft an gered^net unb nad^ irgenb 
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einet SJid^tung atö t)oi ttiD angenommen^ SBir bejeid& nen ben SBinfel, tt)el(!(|en 

bo§ glement ds = VE dp^ + 2 F dp dq + 6 dq^ mit einer Sinie beS erjien 
@t|jiem§ bilbet, toeld^e burd^ ben SlnfangSpunft beS glemcnts ge^t, burd^ ^, 
unb bomit leine 3tt)eibeutig!eit iurücf bleibt , bestimmen mir, bofe biefer SBinfel 
immer mit bemjenigen 2l[t jener Sinie gebilbet »irb, Quf loeld^em p toäd^St unb 
naä) berjenigen Seite l^in als poptib angenommen wirb, gegen mel^e bie SBertl^e 
Don q »ad^fen. Sltebann finbet man ol^ne SJlül^e folgenbe ^Relationen: 

cos * . = VE~. dp + VG~cos c. dq = l^e_tFig. 

_____ ^E 

sin * . ds =\/G . sin w dq = ^ ,~ dq . 

Ve 

XYIII. 

Unterfud^en mir nun, »eldJeS bie Sebingung ift, bamit biefe Sinie eine 
lürjefte fei. 2)a i^re Sftnge s burd^ ba§ integral 

s = Ve dp2 + 2 F~dp~dq + G dq^ 

gegeben ift, fo erforbert bie Sebingung be§ SJünimumS, ba^ bie Variation biefeS 
äntegrate, »eld^e bon einer unenblid^ öeinen Seränberung ber ©ejialt ber Sinie 
(tractus lineae) ^errül^rt , = o fei. t?ür unfern S^td wirb in biefem Sau 
bie aied^nung bequemer au§gefübrt, toenn »ir p als gfunltion Don q felbft be« 
trad^ten. 2Benn mir nun bie SSariation burd^ ben SBud^ftaben d bejeid^nen, fo 
l^aben mir 



Edp + Fdq - , /M /dE , « , 2dF . . , dG , , \^ , Edp + Fdq ^ 



S)a nun ber %xSt>x\xd unter bem Sntegralieid^du unabl^öngig bon ^p ber« 
fd^minben mufe, fo iji 

dE, 2 , 2dF, , , dG , 2 c, a . Edp + Fdq ^ , ^t/r^" 
r-dp^ + "T~ P dq + -T- dq^ =;^ 2 ds . d — ^ = 2 ds dVE cos * 

ds . dE . cos ^ ^ y — . ^ Edp 4- Fdq ,„ ^ .- --- 

= V/f= — -Sds.d«-. VE.sina-= — —^ --dE — VEG — F^ dq . d^ 

^ Edp +_I^ (I dp + 1 dq) - 2 VEG^Wq . d. 

|)ierauS erlangen mir folgenbe SebingungSgleid^ung für bie lürjefte Sinie 

^ y 1 F dE 1 F dE 1 dE dF , 1 dG , 

VEG-FM^ = 2--E-^.dp+2-g. d^.dq + 2-dq ^P-^^P-^2-1?^^' 

bie man aud(i fo fd^reiben lann 

t/w^j — ^ j 1 F ,„ , 1 dE , dF , 1 dG , 

VEG-FM^=^^dE + -2-aq-^P-dp^P-Td^^;i- 
9ltmtnt man nun nod^ bie @leic^ung l^injU 

cotg * VeG— F* = E ^^ + F 
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fo Iftj3t \id) aus jener ©leid^ung ber SBinfel ^ eliminiren, unb eine Sifferenjial» 
gleid^ung jtoifd^en p unb q l^erftellen, bie jebod^ complicirter unb für bie «n» 
»enbung »eniger nü^Iid^ erfd^eint, oI§ bie borJ&ergel^enbe. 

XIX. 

Die allgemeinen gormeln, bie »ir für ba§ ÄrümmungSmafe unb für bie 
aSariation in ber SRid^tung ber lürjeften Stnie in 9Irt. XI unb XVIII aufgefunben 
l^aben, »erben um SSieleS einfad^er, toenn bie ©röfeen p unb q fo gemäl&It tocrben, 
ba^ bie Sinien be§ erften @^ftem§ biejenigen beS jtoeiten überall red^tminöig 
fd^neiben, b, 1^. fo, ba^ allgemein w = 90" ober F = o fei. SllSbonn erhält man 
nämlid^ für baS ÄrümmungSma^ 

.B^^ = E.^,^H.E(i|)Vo^. f. «(f )-,.«.(«.«) 

unb für bie Variation be§ SBinfelS ^ 

Unter ben berfd^iebenen Sollen, tt)o biefe 83ebingung ber Drtl^ogonalität 

ftattfinbet, nimmt berjenige bie erfte ©tette ein, tt)o aUe Sinien be§ einen ©^ftemS, 

j. 8. be§ erften, lürjefie finb. S)enn l^ier toirb für einen conftanten SBert^ öon 

q ber SCßinlel ^ = o , alf o folgt au§ obiger (Sleid^ung für bie Sßariation be§ 

dE 
SBinlelS ^, ba^ -r— = o ober ber ßoefficient E bon q unabl^ängig fein mufe, 

b. I&. E ifl entioeber conftant , ober nur eine gfunftion bon p. 2lm einfad^jien 
toirb eö fein, für p bie Sänge felbft irgenb einer Sinie be§ erfien ©^ftemS on« 
junel^men, unb jtoar, toenn alle Sinien be§ erften ©^ftemS in einen ^unö ju« 
fammenlaufen, bon biefem au§ gercd^net, ober, toenn fein gemeinfamer ©urd^fd^nitt 
Oorl^anben ift Don irgenb einer Sinie be§ erften ©^ftemS an. S)ann bejeid^net 
p unb q baf[eI6e,' tt)a§ mir in 9lrt. XV unb XVI mit r unb cp auSbrüdten, 
unb E wirb = 1. Somit gelten bie jwei borl^ergel^enben Sfo^^meln über in biefe 



unb wenn Vg = m gefegt wirb, 

1 d^m .^ dm , 

k = -,^^ , d^ = — -• dq 

m dp - dp 

Snigemein auSgebrüdEt, m wirb eine gfwnWo" bon p, q felbft fein unb m 
dq ber SluSbrui für ba§ glemcnt irgenb einer Sinie beS swciten ©^ftemS. 3n 
bem fpecieflen fJaB übrigens, wo alle Sinien p bon bemfelben ^unft auSgel^en, 
mufe für p = o ni = o fein, wenn wir ferner alsbann für q ben SBinfel felbft 
annel^inen, ben baS glement irgenb einer Sinie beS erjien ©^ftemS mit bem« 
jenigen bon irgenb einer biefer Sinien, weld^e man beliebig wä^It, bilbet, ba für 
einen unenblid^ fleinen SBert^ bon p baS glement ber Sinie be§ jweiten ©^ftemS 
(weld^e gleid^fam als ein mit bem |)albme|fer p befd&riebener ÄreiS betrad^tet 
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»erben lann) = pdq ijl , fo »irb für einen unenbüd^ Keinen SBertl^ bon p 
m = p, fomit für p = o, jugleid^ m = o unb 3- = 1 fein. 

XX. 

SBBir »oHen biefelbe Slnnal^me beibel^alten , nftmli(!(i ba§ p unbeftimmt bie 
Sänge ber fürjeften Sinie, mläjt öon einem gegebenen ^unlt A nad^ irgenb einem 
5ßuntt ber gfläd^c gejogen »irb, unb q ben ffiinfel bebeutet, ben ba§ er^e Clement 
biefer Sinie mit bem erften Clement irgenb einer lüriefien Don A ouSgel^enben 
Sinie mod^t. 9lun fei B ber jenige ißunft auf biefer Sinie , für ttjeld^en q = o 
iji, unb C ein onberer beftimmter ^unft ber gläd^e, für ben toir ben SBertl^ 
öon q einfad^ burd^ A bejeid^nen toollen. B unb C feien burd^ eine fürjejle 
Sinie öerbunben, beren t)on B auS gered&nete %f)ük toxx unbeftimmt, »ie im 
3lrt. XVin bur(| s bejeid^nen, unb ebenfo loie bort burd§ ^ ben SBinlel, meldten 
irgenb ein glement ds mit bem Clement dp mad^t: enblid^ pnb ^^, *' bie 
SBertl^e bon ^ in ben fünften B, C. Sllfo erl^alten tt)ir auf ber gläd^e ein 
bon fürjejien Sinien eingefd^Iof[enc§ DreiedE, bef[en SBin!eI bei B unb C, bie toir ' 
einfad^ mit biefen Sud^ftaben bejeid^nen , jener = 180 — ^^, biejer = ^* fein 
tterben. ®a eS aber unfere SRcc^nung mitbringt, ba^ aUe SBinlel nid^t burd^ 
©rabe fonbern burd^ 3a^Ien auSjubrücfen ftnb, fo ba^ ber SBinfel 57° 17' 45", 
bem ein Sogen gleid^ bem f)albmcjfer entft)rid^t, als (Sinl^eit angenommen wirb, 
fo ti)irb mon, tt)enn 2ct ber Umfang ift, 

^" = CT — B , ^' = C 

fe^en müjfen. SBir tooHen nun bie curvatura Integra biefe§ S)reiedEö angebenb, 
toeld^e = /k d^ ift, mo dg baS Clement ber 8Iä(|e beS ©reietfs bebeutet, fo 
ia% ba biefeS ©lement = mdp . dq, man ben SBertl^ beS fid^ auf bie ganje 
gläd^e bejie^enben Integrals ffk m dp . dq auffud^en mufe. beginnen toir 

mit ber Sntegration nad^ p, bie wegen k = -3— 2^»^? ♦ ( conft. — ^ J 

ergibt für bie curvatura Integra be§« 

jenigen gfläd^enftüdES , meld^eS jwifd^en rS'm^ 2. 

jtoei Sinien be§ erflen ©^ftemS liegt, 

meldten bie SBertl^e q unb q + dq bom 

jttjeiten entfpred^en : ba biefe curvatura 

f ür p = o öerjd^minben mufe , fo ift bie 

3ntegration§»(5onftante gleid^ bem SBert^ 

Don 1— für p = o, b. i). gleid^ ber 6in« 



l^eit. SQBir belommen alfo dq ( 1 — -j- )r 




too man für r- bie ©renjiinien jener 
gläd^e auf CB anjune^men l^at. 3n biefer Sinie aber ift nad^ bem borl^er« 
gel^enben Slrtifel — dq = — d&, ttjoburd^ unfer 9lu§brudE in dq + d^ fxä) 
berwanbelt. SBenn nun bie jmeite 3ntegration innerl^alb ber ©renken q = o 
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unb q = A l^injulommt , f o crl^alten mir für bic curvatura integra bc§ 
2)reie(I§ 

A + d' — ^ö = A + B + C — ^*) 

S)ie curvatura integra ift glcid^ bcm Snl^alt bc§icnigen %f)til^ ber Äuget 
obcrfläd^c, tocld^er bcm ©rcici auf ber gegebenen tS^&äft entfprid^t, unb jttar 
mit bem })ofitit)en ober negotiben SSorjeid^en, je no(^bem Sediere concaö concaö 
ober concab conöej ift: als gläd^eneinl^eit ift ba§ Quabrat ju nel^men, befjen 
©eite bie ©inl^eit (ber ßugcl§albmef[er) , fomit »irb bie ganje ftugeloberfläd^e 
= 4 TT fein. 6§ öer^ftlt fi(3^ aI[o ber bem 3)reie(f entfpred^enbe 2:^eil ber ßugel 
jur ganjen ftugeloberfläd^e toie + (A + B + G — ^r) : 4^. S)iefe§ S^eorem, 
»eld^eS, toenn mir niii^t irren, ju ben eleganteflen in ber %i)toxk ber !rummen 
SIä(|en gel^ört, fann aud^ fo au§gefpro(|en »erben: S)er Überfcä^ufe ber 
SBinfelfumme eine§ au§ fürjeften fiinien gebilbeten S)reieclS auf 
einer concab concaben glöd^e über 180^, ober ber Überfd^ufe bon 
180® über bie SDßinfelfumme in einem ©reiecf au§ fürjeften Sinien 
auf einer concab conbejen gläd^e, mirb burd^ ben 3n^alt beS» 
ienigen %^txH ber ßugelflöd^e gemeffen, meld^er jenem 3)reie(f 
bur^ bie SRid^tung ber 9lormaIen cntfprid^t, menn bie gan^e 
ftugelflüd^e ju 720® gertd^net mirb. 

9Ölgemeiner: in irgenb einem au§ n fürjeften Sinien gebilbeten ^ol^gon 
ift ber Uberfd^ufe ber SQBinlel über 2n — 4 SRed^te ober ber Übcrfd^ujs bon 
2 — 4 gied^ten über bie SBinfelfumme (je nad& ber Sefd^ajfenl^eit ber gfldd^e) 
gleid^ bem Snl^alt be§ entyt)red^enben fp^ärifd^en ^ßoI^gonS, toenn bie gan^e 
ftugelfläc^e gleid^ 720 @rab gefegt »irb, mie aus ber SnkQm^ be§ ^poI^gonS 
in ©reiede au§ bem borl^ergefenben S^eorem fofort erließt. 

XXI. 

SBir wollen ben Sud^ftaben p, q, E, F, G, w allgemeine S3ebeutungen, 
mie bie obigen, beilegen unb annehmen, ba^ bie frumme glöd^e aud^ nod^ auf 
eine anbere äl^nlid^e SKrt burd^ gmei anbere Sariabeln, p', q' beftimmt werben 
lönne, mo baS Sinien»@Iement in unbeftimmter SBeife burd^ 

VE' dp'2 + 2 F' dp' . dq' + G' . dq"^ 
auSgebrüdft toirb. 2lIfo werben jebem burd^ getoiffe 2Bert|e ber Sßerönberlid^en 
p, q beftimmten ^unft ber gfläd^e anbere beftimmte SBert^e ber SSeränberlid^en 
p', q' ent[t)red&en , unb ba biefe fjunftionen bon p, q finb, fo nehmen wir an, 
ba^ matt burd^ 3)iffereniiation er|ölt 



dp' = « dp + ? dq 

dq' = y dp + ^ dq 
unb woDen bie geometrif(^e SSebeutung ber Soefficienten «, ^ , r, ^ ju erforfd^en 
fud^cn. 

*) DD'"2 = dp I>"D"' = m dq 

DD'D"D'" = ds = m dp dq 
gOßcnn nun ba§ correfponbirenbc S)reicrf auf ber Äußel , bcjfen Sn^alt gcfunben toerben 
]oU, mit fletncn SBud^ftaben bcjcit^net »trb, fo ift 

dd'd"d'" = km dp dq 

add' = dq(l-^) 
abc = A + B + C — TT 
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Bit l^oben nun 4 Sinienf^jicme auf bcr glöd^c, für mlä)t bejiel^ungStocife 
Pf qr q'r P' conftant finb. SBcnn burd^ einen getoiffen ^unft, bem bie SBBertl^e 
p, q, p'r q' bcr SSeränberlid^en entfpred&en, bie 4 ju ben einjelnen ©^pemen 
gel&örenben Sinien gejogen toerben, fo »erben beren glemente, ju loeld^eri bie 
pofitiben Variationen dp, dq, dp', dq' gel^ören, 

VE^dp , VG~dq , VE^ dp' , VG^ dq' 

fein. S)ieSBin!eI,tt)eId^e cv:,,., o 

bie giii^tungen biefer ^'^"'^• 

Elemente mit einer .-'/-''^^N^-^^ 

wiKfü^rlid^en aberfeften ' ^' "^ '' "' 

Slid^tung bilben, werben 

toir bur(ä& M, N, M', N' 

bejeid^nen, toeld^eSBinlel 

in bem ©inn ju iii^m 

finb, toie biejtt)eite9lidö« 

tung gegenüber Don ber 

erflen liegt, fo bag sin 

(N — M) eine t)ofitit)e 

©röfee ifi; oud^ nel^men toir ah, toaS erlaubt iji, bafe bie bierte l^infid^tli^ ber 

britten ouf gleid^e 2lrt liege , fo bafe sin (N' — M') and) pofitib ift. Unter 

fold^en SSorauSfe^ungen, toenn toir einen anbern ^unlt betrachten, ber bem erpen 

unenblid^ nal^e ift, unb ju bem bie Seränberli(!(|en p + <iPr q + dq, p' + dp', 

q' + dq' gehören , erlennen toir bei einiger 2[uf merf famfeit , bafe im Stllge« 

meinen, b. f). unabl^ängig bon ben SBertl^en ber Variationen dp, dq, dp', dq' 

VW. dp . sin M + VG". dq . sin N = VE\ dp' . sin M'+ VW. dq' . sin N' 

ift, ba beibe 2lu§brücfe nid^ts 3Inbere§ finb, ate bie ßntfemung eines neuen 
fünftes Don ber ßinie, bon toeld^er bie SRid^tungen ber SBinlel beginnen. SIber 
nad^ ber fd^on oben eingefül^rten SBejeid^nung ift N — M = w, unb analog 
fe|en mir N' — M' = w', enblid^ nod^ N — M' = t/^; fomit lann bie jule^t 
angefül^rte ©leid^ung aud^ in ber gorm gegeben toerben: 

VE7dp.sin(M'-a)+i/;)+ V5Tdqsin(M'+ •i^)=VE'Vdp\sinM'+ V »0 

ober aud§ 

VETdp sin (N'— iD- od' + ^) -\- X/ÖTdq sin (N'— o' + a/^) = \/W, dp' sin(N' — cd') 

+ VW. dq' . sin N' 

unb ba bie ©leidjung bon ber 2lnfang§rid^tung unabljängig fein mufe, fo fann 
biefe beliebig angenommen toerben. ©e^t man alfo in ber jtoeiten Qformel N' := o, 
ober in ber erften M' = o, fo ergeben fidj f olgenbe gormein : 

VW. sin a>' . dp' = VW. sin (o) + «' ~ t^) . dp + VG . sin («' — ü^) . dq 

VW. sin W . dq' = VW. sin (V' — «*) . dp + VW. sin w . dq 

imb ba biefe ©leidjungen ibentifdj fein muffen, mit 

dp' = «dp + Mq 
dq' = ydp + Mq 

fo bienen fie §ur SBeftimmung ber Koefficienten « , /? , r r ^. @§ toirb nämlidj 
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Stgur 4. 




V lE^ sin (a> 4- a>^ — t/;) _ \/ G^ sin (w' — 



Sin w 



E' 



sm w' 



VE sin (t/^ — ö)) j. \ / Gr sin t/^ . . 



sm w 



VEG — F« \ /E'G' — 



— -F'* 



sm w 

|)teiu lomtnen bie @Ieid^unsen 
F F^ 

cos a> =: %/gQ" / cos oo' = -l/gTgT" / ^^^ ^ 

toorauS bic 4 folgenben ©Icid^ungcn l^crborgcl^cn : 

« VE'G' — F^zz^VEG^. sin (ai + a>' — V) 
/? VE'G' — F^ = VGG^. sin («' — v) 
y Ve'G' — F' 2 = VEE^. sin (t/; — • w) 

5 VE'G' -~F'2 = VE^. sin t;; 
®a burd§ bic ©uBftitutioncn dp' = «dp + Mq , dq' = ydp + ^dq baS 
SE:rinom 

E'dp'2 + 2F'dp' . dq' + G' . dq'^ übctacl^cn mu^ in 
Edp2 + 2F . dpdq + Gdq^, 
fo ctl^aöen toir leidet 

EG — F^ = (E'G' — F'2) («^ — ^yY ; 
unb ba umgcfel^rt baS le^tc Xrtnom in ba§ crfte übergeben ntu^ burc^ bic 
©ubflitution 

{ab — ^y) dp = Mp' — ^dq' , («^ — ^f) dq = — ydp' + adq', 

fo finbcn »ir: 

E^2 - 2F r^ + Gy^ = ^^^~p.V E' 

EG — F^ 

E/?(5 - F («(5 + ^r) + G ay = g.(.. _p2 - F' 

EG F^ 

EP-2FaP + G«^= Eg'-p.2 - G' 
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XXII. 



aSon bct allgemeinen SKuSfü^rung be§ borl^ergel^enben 9lrti!el§ ftetgen tt)ir 
ju einet cinfad^eren unb gangbaren Slntoenbung ^erab, »obei wir jtoar aud^ für 
p unb q bie allgemcinfte Sebeutung borbel^aiten , bagegen jiatt p', q' bie in 
Slrt. XV mit r, q) bejeid^neten ©rö^en fe|en, mld)t aSud^jlaben »ir anä) l^ier 
beibel^alten »oHen, alfo bafe für jeben 5ßunft ber Qfläd^e r bie Keinjie Entfernung 
bon einem gegebenen 5ßunft unb (p ben SBinfel bejeid^net jtoifd^en bem erjien 
Element bon r in biefem ^un!t unb einer fegen Sflid^tung. 3lIfo ift E' = 1, 

F' = 0, 0}' = 90^; fc^en tt)ir aufeerbem VC = m, fo ba^ ein Sinienelement 

= Vdr^+inM(p^ toirb, fo bertoanbeln [\ä) bie bier ©leid^ungen im borl^er- 
ge^enben 2lrtifel für a, ß, r ^ in biefe : 

(1) VE.C0S(cu-t^)=5L 

(2) VCT cos v^ = ^ 

^ dq 

dqp 



(3) VE . sin (v^ — o>) = m . 

(4) VG . sin i|> = ra . 



dp 
dcp 



dq 

91u§ ber (e|ten unb Dotierten bagegen eri^ölt man 
(5) EG-F. = E(|f)'-2F.|.| + 8.(|y 

(«) (>=.T-^|)|=(^|-«-|)-¥') 

9lu§ biefen ©leid^ungen ift bie SSeftimmung ber ©rö^en r, (p, %p unb (wenn 
eS nötl^ig erfd^eint) bon m burd^ p, q abjuleiten: e§ wirb nämlid^ bie 3nte» 
gration ber ©leid^ung (5) r geben, unb mittelft beS fo gefunbenen SBertl^S wirb 
man burd^ 3ntegration »on (6) qp erl^alten, bann aus einer oon ben beiben 
©Iei(^ungen (1) unb (2) \p: enblid^ m entweber aus (3) ober (4). 3)a§ aßge» 
meine 3ntegral ber ©leid^ungen (5), (6) wirb not^wenbigerweife jwei wiüfülr« 
lid^e gunftionen einfül^ren, beren Sebeutung jwar leidet erllärüd^ ift, wenn wir 
erwögen, ba^ jene ©leid^ungen fid^ nid^t auf ben l^ier betrad^teten Sali befd^ränlen, 
fonbern aud^ bann gelten, wenn r unb cp bie allgemeinere SSebeutung be§ Slrt« XVI 
l^aben, fo bafe r bie Sänge ber !ttr§eften Sinie bis ju einer willfü^rlid^ angenom- 
menen bebeutet, weld^e fie normal fd^eibet, unb qp irgenb eine gunftion ber Sänge 
bon bemjenigen 3:]^eU biefer Sinie, weld^er jwifd^en ber lürjeften Sinie unb einem 
wiHfül^rlid^ angenommenen ^unft entl^alten ift» S)ie allgemeine Sluflöfung mu^ 
MeS biefe in unbeftimmter SBeife enthalten, unb bie willfü^rlid^en gunftionen 
werben erft bann in beftimmte übergel^en, wenn jene beliebig angenommene Sinie 

*) S)tejc ©Ictd^ung mtplt in ber Application de Tanalyse ä la geometrie v. Monge. 
5. ^ufi. t)on ßiouüillc jttjci jS^^Ux, tnbem lin!§ 

F -j^ (loie aud^ im Driöinal) unb tcd^tS -p- fielet. 

(Stelle aud^ bie entfpred^enbe gortnel im Slnfang öon ^xi, XXIV.) 
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fotüic bic gfunition qp fpecieH befiimmt finb. 3n unfcrcm ^faH tonn ein uncnbU(% 
Heiner Äreiö angenommen »erben, bon bejfen TOittelpunIt aus bie gntfemungen 
r gered^net »erben, unb <p »irb il^eile biefeS ÄreifeS burd^ ben SlabiuS gemeffen 
borftellen; l^ierauS fti^Iiefeen mir leidet, bafe bie ©leid^ungen (5) (6) für unfern 
gfall boüftänbig auSreid^en, »enn nur bie unbeftimmt bleibenben ©rö^en ber 
Sebingung unterworfen »erben, bafe r unb cp bon jenem SlnfangSpunlt an unb 
bon fold^en ^unlten^ bie bon i^m gleid^ »eit abfte^en, gered^net »erben. 

SBaS übrigens bie 3ntegration felbft ber ©leid^ungen (5), (6) betrifft, fo 
läfet fie fid^ o$ne Slnjianb auf bie 3tttegration bon getoöl^nlid^en ©ifferenjial« 
gleid^ungen jurüdEf ül^ren , »eld^e übrigens meift fo t)er»idelt finb, ba| pe »enig 
SSort^eil bieten, dagegen ift bie ®nt»i(flung in ülei^en, »eld&e ju praftifd^en 
3»edEen, fo oft eS fid^ um nid^t ju gro^e gläd^ent^eile l^anbelt, boHftönbig ge- 
nügen, leinen ©d^»ierigfeiten unter»orifen, unb bie angeführten gormeln eröffnen 
eine reid^e Quelle, bie jur Söfung bieler, l^öd^ji »id^tiger Probleme fül^rt. ^ier 
aber »oÖen »ir nur ein Seifpiel ausführen, um bie 6igcnt]^ümlid^!eit ber 3Jletf obe 
bar}ulegen. 

XXIII. 

SQßir »erben ben gaß betrad^ten, »o aKe Sinien, für bie p conftant ift, 
lürjefte finb , »eld^e bie ©urben , für bie g) = o, f enfred^t fd^eiben , unb bie »ir 
alfo gleid^fam als 9lbSciffena|e betrad^ten !önnen. A fei ber ^un!t, für ben 
r = o iji , D irgenb ein ^unft auf ber 2lbSciff ena je , AD = p , B ein anberer 
5ßunft auf ber fürjejien Sinie, »eld^e in D fenlred^t ju AD gejogen iji, unb 
BD = q, fo bafe p gleid^fam als 5HbScif[e unb q als Drbinate Don B betrad^tet 
»erben lann: bie J)ofitiben SlbSciffen nel^men »ir auf bemjenigen SE^eil ber 
SlbSciffenaje an, »eld^em cp =: o entfprid^t, »äl^renb »ir r ftets als eine pofitibe 
©röfee betrad^ten; bie t)ofitiben Drbinaten nehmen »ir in bem 3iaum an, »o (p 
j»if^en o unb 180® entl^alten ift. 

3ta^ bem SEI^eorem beS 9lrt. XVI »erben »ir w = 90®, F = o, fo»ie 

aud^ 6=1 l^aben ; fe^en »ir ferner VE = n. SllSbonn iji n eine gunftion 
oon p, q, »eld^e für q = o gleid^ 1 »irb. S)ie 2ln»enbung ber in 9lrt. XVIII 
angefül^rten g^rmel auf unfern gall lel^rt, ba^ bei ieber fürjejien Sinie 

d^ = — %— . dp fein muß, »o ^ ben SBinlel i»ifd^en bem Clement biefer 

Sinie unb bem Clement berjenigen, für »cld^e q conftant ift, bebeutet; ba nun 
bie 9lbSciffena£e felbft eine fürjefte Sinie ift, unb bei berfelben überall ^ = o, 

fo leud^tet ein, ba^ für q = o übetott -,— = o fein mu|. |)ieraus fd^Iiegen 

toit alfo, ba^ toenn n in eine Steige, bie naä) ^otenjen bon q foitfddteitet, ent« 
taidtlt uetben foQ, biefe folgenbe ^otnt ]§aben mu^: 

n = 1 + fq« + gq» + hq* + . . . 

wo f, g, h gfunftionen bon p fein »erben, unb jwor woDen »ir 

fp + f"p« + . . . 

g'P + g"P* + • • • 
h = h» + h'p + h"p^ + . . . 

fejen, ober 



f= f> 
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n = 1 + f q* + f'pq' + f"'P*q* + • • . 

+ g"q» + g'pq» + . . . 
+ h'q* + . . . 

XXIV. 

^uS bm ©leid^ungen beS %tt. XXII folgt füt unfern gfatt 

dr dr dqp*) . dqp 

n sin tp = j— , cos v> = ^r— , — n cos i/» = m . ^— ' , sin «> = m ,— , 
dp dq dp dq 



- = -(^)'+(S'.- 



dr dqp , dr dqr- 



i* ^ -— • —- — ^ -"*— • — ^ = 
.dq J Vdp / ' dq dq ' dp dp 

3)lit ^ülfe biefer ®Ici$ungen, öon »eld^cn bic fünfte unb \tSfiit ft^on in 
ben fi6rigen entl^alten ftnb, fönnen r, (p, v^, m in äieii^en entoidelt toetben, unb 
jtoat füt irgenb toeld^e Munitionen biefer ®rögen, a^xl meldten toir biejenigen 
ouSttöl&Ien, bie befonbeter Sufmerffamleit toürbig finb. 

5)a für unenblid^ Heine SQBertl^e Don p, q r^=p* + q* fein mufe, fo 
fängt bie Keilte für r* mit ben ÄuSbrücfen p^ + q^ on; biejenigen oon l^öl^erer 
Drbnung erl^alten »ir bur(!(i bie 3Ketl^obe bcr unbeftimmten 6oef ficienten , mit 
SBenü^ung ber ®Ieid^ung 

(if)'+(i')"=-'-) 

[l]r* = p*+|f«p*q« + ^fp''q» + (|f'-Af0fn^p4q3+... 

1 2 

+ q* -f- -2~ sf" P* 'J* + X ^' P* *^* 



+(4h'-i^0p*^*- 



1 dr^ 
»eiterl^in l^aben »ir, na(| ber gormel r sin i^ = 



2n dp ' 
[2] rsint/^ = p--^f«pq2— J f p^q^-Qf -i-;^fop)p'q' + .. 



1 2 
2" ^^ P^' ■" "5" ^' P'^' 



-{.^'-'-y^^^'' 



1 dr^ 
unb gemä§ ber ©leid^ung r cos t/^ = -^ ^ , 



*) ©ier tft foiool^l im Dtiginal als audj in bcr ^luSgabe toon ßiouöitte -—• fkatt ,— gefegt. 

*♦) @S tp nämltdj -^=2r^^=:2r4^, alfo ftttnmt biejc ©leidjung mit ber 

dp dp dq dq 

fünften im Anfang beS Umfeld üBeretn. 

»5!(en, ®eometrie. 1^ 
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[3] rcosv; = q + |fö p*q +2-f p»q + Qf"-^^fof) p*q + • • • 



3 3 



+ (5-^"-iF^^)p*^'- 



hieraus ergibt fid^ ber SBert^ be§ 3Btn!el3 \p. S6en[o werben }ur SBe« 
red^nung t)on qp {toed mäBig bie Steigen für r cos qp unb r -sin qp enttoicf elt , mit 
SSenü^ung ber portießen ©ifferetiäial^SIeid^ungen 

d . r cos qp . . ' dqp 

= n cos qp . sm \p — r sm qp . 





dp 


d, 


► r COS qp 
dq 


d 


. r sin qp 



dp 

dqp 
dq 

dp - " • ^"' ^ "^" - • d^ 

d . r sin qp . dqp 

— sm qp . cos tp — r cos qp . 



= cos qp . COS t/^ — r sin qp . 



n sin qp . sin t^ — r cos qp . 



aus beren Kombination bie @Ieid^ungen 

r sin t|; d . r cos qp , d . r cos qp 

. — h r cos t|> . 3- — = r cos qp , 

n dp dq 

r sin v^ d . r sin qp , d . r sin qp 

— . — _ - — (- r cos t|^ . ^ = r sm qp 

n dp dq 

^erborgel^en. ^ierauS lajfen fid^ bie Steigen für r cos qp unb r sin qp , beren 
erjte ©lieber p unb q fein muffen, leidet entwidfeln, nämlid^ 

[4]rcos(p = p+|fOpq^+AfpV + (i|-f'-^f°f^)pV+... 

[5] rsin(p=q-3 f«p^q-^f'p^^q-(j~f'-^f«f«)p^q--... 

S)urd& Kombination ber ©leid^ungen [2], [3], [4], [5] mufe fid^ eine Steige 
für r^ cos (\p + qp) ableiten laffen, »el^e, burd^ bie SRei^e [1] bidibirt, einen 
3luSbrud für cos (\p + qp) gibt , bon ber aus man ju einer 3leil^e für ben 
22ßin!el t/; + qp felbft übergel^en !ann. S)odö !ann ber gleid^e S^^^ eleganter 
auf folgenbe airt erreid^i »erben, ©urd^ ®if[ereniiation ber erflen unb jmeiten 
oon ben am Stnfang biefeS SlrtifelS ftel^enben ©leid^ungen erl^ält man 
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dn , Alp , , dxp 

burd^ ©ontbination mit 

d(p . . dqp 

n cos v; . -r f- sin v^ * 3— = o 

dq dp 

finbet mon 

r sin i|^ dn , r sin \p d 1\d 4- (f)' d (m; + qp) 

■-' J-— I ^ , ' ^ + r cos V; . - --j^ — -= o 

n dq n dp dq 

3luS biefcr ©leid^ung ttnnen »ir mit f)ülfc bcr SDlet^obc ber unbcfiimmtcn 
©ocfficientcn leidet eine SRei^e f ür t/^ + qp ableiten, wenn wir erwägen, bofe bo5 

erfte ©lieb = -^ n fein mufe , inbem man ben SRabiuS = 1 f ejt , unb ben 

ganjen UmIreiS alfo = 2cr, 

[6] ^ + (P=|:^-i^pq-|f'P^q-Qf"-6l^f^)p^q-... 

— go pq« — -p g' p«q« 



-(ho-lr'r') 



pq' 



es erfd^eint als eine wid^tige Aufgabe, aud^ ben 3n^alt beS DreiecfS ABD 
in einer 9lei|e auSjubräden. ^ieju bient bie nad^folgenbe SebingungSgleid^ung, 
weld^e pd^ aud^ lei^t aus geometrifd^en Setrad&tungen ableiten Iftfet, unb in ber 
S ben fraglid^en SnI&alt bebeutet 

r sin tp dS *) , dS r sin ^ /* , 

— • 3- ^ + r cos 1^ . ,— = • / n dq 

n dp dq n •/ 

wo bie 3ntegration öon q = beginnt, hieraus erl^alten wir nämlid^ burd^ 
bie 3Metl^obe ber unbejiimmten ßoefficienten 

- jg- f» pq8 — ^^ g» p V - 20 8' P**I* 

- 1^- g" pq* - 4I g' P V 



-(i>M^>^^- 



XXV. 



ä3on ben gfotmeln beS botl^ergel^enben 9lttifel8, tDeI(i^e fid^ auf baS au3 
fütjejien Sinten gebilbete red^ttDinlfige ©teiedt bejiel^en, wollen wir ju aEgemeineten 



*) ^ter fte^t Bei Siouoiae j- ^t j- 



15 



Sfigur 5. 
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Übergeben. SBcnn C ein anbetet ^45unlt ouf bet nämßci^en lütjeften ßinie DB 
i|i füt ben, bei gleid^em p, bie SBuc^jlaben q', r', q)\ \p*, S' bajfelbe bebeuten 
mögen, »ie q, r, cp, xp, S füt B, \o et^alten toit ein SteiedE A, B. C, beffcn 

SQßinlel loit butd^ A, B, C unb beten 
©egenfeiten butd^ a, b, c be^eid^nen; 
g fei bet Snl^aÜ beS 3)teiedS; baS 
jhrämmungSma^ in ben fünften A, B, 
C btüden mit be^iel^ungStoeife butd^ 
a, ß, y aus. 3nbem toit toeitet fejl- 
fe^en, was geftattet i^, bag bie (Btögen 
Pr % q— q' t)ofitib finb, fo l^aben »ir 

A = g) — qp', B=ri|;, C = ff — M^\ 
a=q— q\ b=r', c=r, ? = S — S'. 

Sunöd^ft tt)oIIen mit bie $Iäd^e <; 
butd^ eine 9leil^e auSbtädfen. Snbem 
mit in [7] bie einjelnen auf B ficä^ 
bepl^enben ©tSgen in folii^e bettoanbeln , bie fid^ auf C bejie^en, fo etl^alten 
mit eine gotmel füt S\ meldte nad&jiel^enbe ®Ieid^ung liefett 

^ = y P (q-qO j 1 - 4-^*^P' + "•' + ^^' + "J"^ 
- ^ f p (6p« + 7q« + 7qq' + 7q'0 

-^ g^q + q') (3p* + 4q« + 4qq' + 4q'«) j 

bie bis jut fed^Sten Otbnung gel^t. 2)iefe ^otmel gel^t, mit Senü^ung bet 
Kei^e [2], nämlid^ 




übet in 
1 

5 = -7r 



csinB = p(l-i-f«q«--A-fpq2-^g0q3__.^ 



in B 1 1 - -1 f> (p« - q« + qq' + q'^ 



ac sm 



-g^ f p (6p* - 8q* + 7qq' + 7q'») 

-^g°(3p«q+3pV-6q'' + 4qV + 4qq'*+4q'8)j. 

%<A JhümmungSmal für irgenb einen ^itn!t bet gfläd^e tft (nad^ 9[tt. XIX, 
h)0 m, p, q baS gleiche bebeutet, waS je^t n, q, p) 

_ _ J_ ^ — _ 2f + 6gq + 12hq* + ■ . • 
"~ n ■ dq* ■" ' 1 + fq* + . . . 

= — 2f — 6gq — (12h — 2f*) q* - . . . 
hieraus folgt, wenn p, q auf ben ißunit B belogen »etben, 
^ = — 2P — 2f p — ög^q — 2f"p« - 6g'pq — (12h» — 2!»«) q« — . . . 

ferner 

7 = _ 2P» — 2f'p — 6göq' — 2f"p* — 6g'pq' — (12h« - 2P>«) q'» _ . , . 

« = — 2P 



I 
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^tt^ieit toit biefe JhümmungStnage in bte Steige fttt s ein, fo erhalten wit 
folgenben Sluäbrurf, ber bis ouf bte ©tö^en fed^Ster Orbnung (ejcl.) genau iji 

.• = — ac sin B ( 1 + j|^ « (4p« - 2q* + 3qq' + 3q'«) 

+ i^ MSp*" - 6q« + 6qq' + 3q'^)*) 

Setfelbe ®tai oon @enauigfeit »iib ertetd^t, wenn toii für p, q, q' c sin 6, 
c cos B, c cos B — a fe^en, woburd^ nton erhält 

[8] s = 2" ac sin ß |l + ,-J-.- « (8a« -|- 4c« — 9ac cos B) 

+ ^ ß (3a« + 3c« — 12 ac cos B) 

+ ^r(4a« + 3c«- 9accosB)|. 

S)a aus bie[er @(eid^ung aOeS berfd^wtnbet , naS ju ber notmal auf BG 
gejogenen Sinie AD in SSejie^ung ip , fo fönnen oud^ bie ^ßunlte A , B , G mit 
i^ten Korrelaten unter fid^ Dertaufd^t merben, meSi^a(6 bie folgenben ®(etd§ungen 
ebenfo genau finb 

[9] i = -J- bc sin A 1 1 + .J.- « (3b« + 3c« — 12bc cos A) 

120 



+ ^ ß (3b' + 4c' — 9bc cos A) 



+ Y2Q 7 (4b' + 3c' - 9bc cos A)j , 
[10] ^ = -^ ab sin G 1 1 + -^^ a (3a' + 4b' — 9ab cos C) 

+ '— ß (4a' + 3b' — 9ab cos C) 



+ Y20 y (3a' + 3b' — 12ab cos G) j. 



XXVI. 

©ro^cn SJort^eil gewährt bie Sctrad^tung- bcS ebenen gerablinigen S)reie(f§, 
befjen Seiten gleid^ finb a, b, c; bie 2Bin!eI bef[eI6en, bie mir mit A*, B*, G* 
bejeid^nen »oHen, unterfd^eiben ftd^ Don ben SBinleln beS ©reieds auf ber huntmcn 
gläd^e, nämlid^ bon A, B, C um ©röfeen jtöeiter Orbnung, unb mir betrad^ten 
c§ als eine »id^tige 9lufgabe, aud^ biefe Unterfd^iebe genau auSjuwertöcn. S)od^ 
mirb e§ genägen, toenn Don ben ebenfo weitläufigen al§ fd^wierigen Sted^nungen 
nur bie |)au})tmomente angefül^rt nierben. 

3nbem in ben gormein [1], [4], [5] bie auf B bejüglid^en ©rö^en in 
fold^e umgeänbert »erben, bie fi$ auf C bejie^en, »erben »ir gormein für r", 

*) $tct ftc^t Bei Stouöinc 6q'* ^aii 3q'2. 
**) ^ier ftel^t im Original unb in ben fle^cintmcltcn Serien (®ötttngen 1873) 4qq' ftatt 4q'^. 
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r' cos qp', r* sin qi' erholten. Stebamt fü^tt bet 3lu8btU(f r* + r'* — 
(q — q')* — 2r cos <j) . r' cos qp' — 2r sin <)> . r' sin <)p' := b* + c* — a* — 
2bc cos A = 2bc (cos A* — cos A) combinitt mit bet Snttoitflung oon 
r sin q) . r' cos qp', bet = bc sin A »itb, ju nai^ftel^enbet gottnel: 

cos A* — cos A = — (q — q') p sin A | (^P- -] fp + ^ »" (^ + l')) 

+ (-fe^'-45-^"^)P*+-20-^P("l+'l') 
+ (ih» - '^*p fofo j(qi+qq'+q'«) + . . .j 

^tetauS folgt weitet, 6iä }U @iöBcn fünftet Otbnung 

A* - A = - (q - q') p I f* + ^ f'p+ J g« (q+qO + fo ^' P' 

+ ^Q-g'P (1 + •!') + X h" (q* + qq' + q') 
— -^ f>P> (7p* + 7q« + 12qq' + 7q'«)!. 
@otnbtnitt man btefe gfotmel mit 

2 ? = ap [l --^ f* (p* + q* + qq' + q * - . . .)] 

unb mit ben im botl^etgel^enben Slttüel angegebenen SBettl^en bet @tögen n, ß, y, 
fo finbet man, bis ju ben ®tö&en fünftet C5tbnung genau, 

[11] A* = A-ff!-|-«+j^<j+-j^2y + j|fV + -J-g'p(q + q') 

+ -J- h" (3q* — 2qq' + 3q''') 

+ ^ f" P* (4p* - Uq* + 14qq' - llq'«)}. 
^u3 ganj analogen Opetationen folgt 

[12] B*=B-sS-j2-« + -g-|S + ^2 r +1^0 f"P' + W^'P^^'^ + ^'^ 

+ -J- h" (4q* — 4qq' + 3q' *) 

- ^ f» f (2p* + 8q* - 8qq' - llq'*) i, 

[13] c* = c - e j^^2 " + i^ ^ + T '' + W ^"P' + ib ^'P ('J + '^'> 

+ -5- ho (3q* - 4qq' + 4q'*) 

+ ^- f f" (2p* + llq* - 8qq' + 8q'*) !. 

•) §ier fte^t Bei SiouoilJe -^- ftatt -|^- **) unb ^ter ^^ Hott ^ • 
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^ierouä fci^Kefeen wir, ba bie Summe A* + B* + C* gleid^ jwei Siedeten 
ijl, bafe bet ttbetfd^u^ Don A + B + C über jwei %ttsi)tt, ober 

[14] A + B + C = « + «l|- + -|-+^+-J-fV + 4-gP'(q + q') 
i^. 3)tefe ©leid^ung l^ätte übrigens avä) ani ber j^ormel [6] abgeleitet toerben lömien. 

xxvn. 

SEßenn bie gläd^e eine Äugel i|t, beren |)ottmeffer = R, fo ift 
« = ^ = y = — 2f = ^ , f" = o , g = , 6h" — f f = o ober h«*) = 

24P* ' ""^^ bertoanbelt |td^ [14] in 

A + B + C = « + -^, , 

toel^e @Ieiii^ung boQIommen genau ift. %uS ben Formeln [11], [12], [13] 
aber finbet man 

A* = A - 3^-, - jg^-, (2p* - q* + 4qq' - q'*) , 

C* = C - 3^ f 18"0R* (P' + 'I* + 2qq' - 2q'*) , 
ober ebenfo genau 

A* = A — gp^ — j-g-^yp,i (b* + c* — 2a«) , 

B* = B-3^-^-3^,(a« + cr-2b^ 

^* = ^-3fc-lW«^^^ + ^*-2^*)- 
3Mit Scntad^Iäfpgung bcr ©röfecn bicrter Drbnung ctl^ält man hieraus bcn 
ficlanntcn, Don Segcnbre jucrji öeröffcntlid^ten ©o^. 

xxTm. 

Unferc allgemeinen gormein bereinfad^^i^ fi^ bebeutenb, toenn in ben» 
fetten bie SluSbrücfe bierter Orbnung unterbrücft: 

A* = A - j^ (? (2a + ß+ r) 



*) §ier ftcl&t in ben gef. SBerfcn k« jtatl h^. 
**) §ier Mt bei SiontJittc 2q'* ftatt q'-. 
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g§ finb alfo mit bcn SBinleln A, B, G auf einer nic^t fD^ftrif^en gläd&e 
ungleid^e Stebuctionen bot}unel^men, bamit il^re @inu§ ben @egenfeiten beiiel^ungS«» 
weife proportional »erben. 2)ie Unglei(!^l^eit toirb im Allgemeinen britter Drb« 
nung fein; unb wenn bie gläd^e wenig Don einer ftugel abweidet, ifi fte öon 
nod^ l&öl^erer Orbnung: in ben größten 2)reiedfen fogar auf ber ©rboberfläd^e, 
beren SBinlel nacä^gemejfen werben fönnen. wirb ber Unterfd^ieb immer unmerüid^ 
fein. ©0 ift §. SS. in bem größten 2)reie(! unter benjenigen, weld&e wir in ben 
legten Salären bermeffen l^aben, ndmlid^ }Wifd^en ben fünften ^of)tf)aQtn, 
©roden, gnfetöberg, ber Überfc^ufe ber SBinlelfumme = 14\ 85348, unb nac!^ 
ber 3ie(3^nung finb bei ben einzelnen SQBinfcIn f olgenbe giebuctionen Dorjune^men : 

C)obe^agen 4\ 95113 

©roden 4, 95104 

3nfel§berg 4, 95131. 

XXIX. 

Um unfere Strbeit ju frönen, woDen wir nod^ ben 3nl6[ttlt eines 2)reiedS 
auf ber frummen gläc^e mit bemjenigen eines gerablinigen ©reiedS, beffen ©eiten 
a, b, c finb, öcrgleid^ien. 2)iefen festeren 3n^alt bejei(!^nen wir mit $*, alfo ba| 

5* = -^ bc sin A* = -^ ac sin B* = -^ ab sin C* ift. 

Dann ift bis ju ben ©rögen oierter Orbnung genau, 

sin A* = sin A — y^ g cos A . (2a + /3 + y) , 

ober ebenfo genau 

sin A = sin A* 1 1 + öx bc cos A (2a + /3 + 7) ♦ 

SBenn biefer SBert^ in bie gormel [9] fubftituirt wirb, fo erl^ält man mit 
einer ©enauigfeit bis jur fed^Sten Orbnung, 

$ = -^ bc sin A* . 1 1 + ^ « (3b^ + Sc^ - 2bc cos A) 

+ ^ ß (3b' + 4c2 — 4bc cos A) 

+ yg^- 7 (4b« + 3c2 - 4bc cos A)| , 
ober gleid^ genau 

33ei ber ßugel nimmt biefe gformel nad^ftel^enbe gform an 

^' = ^*[l + 2^4«(a' + b' + cO], 

für weliä^e aud^ bie folgenbe mit bemfelben ®rab Don ®enauig!eit, wie ftd^ Iei(]^t 
beweifen läfet, gefegt werben lann 



=.*V^ 



sin A . sin B . sin G 



sin A* . sin B* . sin G* 
SDßenn biefelbe gormel auf S)reiede in einer nic^t fp^ärifd^en glöd^e Sin» 
wenbung pnbet, fo wirb ber 3trt^um im Slllgemeinen fünfter Orbnung fein, 
aber unmerflic^ bei aDen Dreieden, bie fid^ auf ber ©rboberfläd^e bermejfen laffen. 
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n. ffirlautenrngen:. 

3m ctflen a:öcil bcr anol^tifd^cn ©eomctric finb naä^ SDlongc bic Diffcrcniial« 

quotienten crfter Orbnung mit p, q, unb bicicnigcn jtocitct Drbnung mit r, s, t 

bcjcid^net. 2)a nun bicfc ©rö^en bie ©runblagc ber SBiffenfd^aft in bcm Umfang 

bilbcn, tt)ic fie in %i)üi I fowo^I (mit SJuSnQl^mc öon §.9, mo antif ein S9ci» 

jpiel für bic S)iffcr€ntiaIquotientcn brittcr Otbnung gegeben ijt), atö au4 in ben 

disquisitiones bargejieflt ift, fo »itb e8 jiDedmöfeig fein, über bie Slbleitung 

unb geometrifd&e SSebeutung berfelben ginigeS ju fagen. 3" biefem Sel^uf mu| 

man fid^ bie ©leid^ung ber gläd^e in ber einfad^flen Sform z = f (x, y) gegeben 

dz dz 

benfen, bann ift p = -^ unb q == ^ , b. 1^. p entfielet burd^ partielle 9lb» 

leitung bon z ober f (x, y) nad^ x unb q burd^ partielle Slbleitung nad^ y. 3- 35- 

z = V^— X* — y^ iji bie ©leid^ung ber ffugel, alfo p = — — unb q= — ^ 

z z 

35urd^ weitere partielle 9l6Ieitung bon p nad^ x erl^ält man r, öon p nad^ 

du dz 
y ober Don q nad^ x s unb öon q nad^ y t , e§ iji alfo -—- = T-g = r , 

j— = -, -, =-ä^ =s,3^= i— .> = lr ober bei ber ftugel r = — " — ö^- 
dy dxdy dx dv dv^ ° z^ 



_ xy^ f — _ g^ — x 

z^ ' z« ' 



'dy -dy 

; weitere Seifpiele für bie gfläd^en jweiten ®rab§ 



'» 2 



finbet man in §. 18—20. 

§• 1« Sit Sifferettjialquotienten ttfttv Orbnung* 

3)er geometrifdje 9lad6tt)ei§ iji in §. 2 gegeben unb foll l^ier nod^ nä^er 
au§gefü]^rt werben. ®ie ^ßunfte M, M', M" liegen in ber gbene, meldte bie 

StQur 6. 
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gfläi^e in M betül^tt. Um bon M (x, y, z) naä) M" (x', y', z') )u gelangen, 

gel^t man auf bem gebtodftenen Sffieg übet M\ 9lun i[t M'N' = MN' . tg « = 

— tg« (x' — x) unb M"N'" = M'N'" . tg/? = — tgß (y' — y), fomit M" N" 

= z' — z = — tga (x' — x) — igß (y' — y). ®en!t man fid^ burd^ MM' 

eine 6bene gelegt fenfred^t jur xy gbene, fo f(|neibet fie bie gläd^e in einet 

©utbe, beten (Sleid^ung z = f (x, y), »enn y confiant ifi. ®iefe ®Ieid(|ung 

lann aI[o al§ biejienige bet gfläd^e angefel^en metben, menn man x unb y als 

betänbetlid^ annimmt, obet a(§ biejenige einet (S^utDe, nömlid^ be§ S)ut($f4nitt§ 

bet gbene MM'N' mit bet gflftd^e, toenn eine bon biefen ©ootbinaten conjiant 

dz 
ift, i. S3. y. 2lu9 bet analtjtifd&en ©eomettie bet 6bene ijl belannt, bafe ^ = 

d f fx v) 

— ).— - = — ig«. Da f (x, y) jwat 2 SSatiable entl^ält, abet ©ne babon, 

nömlid^ y, als conjiant angefel&en »itb, fo l^eifet biefe Slbleitung pattieD. 3)ie 

ebene M'M"N"' fd^neibet bie gläd^e in einet imeiten 6;utbe, beten ©leid&ung 

ebenfalls z = f (x, y) ift, wenn man x als conftant anpeilt, unb eS toitb ebenfo 

dz 
betoiefen, bafe -p = — i%ß x% fomit !ann man fid^ an bet gigut bie gntftel^ung 

bet ©tunbfotmel in bet Sl&eotie bet fjflädjien 1) z' — z = p (x' — x) + q 
(y' — y), auf toeldfee 3Konge j. SB. ben gtöfeten SEI^eil feinet Analyse appliquee 
ä la geometrie gtünbete, etfläten. SSettadfitet man x', y', z' alS conftant, b, %. 
ben gSuntt M" als fcft, fo fteflt 1) einen ftegel bot, beffen ©pifee M" ift, obet 
mit anbetn SBotten, man l^at bie S)iffetenjialgleid^ung fämmtlid&et ftegelfläd&en 

gefunben. Stingt man abet 1) untet bie gotm 1 = p ^ ~ \- q J^ ~-? 

z ~~~ z z z 

unb fe^t 2) ^~^ = a ^^ "" ^ = b , mo a unb b 2 ©onftante finb, fo ift 

1 = pa + qb bie allgemeine S)iffetenjialgleid^ung bet ß^Iinbetpäd^en , beten 
SWantellinien pataßel mit bet ©etaben 2) finb. 

3n 3:^eii I §. 1. pnb bie ©leid^ungen einet butd^ ben Utfptung gel^enben 
©etaben untet bet Soif^ 

3) X -f pz = o y + qz = o angegeben , il^te Äid^tungScofinuS pnb 

4) cos « = — I , cos /? = — ^ , cos r = ^ , (k^ = 1 + p2 + q*) 

@ine auf il&t fenfted^te @bene, meld&e butd& ben Utf})tung gebt, ift 

5) z = px + qy (benn bie ©put biefet gbene in bet xz gbene z = px 

ift fenlted^t auf bet ^ßtojection x + pz = o unb in 
bet yz gbene z = qy auf bet 5ßtoj[ection y + qz = o.) 

©inb nun p unb q ©iffetenjialquotienten einet §fläd^e, fo ift bie 6bene 5) 
patallel mit bet langenten-Sbene unb 4) finb bie äKd^tungScopnuS bet 9lotmaIe. 
©e^t man j. JB. 6) k = 1 + P^ + q^ = conftant, fo etl^ält man bie S)iffe« 
teniialgleid^ung bet glöd^^^r ^^"^^"^ 3:angential»6bene mit bet xy gbene einen 
conftanten SHJinfel bilbet. SQBenn aufeetbem bie ©leic^ung einet bepimmten gläd^e 
gegeben ift, unb man eliminitt auS iöt unb aus 6) itgenb eine bet 3 ßoot» 
binaten x, y, z, fo pnbet man bie ^tojettionen bet ifoflinen Gutoen, b. 1^. 
betjenigen Sinien auf bet '^Wi^t, beten SRotmalen mit einet ^auptebene 
einen conftanten SBinfel bilben. ®ine jweite ©etabe fei 7) x + P' z = o 



i 
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y + q' z = , [ic btibe mit bct ©bcne 5) bcn SBinfel w, fo ijl mäf §. !• 
sin Ol = PP^+^^+_^-, (^.2 ^ p.2 _^ q.2 ^ 1). ijj ^, conflant, unb toirb 

l^ierauS unb auS ber @Iei<i^ung ber gfläd^en entmeber x, obet y obet z eliminirt, 
fo et^ält man bic ?ßroiccttonen ber Sinien Qkiäftx f)cne auf bcn gfläd^n, b. 1^. 
berjcnigcn -fiinien , beren Sangential=@6cnc mit 7) , wenn man ftc^ biefe ®etabe 
als Si^ltfltal^I botfteQt, ben conftanten SSBinlel oi bilben. 

3n 2lrt. IV bet disq. |tnb aufeer ber obigen gform 4) no(^ 2 anbere für 
bie 9tid^tung§cofinu3 ber 3totmakn einer ^l&ä)t gegeben, melii^e @au^ mit X, 
Y, Z bejeid^net. Um SSerwed^Slungen ju berl^üten, ift ju bemerlen, bafe benfelben 
S)ifferenjiaIquotienten , toeld^e SMonge p, q, r, s, t nennt, ®aufe bie Sud&Paben 
t, u, T, U, V gibt. 6s iji nun in Slrt. IV 



X = 

gefegt. 



VP2 + Q2 + R2 -• 



X = 



bc' — cb* 



X== 



t 



Vi + t^ + u^ 



S)ie britte gform ftimmt mit 4) überein, »o z = f (x, y) als ©leid^ung 
ber Qfläd&e öorauSgefeJt »irb. Sei ber erften unb jweiten gorm bagegen ift 
bief e ©leidjiung f (x , y , z) = o unb bie S)ifferenjiaIquotienten , meldte burd^ 
partielle ^(bleitung juerft nad^ x, bann nac^ y unb z gewonnen werben, ^ei^t 
®au§ P, Q, R. »ei ber Äugel j. »., wo x2 + y' + z« = ^« i|i, l^at 



X 



man Pz=:x, Q = y, R = z alfo X = - - unb nod^ 4), wenn p = 



Q 



X 

z 



X 



q = — gefegt wirb, ebenfalls cos « = 



S3eibe formen finb alfo im 



Stgur 7. 



SBefentlid^en gleid^ , bie allgemeine f (x , y , z) = o l^at ben Sorjug , ba^ bie 

©leid^ungen ber pl&ittn gewöhn« 

l\^ in biefer SBeife unb nur au§= 

na]^m§weife in ber ^oxm z = 

f (x, y) gegeben finb ; bagegen pnb 

bie ^udbrücfe, welci^e im SSerlauf 

ber Äed&nung erl^atten werben, 

complicirter. 

Sei ber jweiten SKetl^obe nac^ 
®aufe werben jwei neue Seränber« 
lid^e p unb q eingeführt, bie ju» 
nöd^ft ganj unbeftimmt finb, unb 
X, y, z al§ fSfunftionen berfelben 
bctrad^tet. 2Bir fejen bemgemä^ 

8) X = fi (p, q) X 

y = f2 (Pr q) 

z = fa (p, q) 
unb wäl^Ien wieber als einfa(^fte§ 
Seifpiel bie Äugel, beren ^alb« 
mefjer wir = q fc^en. S)ie Sage 
eines ^unlts M auf berfelben tann 
entweber burc^ bie ßartefifd^en 
ßoorbinaten x, y, z ober burd^ 
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bie ^polarcoorbinotcn p unb q beftimmt »erben , p = SB. MOZ unb q = SB. 
AOX. 5Run iji 

9) x = Q sin p cos q y = Q sin p sin q z = o cos p 

8) gibt 3 neue formen für bie (Sleid^ung ber allgemeinen gfläd^« unb 9) [pejiell 
für bie Äugel. SSerfä^rt man mit benfelben »ie oben mit z = f (x, y), b. 1^. 
judjit man bie ffiifferenjialquotienten burd^ l)artielle Slbleitung naä) 'p unb q, 
meldte ®aufe ber SRei^e na^ a, a'; b, b'; c, c' nennt, fo er^ftlt man au§ 8) 
dx = a dp + a' dq (9trt. IV) unb au§ 9) 

10) dx = e cos p cos q dp — q sin p sin q dq dy = ^ cos p sin q dp 

+ ^ sin p cos q dq dz = — e sin p dp 

qI)o a = ^ cos p cos q a' = — e sin p sin q b = e cos p sin q u. f. f. 

Säilbet man bie SluSbrürfe bc' — cb' = e ^ sin ^p cos q . . . . A = e '^ 
sin p, fo ftnbet man 

X = sin p cos q X — sin p sin q Z = cos p 

@oII ber ^unlt M eine getoiffe Sinie auf ber ^(äd^e befd^reiben, fo mu| 

eine Sftelation jtoifd^en p unb q jlattfinben , ober bie ©leid^ung p = f (q) mufe 

x^ 
ft)ecialifirt fein. @e|t man j. 33. p = q, fo finbet man aus 9) y = Q —^ unb 

burd^ Kombination mit ber ©leid^ung ber jlugel bie ^rojectionen ber Sinie» 
meld&e ber ^un!t befd^reibt , menn p = q ift, ober toenn man pd^ bie 6rbe al§ 
ftuge) ben!t, toenn bie geograt)l^ifd^e SSreite gleid^ ber Sönge ift. 

5)a bie SBal^I ber SSariabeln p unb q ganj beliebig iji/ fo erfennt man 
fofort, bafe in ber iioeiten SRet^obe bon ®aufe bie aUgemeinfle 3tuffaffung beS 
Problems oon ber ßoorbinaten-SSeränberung liegt, tpel($e nid^t etioa blo^ ben 
[bergang,bon einem red^troinlligen ju einem fd^iefroinfügen Softem, fonbern bon 
ß^artefifd^en 6)oorbinaten überl^aupt }U irgenb einem auf bie gan} unbeftimmt 
gelaffenen SSariabeln p unb q gegrünbeten Softem bermittclt. Siefe SRetl^obe 
ift in i^ren Slntoenbungen ungemein frud^tbar; benn jiebe @attung oon Sinien 
auf einer fSfläd^e l^at befonbere i^r eigent^ümlid(|e d^arafteriftifd^e ISigenfd^aften, 
ju beren ©arfteDung jtoar in mand^en göüen bie Kartepfdjen ßoorbinaten fid& 
eignen; bagegcn führen fie l^öufig ju gormein, bie wegen iftrer ßomplicirtl^eit 
unbraud^bar finb, wöl^renb anbererfeits eine paffenbe SBal^I ber ßoorbinaten 
biefe ©igenfd^aften fofort erlennen läfet. §ier pnb oor allem bie eDiptifd^en 
goorbinaten p nennen, meldte in 2:^eil I bon §. 21 an bis }um ©d^Iujs auf 
bie t$fläc^en II. @rabS burd^auS unb in ber ^b^anblung über bie SCßeDenPäd^e, 
namentlid^ in ben Slnwenbungen auf bie S^eorie ber Slrägl^eitSmomente, oielfadj 
gebrandet finb. 

2)ie ©leid^ungen 7), 8), 9) in §. 21 pnb bie ©runblage für bie J^eorie 
ber eüiptifd^en Koorbinaten ; fie finb ein fpecieüer gaU ber ®aufe*fd^en ©leid^ungen 
8), beren SSariable p unb q l^ier fi unb v finb. S3etrad^tet man nömlid^ baS 
gflipfoib (e) §. 21 2) als gegeben, fo pnb fi unb v bie f)albajen in ber 
9li(^tung ber x9(^e bon 2 ^omofocalen ober confoculen |)pperboIoiben, meldte (q) 
in ben ÄrümmungSlinien fd^neiben. SBie bie Sage beS ^ßunfts M im obigen 
Seifpiel auf ber Äugel in gweierlei SBeife bepimmt toerben fann, entmeber burd^ 
X, y, z ober burd^ p unb q, fo läßt pd^ aud^ bie Sage eines ^untts M auf 
bem ISnipfoib entnieber burc^ feine (Sartepfd^en 6)oorbinaten x, y, z ober burdd 
bie eUtptifd^en jti unb v bepimmen. Ser Übergang bom @inen @ppem }um 
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anbctn toirb tmä) bic ©leid^ungen 7), 8), 9) in §. 21 öermittdt, unb »tc 
^tn^ibax ^ä) bicfe boppcite ScftimmungStocifc für bic §fläd6cn IL ©rabS cttociSt, 
fann man in bct großen 3^^! öon ©ä^en Don §. 21—29 feigen. 

§« 2. Sie 2)tffetett}iiilqtt0ttenteit jtoettet Srbttung. 

SQBäi^rcnb bic gconictrif(|c Scbcutung bcr ©iffcrcnjialquoticntcn I. Orbnung, 
p unb q mäf ÜRongc, t unb u naä) @aug fiä) Ici^t nat^^mcifcn Iftgt^ fo ift 
eine fold^e SSeranf^auIiddung bei bcnjcnigcn II. Drbnung, r, s, t na(| 9Kongc, 
T, U, V nad6 @au| tocnigcr Ici^it. p unb q jtnb mä) bem Obigen bic 
Tangenten ber SBinfel, toeld^e bic @))utcn bcr 3:angenlial«@6ene in bcr xz @bene 
mit ber x 9ljc unb in ber yz gbene mit ber y Sljc mad^cn, olfo p = — tg«, 
q = — igß. gür bic ©Icid^ung ber @bene A, B , C, meldte bic ^lääftn in 

Sigur 8. 




M bcrül^rt, f^ai man gefunben z' — z = p (x' — x) + q (y' — y), bic Sage 
beö ^unftS M" (x\ y\ z') auf ber 2kingential«66ene iji junä^ft beliebig; 
nehmen »ir aber an, er liege unenbüd^ nai&e bei M, aber immer nod^ in 
beliebiger »ii^tung bon M au§, fo toirb z' — z = dz, x' — x = dx unb 
y' — y = dy, fomit mirb bic ©leid&ung ber Sangcntial-^benc 

11) dz = pdx + qdy 
dz , .dz 



ober, maS bajfelbe iji, dz = -p dx + , 



dy ; beult man fld^ nun auf MN einen 



^unft fi unb fe^t N/w = p, wo mon fic^ bie 3al&I p mit ber 8inien»6in]&eit multiplijirt 
beulen mufe, fo »irb ber ^unlt ^ eine f)ülf Spöc^c befd^reiben, bereu Sangentiol* 

ebene bie ©leic^ung dp = ^ dx + ^^ dy ^at, »o ^ unb ^- thtn^aU 
partielle Ableitungen bon p nad^ x unb y finb* Sber nac^ bem Obigen ift -^ 
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= r unb ;^ = ^^2 = s, alfo dp = r dx + s dy. |)icrau§ folgt, bafe 



dh .dp d^z 

dx^ dy dy 

r unb s bie Stongenten ber SQßinfcI ftnb, weld^c btc ©puren bcr Jangcntiol« 
gbenc öon ber ^ülfsflöci^e in ben xz unb yz gbenen mit ber x unb y 2l|e 
mad^cn*). ^uxäjj eine jtocite |)ülf8pä(|e erhält man, loie c5 in §. 2 I. Il^eil 
angebeutet ift , bie gcometrifd&e SJebeutung bon t in ber ©leic^ung dq = sdx 
+ t dy. S)a nun bie ®Iei(|ung 11) unter ben derf^iebenjien gformen in ber 
anol^tifd^en @eomelrie borlommt, fo ge^t aus bem @efagten l^erbor, ba^ fie 
ftete, menn eS fid^ um geometrifd^e a3eran[d^aulid^ung l^anbelt, q(3 bie ©lei^ung 
ber 2:ongentioI*@bene irgenb einer gläc^e aufgefaßt werben lann, in toetd^er bie 
goefpcienten ber ©ijfereniiale Tangenten bon SBinfeln finb. ^ik bie grtlärung 
ber 2)if[ereniiaIquotienten pl^erer Orbnung lonn man fid^ gonj analog weiterer 
^ülfsfläd^en bebienen, wie 1. c. ebenfalls angebeutet ijt. 

6in anbereS Sßittel, um bie geometrifd^e Sebeutung öon r, s, t auSfinbig 
}u mad^en, unb jwar ol^ne ipülf Sfläd^en , geben bie a[pmptoti|d^en Sinien ber 
gläd^e an bie f)anb. M' fei ein jroeiter $un!t ber glüd^e, weld^er unenblid^ 
na^e bei M liegt, unb bef[en ^angential»@bene aI[o ber @Ieid^ung 

12) dz = (p + dp) dx + (q + dq) dy 

entfprid^t. ßombinirt man 11) unb 12), fo erl^ält man bie ©leid^ung ber 
®urd&fc|nitt§Iinie beibcr Sangential-ßbenen 

13) o = dp dx + dq dy ober 

14) .0 = (r dx + s dy) dx + (s dx + t dy) dy 

dv r 
3ft l^ier r dx + s dy = o alfo ^ = , fo mufe auä) s dx + t dy 

dv s 

= o fein, ober ^ = — t • Unter ben berfd^iebenen Sagen, weld^e ber ^ßunlt 

M' um M l^erum l^aben fonn, gibt e§ alfo 2 fpcjielle, M' unb M", wo biefe 

©leic^ungen ftattfinben, bann finb MM' unb MM" bie Stangenten ber jwei 

af^mptotifd^en Sinien, weld^e burd^ M ge^en (Sl^eil I, §. 10) i^re ^rojectionen 

dv 
auf ber xy ßbene mad^en mit ber x 2li'e SBinfel, beren Sangenten -^ ober 

r s 
unb — j finb. ®ie S)iffereniialgleid{fung ber ^rojection auf ber xy gbene 

Don ben af^mptotifd^en Sinien ift in §. 10, ©leid^ung 5) angegeben, eS finb 
biejenigen Sinien auf ben gläd^en, beren Sangenten mit i^ren conjugirten San« 
genten jufammenfallen. ^an i}at alfo nad^ §. 1 unb §. 2 ben ©aj: 

S)ie2)ifferenjiaIquotienten erfier Orbnung einergUd^e finb 
bie Sangenten ber 2Bin!eI, weld^e bie ©puren ber Sangential« 
Sbene in ber xz unb yz 6bene mit ber x 9Ije mad^en; bie SSer« 
l^ältniffe bon Je 2 Sifferenttalquotienten jweiter Orbnung finb 
bie Sangenten ber säjinfel, weld^e bie ^ßrojectionen ber San« 



*) Söcnn man bie 2^attgential=@bcttc bcr ^ülfsfläd^c in fi ftd^ conftruirt benft, unb bie 

latcinijci^en SBud^ftaBcn burdj öricd^ifd^e crje^t, fo l^at man cBenfattS 3 unenbüd^ nal^e ipunfte 

f^r f^% i*'"t wnb c§ ift fi' v' = fiv' . V = rdx 

^// ^m __ ^/y/// ^ g -__ gjjy ^^Q 

^u ^44 ::= (jp 3— . rdx + sdy. 
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gcntcn öon bcn af^mptotifd^cn Sitticn auf bcr x y @bcnc mit bcr 
X Sljc btlbcn. 

S)ic 9lntt)cnbung bcr SJiffcrcnjialquotientcn jtocitcr Drbnung bejicbt fid^ }u= 
nöd^ft auf bic Untcrfud^ung bcr ÄrümmungSbcrl^ältniffc in einem ^unft M einer 
tJIftd^e unb ouf bie ©teHung ber uncnbßc^ naiven 9?ormaIen in bcr 5?ä^e beffelben 
J^cil I , §. 2—8. 3luS bcr ©leid^ung dz == pdx + qdy unb auS 13) tuirb 
fotüol^I ber SBinfel jwif^cn bcn Tangentialebenen Don M unb M' bejiimmt, ate 
au(ä^ jtt)if(^en bem Clement MM' unb bem S)ur(]^f(]^nitt MM'' üon ben beiben 
Tangentialebenen ober ber conjugirten Sangente üon MM'. 3Kit ^ülfe biefer 
beiben SBinfel erl^äü man bie @ä|e öon @uler unb TOcunier über bie ÄrümmungS« 
^albmcf[er bcr Slormal- unb ber fd^iefen ©d^ritte, t)on 5)upin über bie con}ugirten 
Tangenten unb bie 3nbicatrij, Don ©türm über ba§ 9iormaIen ©onoib §. 5 
(Gompt. condus 1845, I. ©emefter @. 1239) Don % ©ertranb unb 3oa(!^im5« 
t^al über bie SBinlel unb ißolbiftanjen ber unenblid^ na^en Normalen. 

§. 3. Sie ®tö#en E, F, G. 

S8on bcr größten S35id^tig!eit ift c§ beim ©tubium ber disquisitiones , fid^ 
über bie Sebeutung biefer ©rö^cn Ilar ju merben, benn in .i^nen liegt baS 
K^aralteriftifd^e ber ®au^'f(]^en Stuffaffung ber anal^tifd^cn ©cometric, moburcft 
pc fid^ »efentlid^ öon ber älteren öon 5Dlonge unterfd^eibet. 5Dlan überjeugt fid^ 
^ieöon leidet fd^on bei einer oberfläd^Iid^en 5)urd^fid^t. Sie gfunbamentalformcn 
Don ®au^ 

1. SDer affgemeine 9luSbrud! für baS ÄrümmungSmafe k, 2lrt. XI ©c^Iufe. 

2. gür baS Clement ds einer beliebigen 8inie auf ben SW^ä^cn, 3lrt. XH. 

3. gür bie unenblid^ Heine SSeränberung d* beS 2Bin!el8 ^, unter toclddem 
eine geobätifd^e fiinic auf ber gläd^c bic Sinien beS erften ©^ftemS 
(p) fd^neibet, beim Übergang jur nöd^ftfolgcnbcn ©^ftemlinic, Srt. XVIU 
©d^Iu^. 

4. gfür bic ©oorbinatcnDcränbcrung in einer bon ber öorl^crgcöcnbcn bcr« 
fd^iebenen 9luffaffung, inbem, unabl&ängig t)on ©artcpfd^cn ©oorbinaten, 
ber tibergang bon einem Sinienf^ftem (p, q) ber gläi^c junöd^ft auf 
ein beliebiges iiociteS (p', q') bermittelt werben foff, $lrt. XXI, 

bcjlcl&en nur au§ ben ®rö|en E, F, G unb il&ren erften unb jtociten Slblcitungcn 
nad& p unb q. @§ mag l^icr bcmerlt »erben, baß jtoar E, F, G burd^ S)iffc« 
reuiiation ber ©leid^ungcn 

X = f, (p, q) y = fj (p, q) z = % (p, q) 

erhalten werben, aber befjcn ungead^tet nid^t in bem ©inn wie bei SKonge al§ 
SJiffcrcnjialcocfficicnten erfter Orbnung ju betrad^ten finb; man erfennt bie^ an 
ber görmcl für ba§ ÄrümmungSma^ , mcldjes fid^ (S^eil I, §. 4, 29) burd^ 
p, q, r, s, t nad& SRonge, alfo bur^ 2)iffcrenjiaIcocffijienten erfter unb äweiter 
Orbnung auSbrüdfen löfet, wö^renb bei ®au§ nid^t bIo| bic erften, fonbern aud^ 
bie jiDciten 9lbleitungcn bon E, F, 6 ^ieju not^wenbig finb. S3ei einer 93er« 
gleid^ung ber disq. mit ben Slrbciten bon SDlongc ift alfo ju bemerfen, ba^ bie 
erfteren fid^ im ©cbiet ber erften unb jweiten ©ijfcrcnjialcoefficicntcn bewegen 
unb ^maä) iffxt ®rcnjen geftedft finb, wäl^renb ber öc^tcre eine Steil^^ bon. 
Slufgabcn in Singriff nal^m, bic fid^ nur mit Seijic^ung bcr ©iffcrcnjialcocfficicntcn 
britter Orbnung löfen Iaf[cn. 
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9lu8 ben obigen ©le^ungen crWß mon burd^ ©ifferenjiation (2lrt. IV) 

dx = adp + a'dq dy = bdp + b'dq dz := cdp + c'dq ol|o 

ds^ = dx* + dy* + dz* = Edp* + 2Fdpdq + Gdq* 

tDenn E = a* + b* f c* F = aa' + bb' + cc' G = a'* + b'* + C* 
gefegt toirb. 

9)ltt f)ülfe biefed SBert^S bei» iginienelementd ds tft }mar in %xt XVII bie 
geomettifd^e Sebeutung bon E, F unb 6 abgeleitet, bo ]ebod^ fpecieHe Seifpiele 
biel }ur @tlei(|terung beS S3erftänbniffe§ beitragen, fo finb im gToIgenben bie 
Se}ie|ungen angegeben, totläft }toif(i(ien ben ^arteftfd^en Sootbinaten eines ^unftd 
auf ber ftugel, bem ©pl^ätoib, bem Sdipfoib unb ^mifd^en ben ^olar besiel^ungd* 
toeife elliptifc^en ßoorbinaten bejfelben ^unlts ftattfinben. gür bie erfteren finb 
bie Suddftaben p unb q beibel^alten , bagegen finb bie leiteten mie in £l^eil I 
mit fjt unb V bejeid&net. 3n allen 3 flauen ift F = o , ba bie betreffenben 
Sinienf^fieme auf ben 3 gläd^en rectangulär finb. 

M ift ein $unlt ber Jtugel 



Sißur 9. 




Dom $albmeffer n, burd^ 
meldten ber größte Jtrei§ ZMA 
ge^t. 3)er SBinfel ZOM ift = p 
unb XOA = q; bie red^twinl« 
ligen Soorbinaten bon M finb x, 
y, z, x)on toeld^en jebe als gunf« 
tion bon p unb q betrad^tet tt)irb ; 
man l^at alfo bie ®Ieid^ungen 

X = a sin p cos q 

y = « sin p sin q 

z = « cos p 

mittelft biefer gormein lann jebe 
Delation j. 8. jtoifd&en x unb y, 
bie fid^ auf eine be^immte f))l^ä« 
rifd^e ©urbe bejie^t, in eine anbere 
jtoifd^en p unb q umgefe^t merben. 
2)ur(| S)ifferenjiation l^at man 

dx = adp + a'dq 

dy = bdp + b'dq 

dz = cdp + c'dq 

alfo 

a sin p sin q dq 



a = 



dx = a cos p cos q dp - 
dy = « cos p sin q dp + a sin p cos q dq 
dz = — « sin p dp 

a' = — « sin p sin q 



a cos p cos q 



b = a cos p sin q 
c = — a sin p 

E = a* + b* + c* = a* 

G = a'^ + b'* 

ds = VEdp* + 2Fdpdq + Gdq* 



b' 



.' — 



+ c'* = «* sin *p 



n sm p cos q 
o 

aa' -h bb' + cc' 



a Vdp* + sin *pdq 



2 
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M' ift ein 5ßunlt bc§ ab9e})Iattcten gtotationScnipfoibS, but(!^ 
tüel(j^cn bie 3Meribiancutt)c AM'B cjel^t; bicfc t[t eine @fltpfc, bcrcn ^olbajen 
OA = « unb OB = 1^ finb. S)ie ßoorbinaten Don M' finb x, y, z; z = M'N 



luvt ; luiiiii 11. 

X a sin p cos q 
a « cos p cos q 
a' — — a sin p sin q 
E a^ cos ^p -4- ß^ sin 


'9 


y « sin p sin q z ß cos p 
b a cos p sin q c — /? sin p 
b' a sin p cos q c' o 
F G «^ sin ^p 


ds — VEdp2 + 2Fdpdq + Gdq' 

a \/ sin^ pdq^ + (1 — ^ sin^p) dp^ 



3ttf)mtn toir nun an, naä) 2lrt. XIX, boß p bic Sänge einet Sinie be§ 
erften ©^ftemS ift, alfo gleid^ bem eni})tifd^en Sogen M'B, unb bag äße Sinien 
bicfe§ ©i^ftemS in B jufammenlauf en , fo bebeuten p unb q boffelbe, tt)a§ in 
Slrt. XV unb XVI mit r unb <p bejeid^net würbe, b. 1^. dr ift ba§ i)if[erenjial 
be§ eUiptifd^en Sogen§ M'B ober 



dr = « dp \/ 1 2" sin ^p 

©e^t ntan ferner « sin p = m unb q = q), fo ift 

ds = Vdr^ + m^"d^ 

S)ie geometrif(^e Sebeutung biefer gormel liegt in beut unenblid^ Heinen 
S)reie(I M'M"M'", bef[en J^^potenufe M'M'" = ds bo§ Clement einer beliebigen 
guröe auf bem ßllipfoib ift; bie eine ©atmete M'M'' ift = mdqp unb bie anbere 
M"M"' = dr. 3)ie gotmel in 5lrt. XIX 

1 d^m 
k = — 



m dp 



2 



l^at f olgenbe Sebeutung : 6§ ift k = ^ . — , R ift ber ftrümmungSl^albmejfer 

dz 

ber ßllipfe AM'B in M', alfo = — ^y— , ba m unb z bie ßoorbinaten ber 

dT^" 

©Hipfe finb, unb dr ba§ Sogenelement. R' ift ber anbere ^auptfrümmung§- 
l^albmeffer be§ ßHipfoibS, b. 1^. ba§ ©tüd ber 9JormaIe Don M' bi§ jum Siurci^» 

^ 1 1 

fd^nitt mit ber aSerlängerung ber z Slr^ , fomit R' = dz alfo k = 



R R'* 



3)ie gformel k = — ^;;^ -^^^ lä^t fxS) bei SftotationSfläd^en überl^aupt geo* 



dr 

l^d^i 
m dp 

»öflen, ©comctrie. 16 
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tnettifd^ intett)rettren. @tnb x unb z bie gootbinaten ber SReribiaticutbe, toeld^e 
ftd^ um bie z 9lje btcl^t, r bet SBogcn, R ber ÄrümmungSl^albmeffcr unb R' ba§ 

dz^ 

@tfi(f ber 5RormoIe bis jur z 9lje, fo' i|i R' = — dz", R = -Ä- ölfo ^ 



d^x • RR' 
dr 



dr« 
1 d^x 



X dr^ 

9lun ijl X ber |)aI6meffer ber SSotationSfläd^e , toeld^e bur(i^ S)re^ung ber 
aHeribiancurüe um bie z Slje entjiel^t; enttoüelt man G für eine fold^e Qfläd&e, 

fo finbet man Vg = x ; (f. u. Slbbilbung öon KotationSflädJen auf ber ®bene) 
nacb 5lrt. XIX ift aber m = VG unb p = r, b. b. ^^, = -5-«-. 

Sei ben elliptifd^en Soorbinaten, (§. 21) betra($ten »ir ba§ 
SQipfoib als gegeben, bann finb bie ®au^'fd^en Soorbinaten p unb q bie ^alb« 
ai^en fi unb v in ber SRui^tung ber x bon ben beiben confolalen ^^perboloiben. 
3luS ben ©leid^ungen 7), 8), 9) §• 21 finbet man burci^ S)ifferenjiation 

bc bc 

V^^-b^ (VF^^2 , Vfi' — b^ , 1 
dy = ^ / ^= - fi dfjt — - y dy ) 



dz= — 



V^^^ 



c 



2 



c Vc^ - b« 
unb hieraus 

E 



Vc* — ^* Vc* — »* 



_ (g» - ^^ (^^ - ,») (e^ - .^ 0«« - .«) 



(i^' — b^) (c* — ^2) (b* — v^) (c^ — i'«) 

fei ber SRittelpunft beS gUipfoibS, B ber »rennpunit beS |)au|)tf(iömtt§ 
in ber xy gbene unb C in ber xz 6bene. ®ie SBariabeln p unb q ober j[e|t 
fi unb V finb nun feine Sinien mel^r, bie auf ber gläd^e liegen, fonbem fie 
bilben 2 ©falen, tooDon bie 6ine fiir f^ jtoifd^en B unb G, bie anbern für v 
jtt)ifd^en unb B entbaüen ift. ©leibt ber ^unft fi rul^ig, bemegt fid^ aber v, 
fo be[(^reibt ber ^unft M auf bem ßllipfoib eine ßinie beS erften ©^ftemS, 
toeld^e ber S)urd^|(]önitt mit bem einmantligen ©^perboloib (m) x% SIeibt v rul^ig, 
unb bewegt fid^ fi, fo befd^reibt M eine Sinie beS jweiten S^ftemS, ober ben 
35ur(^fd&nitt mit bem jweimantligen f)9perboIoib (v). ©oll M eine bcftimmte 
Sinie auf bem gllipfoib befd^reiben, jo mufe eine SebingungSgleid^ung (p {fi, v) 
= o gegeben ober bie gunftion qp fpejialifirt fein. 

©0 ifi ftv = conft. 2)ie ©leid^ung bc§ 2)urd^fd^nittS mit einer 6bene fent« 

red^t jur x %e (§. 21, 7). 

11^ + v^ = conjt. S)ie ©leid^ung beS Surd^fd^nittS mit einer concentrifd^en 

ffugel (§. 21, 10). 
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(^2 _ ^2) (^2 _ ^2) _ conft. SDie ©leiij&ung ber Sinie, in weld^cr ba§ M\p]oxh 

t)on einet SEangentialebene berührt wirb, bie juglei(§ 
eine concentri|d&e ßugel berührt §. 21, 13. 2)urd& 
SJergleid&ung mit §. 21, 34 ergibt f4, bQ§ auf biefer 

Sinie baS flrümmungSma^ ^^7 conftant iji. 

3ebem ^un!t M auf bem @IIi^)foib lommen jmei fpejieHe SBSett^e bon [i 
unb V, alfo au(j& bon E unb G ju, beten geoniettif(j&e Sebeutung allgemein in 
att. XVII na(ä^gett)iefen ift. 3m botliegenben Saß beule man ^xä) but§ M jmei 
@5ftemlinien , b. ff. fttümmung§Iinien gcjogen, unb ne^me auf i^nen fe^t nal^e 
bei Jl bie fünfte M' unb M'' an, bann ift MM' = VgT. dv unb MM" = 

Ve . dfji; dfA unb dv finb jtoei unenblid^ Heine SBege , melci^e bet 5pun!t /* 
jmifd^en B unb C bef($tei6t, »enn jugleid^ M naci^ M" tücft, unb v jmifd^en 

lUM" MM' 

unb B, menn M nad^ M' tüdt. Ve = J^ «nb VG =-^^ fmb 

fomit 2 aSet^äÜnifejal^Ien , beten geomettifii^e SJebeutung [x^ in fpejieDen göllen, 
mie im botliegenben, leidet betanfd^aulid^en läfet. ^it^t man butc^ M' unb M" 
jttjei weitete ©^jtemßnien , fo et^äft man ein unenblid^ fleineS ^ßataHelogtamm 
MM'M'^'M", bejfen diagonale 

MM'" = ds = VMp~+~Gd^ 

®a§ 9lnaIogon biefet ©leid^ung bei ebenen ©utben iji ds = Vdx^ + dy^ 
aWan Bnnte na^ Sttt. XIX fotool^I baS ÄtümmungSma^ atö bie ©iffercnäial» 
gleidftung bet geobätifd^en Sinien beftimmen, bod^ läfet pd^ bieg leid^tet nad^ 
§. 21, 34, §. 24, 2 unb 14, §. 25, 24 etteidjen. 

SJenlen mit un§ ben 



^unftMbeSgaipfoib§ju- 
gleid^ butd^ bie ßattefif d&en 
ßootbinaten x, y, z be« 
flimmt, fo bilben biefe 
ebenfalls 6falen, unb 
jtDat auf jebet Slje eine 
befonbete, auf meldtet bie 
unenblid^ Keinen Setän» 
betungen dx, dy, dz lie« 
gen, töie bie S)iffetenjiale 
dft unb dv auf bet x Slje. 
9lun ift, menn man nad& 

®au§ ^ = tg a = t 

dz 
unb^ = tg(3=ufe|t 

MM' = 



5i0Ut 10. 



dx Vi + t 




MM" = dy Vi + u 



2 



olfo E = 1 + t^ G = 1 + u^ 



MM'" = ds = VEdx^ + 2Fdxdy + Gdz' 



16 
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Scjcid^net man bcn SBinlcI AGB , toeld&en bte ©puren bcr Tangentialebene 
bon M in ber xz unb yz gbcne btiben, mi t C , fo ijt MM^"^ = MM^^ + 

2MM' . MM" . cos C + MM"* alfo F = Vi + t* Vi + u^ cos C. 

2lu§ bem ted^ftoinlfigen Sreifant, beRen ©pi|e C ift, erWIt man bie 9le* 

lation cos C = sin « . sin ß = ^ .^ o % /:r- \ — ; fo^i* F = tu unb 

V 1 + t^ V 1 + u* 

ds^ = (1 + t^) dx^ + (1 + u^) dy2 + 2tu dxdy = dx + dy^ + dz-, ba 

dz = tdx + udy i|i. 2Ran lann nun einen ^unft M auf bem gUipfoib burdji 

jttjeierlei (5ootbinaten|^jleme beftimmen: 

3uerft nel^men mir baS Se^tere, mo 

1. E = l + t- F = tu G = l+u* 

ift. ®ie ©au^'fd^en SBariabeln p, q finb l&ier bie ßartefifd^en ©ootbinaten x, y 
yclbft, t unb u mcrben burd^ partielle SJifferenjiation au§ ber ©leid^ung be§ 
gaipfoibS bejiimmt (§. 18, 2). Seibe Sinienf^fteme pnb fd^ief minflig , ba F 
ni(i|t =0 ijt , fte beftel^en ouS gUipfen , bereu ßbenen parallel mit ber xz unb 
yz 6bene finb. 

3)a§ jmeite ©^fiem burd^ bie eßiptifd^en ßoorbinaten ^ unb v ift red^t« 
minllig, unb man l^at nad^ bem Sßor^ergel^enben 

S)ie ©aufe'fd^n SSariabeln p', q' finb bie in ber Siid^tung ber x 2t je liegen« 
ben §alba£en f^ unb v ber beiben confolalen |)5perboIoibe , meldte burd^ M 
ge^cn, unb ba§ güipföib in feinen ffrümmungSlinien fd^nciben. @§ lajfen fid^ 
je^t auf bicfe jmei ©oorbincten ober Sinienf^fteme bie ©aufe'fd^en Transformation §« 
fjormeln 9lrt. XXI anmenbcn. 3""ö^|i fönnte man an^ ben 4 ©leid^ungen 
om ©d^Iuffe biefeS 9lrtifel§ bie SBertl^e ber SJifferenjialcoefficienten «, ß, 7 , ^ 
finben unb au§ ben unmittelbar borl^ergel^cnben gormein v^ unb w. ®iefe§ 
SSerfa^ren ift im Mgemeinen not^ioenbig, toenn bie ßoorbinaten p, q nid^t bie 
ßartefifd^en ßoorbinaten x, y felbft finb, fonbern gfunftionen berfelben. ^ier 
aber fennt man a, ß, y, d fd^on au§ ben obigen fjormeln für dx unb dy, e» 

ift nämlid^ or = -^ /? = ^ u. f . f . , alfo fönnen bie 4 ©leid^ungen in XXI 

für oj unb -ip bireft öcrtoenbet werben. 3)a§ unmittelbare practifd^e ©rgebnife 
märe alfo bie Seftimmung ber SBinfel o) unb i/^, meldte in irgenb einem ^unft 
be§ @IIipfoib§ bie 2:ongenten ber ßrümmungSlinie mit benjenigen ber SKipfen 
bilben, beren Ebenen auf einer 3Ii'e fenfred^t ftel^en. 

3n 3lrt. XXII ift ba§ eine @t)ftem burd^ geobätifd^e ^olarcoorbinaten 
r unb <j) erfe^t, mäl&renb ba§ anbere nod^ bie allgemeine Sebeutung beibel^ält 
unb alfo fd^iefminflig ift. Um aud^ biefür ein fpecielleS Seifpiel }u geben, feien 
unb 0' bie beiben 5iabel ober ffrei§pun!te bc§ 6IIipfoib§ unb AMB eine 
Ärümmungslinie (/<), b. ^. ber SDurd^fd^nitt mit bem einmantligen ^^perboloib; 

bann %(xi man in ben gormeln (1)^(6) 2lrt. XXII E = ^3 b' w c' ~ "^'^ 

/ 2 2\ / 2 y\ 

F = G = -( baZ»ä )p~ETn P = '^ ' q = '' i« f«&en, «nb erhält 
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2 




auM5) 3)EG = e(-^I)^ + g(|) 

Um bie[e ©Icid^ung integrircn ju lönncn, muß eine Sftelalion ätüifd^en /* unb v 
gegeben ober bte ©uröe fpecialtfirt jein, xoüijt bet ^unft M auf bem gllipfoib 
bejd^reiben ]oU. 

3n 3ttt. XXIII ift eine geobätifd^e Sinie AD ate 9lb§ciffenare ange- 
nommen unb fenfrec^t 

ju betfelben eine jtDeite ^^^^^ ^^• 

geobötifd^e Sinie DG 
gejogen ; nimmt man 
eine beliebige toeiterc 
geobätifiä^e Sinie D'C 
an, tteld^e AD ebenfalls 
fenfrec^t fd^neibet, unb 
beftimmt bie ^unlte B', 
C'fo, ba6D'B'=DB, 
B'C = BC ift, fo er» 
l^ält man jtoei @^fieme 
Don rectangulären Si- 
nien, mobon bie einen, J 
fenfred^t jur SlbScijfcn« 
a je , geobätifd^e finb, 
bagegen bie anbern BB', CG' . . . nid^t (mit 9lu§na]^me ber 2lb§ciffenaje felbjl), 
fie l^aben übrigens bie gigenfd^aft, bafe fie nai) 9lrt. XVI bie erfleren fenfredjt 
fd^neiben. S)ie in ben folgenben Slrtifeln bel^anbelte unb in XXV 8) 9) 10) 
gelöste Slufgabe bejieöt barin, ben ^rifjali g eines geobätifd^en 5)rciedfS ABC 
(gig. 5) auf einer beliebigen tJIä^e (junäd^ft auf ber 6rbe) ju beftimmen, menn 
man beffen ©eiten a, b, c, SBinlel A, B, G unb ftrümmungSmafee «, ß, y 
in ben ®dEen lennt. 

1 {\ ^n 

S)er allgemeine SluSbrurf für baS ÄrümmungSma^ ift nad^ XIX k = 3-2 

(m, p ift burd^ n, q erfe^t); ba bie 9lufgabe unlösbar iji, fo lange bie 
gtäd^e nid^t beftimmt ift, fo toirb junöd^ft für n in XXIII eine nad^i ben SSariabeln 
p, q fortfd^reitenbe Slleil^e mit ben unbeftimmten ßoeffidenten f, g . . . ange- 
nommen; burd^ jmeimalige 2)ifferen}iation berfelben nad^ q, erl^ölt man für k 
ben SGßert^ nad^ XXV 

— 2f — 6gq — (12h ^ 2f2) q^ — . . . 
unb toenn biefc gieil^e gleid^ ben 3 als befannt öorauSgefc^ten ÄrümmungSmaßen 
«» /^» 7 flcf^^t tt5i^i>f fo fönnen, mit Semad^Iöffigung ber ©lieber l^ö^erer Crb« 
nung, bie unbeftimmten ßoefficienten f, g . . . eliminirt werben, mie aus ben 
®lei(^ungen für g in XXV er^eflt. 

%\t aus geometrifd^en Setrad^tungen abgeleitete gormel für baS Sifterenjial 
beS 3fIäd[|enin^aItS am ©d^Iuffe öon XXIV enthält ben 3luSbrud! /ndq, ba aber 
n in einer Sieil^e nad^ ^potenjen öon q enttt)icfclt ift, fo läfet fid^ ^biefeS 3ntegral 
(annä^crungSmeife) finben, unb ebenjo nad^ 7) in XXIV bie Kei^e für ben 
Släd^cnin^alt felbft. 

SBenn eine beftimmte SIbSciffenaje AD auf ber gfläd^e angenommen ift, fo 
bient fie als ©lala , auf toelcder bie SlbScijfen p auSfd^Iie$tid& gemeffen toerben ; 
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[inb D unb D' uncnblid^ nal^c, fo ifl DD' = dp, um aber bie Sänge bon BB' 
ju beftimmen, ift eine gemiffe Variable nötl^ig, bon ©au^ mit n bejei^net, meldte 
für jeben ^unft ber fjläd^e einen anbern Söertl^ f^at, bie alfo eine gunftion öon 
p unb q jugleidö ift ^at biefelbe für B ben SBertö n, fo iji BB' =ndp, 
b. i}, n ift ein SlebuctionSfactor, mit toeld^em bie unenblid^ Keinen SbSciffen dp 
multiplicirt »erben muffen, um bie entf|)red&enben Sögen BB' für einen 5ßunft 
B ber gläd^e ju erlialten. 

fjür bie ^ßolarcoorbinoten r unb q) l^at man einen jtDeiten SlebuctionSfactor 
m; bemegt fid^ ^^t 5ßunft B nod^ B', fo bleibt q conjiant, r änbert fid^ um 
dr = BM unb ber ßnbpunft öon r befd^reibt ben unenblid^ Meinen Sogen 
B'M = rndqp. Seioegt fid^ B mä) C, fo bleibt p conftant, r änbett [i6) um 
dr = BN unb ber ©nbpunft bon r befd^reibt ben unenblid^ Keinen Sogen GN 
= m . d<p. aßittelft biefer ^igur erl^ält man alfo bie geometrifd^e grtlörung 
ber 4 erften gormeln unb XXIV; bie jttjei legten folgen au§ ben erften burc^ 
Elimination bon w. @§ ift nömlid^ 

BM = BB' . sin V) ober dr = ndp . sin \if 
BN = BC . cos xp ober dr = dq . cos \p 
B'M = — BB' . cos V; ober mdqp = — ndp cos \p 
CN = BG . sin \p ober mdqp = dq sin xp 
Um bie SReil^e für r^ ju finben [1], fe^t man 

r^ = p2 + Ap^q^ + Bp«q2 + Gp*q* + . . 
+ q^ + Dp^q^ + Ep»q^ 

|)ierau§ burd^ ©ifferenjiation juerft nod^ p unb bann nad^ q 

— = 2p 4- 2Apq^ + 3Bp2q2 + 4Gp^q2 

+ 2Dpq3 + SEp^q'^ 
+ 2Fpq* 

^^ = 2q + 2Ap2q + 2Bp«q + 2Gp*q 



dq 



~ Vdp7 ' " Vdq 



5Run ift 4n2r 
+ 2fpq2 + . . . alfo 4 (p^ + qO = 4p''* 



+ 3Dp2q2 + 3Ep»q^ 
+ 4Fp-q^ 

+ n« (^') ' unb mä) XXIII n^ = 1 + 2f^ q' 



4q' 



(4A + 8Q p2q2 = 16Ap2q2 ; A = 



fO 



(4B + 8f) p«q2 = (12B + 8B) p^q^ ; B =-y f u. f. tt). 
9lu8 ber Süetl^c [1] fieftttnmt mon-p^ unb ,— , wnb ftnbet l^ieburd^ [2] 



unb [3], mon l^ot j. 35. jur Sejitmntung bon r sin u» 

{ p + Apq* + Bp*q« + Dp'q* i 2 f 1 + f» q* 
< + Cpq* + Fp*q» 

+ Gpq*+ . . . 



g"q* S 
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= 2p + -|- fopq« + -|- fp^q* 

+ g^pq" + . . 
olfo A = -|- f» , B = — -^ . . . 

Um bte ®U\(S)mi [4] ju ftnben, fe^t man 

r cos gi = p + Apq* + Bp*q* + Dp^q* + ,'. . 

+ Cpq" + Ep*q» 
+ Fpq* 

benimmt l^ierouS a ""^ , - unb fejt biefe SBettl^e, fowie bte 

9ieil^en für r sin i/) unb r cos i/> aus [2] unb [3], fetner füt n in bie ©letti^ung 

d (r cos a) , d (r cos qi) 
r sin v> —^ — — + n r cos \p —^ = n r cos q) 

ein, woraus ftd^ m(^ ber SRet^obe ber unbejHmmten Soefftctenten bie Sßertl^e 
oon A, B . . . ergeben. 

Stuf ä^nlid^e Slrt erl^ält man bie gformeln [5] unb [6]. S8ei [7] fe^t man 

S = -g- Pq + Apäq + Cp*q + . . . 

+ Bpq» + Dp»q* 
+ Ep'q» 

bcftimmt l^icrouS -p , fotüic au^ ber SRei^c für n /ndq, unb fejt bicfe SBertl^c in 
r sin 1/^ ^^ — f- n r cos i/; -T- = r sin v^ /ndq ein. Sediere ©leid^ung lä^t fx^ 

anä) f fdjreiben : dS + n cot t/; -^ dS = dp /ndq. 

5)aS erfte dS ift bie Sunal^me öon S, wenn blo^ p oariirt, alfo = Sreiecf 
ACC (gig. IL); baS jtDeite dS ift bie S^na^mt öon S, »enn blofe q bariirt, 
alfo = 5)reie(f ABC. gerner ip dp/ndq = /ndp . dq = DCC'D' unb m^ ben 

SBertl^en Don mdcp ouf @. 246 n cot v^-p = 1 (toenn man B'M = — CN fe^t). 

§• 4. Sie SlbbUbtttts. 

Sie Slufgabe befielet barin, wenn jtoci beliebige gläd^en gegeben pnb, unb 
auf ber erften eine Sigur, auf ber jtoeiten eine entft)re(ä&enbe tS'ii^x ju conftruiren, 
»eld^e ber erften in ben Ileinften SEI^eilen ä^nlic^ ip. S)ie Söfung berfelben, 
»eld&e im golgenben mit Senüjung eines SluffaJeS bon 3acobi (ßrelle'Sord^arbt 
1861) für bie einfad^ften gfftfle gegeben ift, fte^t in fo enger SSerbinbung mit 
ben disq., ba^ fie fid^ unmittelbar an bie ©rlftuterungcn anfd^Iie^t *). MNP ijl 
ein unenblid^ Heines SJreierf auf ber erften gläd^e unb M'NT' baS correfpon« 
birenbe auf ber jmeiten, fo muffen in beiben bie ©eiten })roi)ortionirt unb bie 
SBinlel gleid^ fein. 3^^ biefem S^td benft man fid^ bie ßoorbinaten x, y, z 



*) ajlan öeröteid^e übrigens anä) ©aug gel- 2öer!e IV ©. 193. 



248 

Don M Qtö gfunltioncn bcr ©aufe'fd^en SBariabeln p, q unb bittet bemgcmä| btc 
©Icid^ung 

ds = MN =VEdp2 ^ 2Fdpdq + Gdq^ 

ferner foHen bte ©oorbinaten x' y' z' Don M' (anbere) gunftionen bon benfelben 
SSariabeln p, q fein, olfo 

d?' = M'N' = VE'"dp2 + 2F'dpdq + G'dq* 

hieraus leitet man bie SebingungSflleic^^ungen (ra == conji.) ab 

E = mE' F = mF . G = mG' 

tt)el(|e aus ber ^^nlid^Ieit ber beiben unenbK($ Ileinen ©reiede folgen, 

gür bie 9luflöfung ber Aufgabe genügt eö nun, wenn man für bie eine 
gläd^e eine 6bene nimmt, toelc^e bie Vermittlung jtoifd^en beiben übernimmt* 
2)enn fann man unter ber gegebenen Sebingung jebe gläd^e auf einer @benc 
unb bie ßbene auf jeber gfiftdie abbilben, fo fann man unter berfelben Scbingung 
aud^ jebe gläd^e auf jeber anbern abbilben. 

6S feien x unb y bie red^tioinöigen ßoorbinaten eines SJunftS ber (Sbene, 
foiü 

ds'2 = M'N'2 = dx^ + dy2 = m^ (Edp^ + 2Fdpdq + Gdq^) 

femer nad^ ber Definition bon E, F, G (9lrt. XI) 

»0 burd^ d angebeutet ijt, bafe bie Ableitungen partiell finb. S)a bie Elemente 

dp unb dq gänjlid^ bon einanber unabl^ängig, dx + idy, dx — idy (i = V — 1) 
lineare gunltionen berfelben finb, fo fann man bieje 9lu§brädte befiniren als 
lineare galtoren be§ quabratijd^en 2lu§brud§ Edp^ -h 2Fdpdq + Gdq^ toeld^c 
jugleid^ ooUftänbige S)ifferenjiale finb; bafjelbe gilt bon ben SluSbrüdten, toeld^c 
man erl&ält, toenn man dx + idy unb dx — idy nod^ mit beliebigen gunftionen 
rejpectibe bon x + iy unb x — iy multiplicirt; um bal^er x unb y auf bie 
allgemeinfte 3lrt als fjunttionen bon p unb q ju finben, jerfäBe man ben ge« 
gebenen 3luSbrudf beS DuabratS beS fiinienelements Edp^ + 2Fdpdq + Gdq^ 
in feine linearen gfaftoren, multiplicire jeben berfelben mit einer folcl^en gunltion 
bon p unb q, bafe er ein boHftänbigeS 2)iffereniial toirb unb feje bie beiben 
integrale beliebigen gunftionen refpectioe oon x + iy unb x — iy gleid^. @S 
ift alfo 

dx'^ + dy2 = (dx + idy) (dx — idy) 

Edp«4-2Fdpdq+Gdq2= ^ ^Edp + Fdq + VEG^ F« . idqj JEdp + Fdq— VEG^F*idqj 

fomit 

dx + idy = :^^7= (Edp + Fdq + VEG-F^ . idq) 

dx — idy = Y== (Edp + Fdq — VEG — F^ . idq) 

S)aS Sntegral linls ift x + iy unb x — iy ; um baS Sntegral rechts ju 
erhalten, mu^ man mit bem integrirenben 3föttor multipliciren, um bie SSariabeln 
iu trennen, bann entfielen burd^ SSergleid^ung ber reellen unb ber imaginären 
Steile beiberfeits jtoei ©leid^ungen, »oDon bie eine x, bie anbere y als gfunftion 



249 

t)on p unb q angibt. Da iebem ^unft M auf ber gläd^c ein bcjiimmtcS 
aSJett^epaar p, q cntfprid^t, fo geben biefe ©leid^ungen bie SBertl^e für bie 6oor- 
binaten x, y be3 entfpred^enben ^unlts M' in ber 6bene an. 

3unä(]&ft folgt nun ber Seweis beS ©a|c§ aus ber ebenen ©eometrie, wenn 
in jtDei Dreieden bie ©eiten proportionirt finb, fo-finb bie SBinfel gleidj, ange» 
toenbet auf bie conefponbirenben SDreiedfe MNP unb M'N'P' beiber Slö^^n. 

M unb M' pnb 2 correfponbirenbe ?punfte beiber Sfläd^en, b. 6. bie 6oor» 

binaten x' y' z' Don M' finb gfunlttonen ber ©oorbinaten xyz t)on M, beibe aber 

pnb gunitionen ber neuen SSeränberlid^en p unb q, toeld^e ben jmei glöd^en 

gemeinfd^aftücd finb, alfo entfpred&en ben unenblid^ na^en ^ßunöen N auf ber erften 

unb N' auf ber jttjeiten gläd^e bie ©oorbinaten p + dp^ q + dq. Stemmen wir 

MN ds 
on, ba§ Serl^ältni^ ^^- = ^ fei conftant, unb = m, fo ift 

Edp2 + 2Fdpdq + Gdq^ = m^ | E'dp^ + 2F'dpdq + G'dq^ j 

SBenn biefe ©lei^ung befielen foH, unabhängig öon jeber SRelation steiferen 
dp unb dq, ober wenn baS 5}er^ältni§ m conftant fein foH für irgenb jioei 
oon M unb M' auSgel^enbe ©lemente, fo ift 

1. E = mE' F = mF' G = mG' 

9ie]§men »ir nun jwei weitere unenblid^ nal^c 5pun!te an, P auf ber erften, 
P' auf ber jmeiten 3flöc!^e, weld^en bie ßoorbinaten p + dp', q + dq' entfpred^en, 
fo wirb man bie ©Icid^ungen |aben (x + dx, y + dy, z + dz finb bie 6oor« 



binaten bon N, x + dx', y -f dy', z 

dxdx' + dydy' + dzdz' 



dz' biejenigen bon P) 



cos PMN 



MN .MP 

= (adp+aMq) (a d p^+a^clqO+(bdp+bMq) (bd p ^4-bMq04-(cdp+cMq) (cdp^-fcMqQ 

MN .MF 
Edpdp' + F (dpdq' + dp'dq) + Gdqdq' 



~ VEdp^ + 2Fdpdq + Gdq^ VEdp'^ + 2Fdp'dq' + Gdq'« 

2)a aber biefelben SJariabeln dp, dq, dp', dq' anä) für bie ^unlte M' unb 
P' auf ber jweiten gittere gelten, fo ift an6) 

_ E'dpdp' + F' (dpdq' + dp'dq) + G'dqdq' 

cos P M i>J — ^E.jp2 ^ 2F'dpdq + G'dq^ VE'dp' ^ + 2F'dp'dq'+ G'dq' ^ 
alfo nad^ 1. cos PMN = cos P'M'N'. 

hieraus folgt, bafe, weld^eS au(§ bie unabhängigen Sßariabeln p unb q fein 
mögen, wenn bie ©leid^ungen 1. jtattfinben, wel^^ auf ber 55orau§fe|ung be- 
rufen, bafe ba§ 9Ser^äItni§ iwif^^i jwei correfponbirenben Sinienelementen auf 
beiben gitteren conftant ift, bamit aut!^ bie ©leic^l^eit ber SQöinfel jwifd^en jwei 
fold&en Elementen bebingt ift. 3tt)ei correfponbirenbe Dreiedfe in beiben SIö(|en, 
MNP unb M'N'P' finb alfo einanber ä^nlid^. 

3erlegung beS StuSbrudS ds^ = Edp^ + 2Fdpdq + Gdq^ in 2 imaginäre 
gfaltoren. 

©ejt man V — 1 = i, fo ift 

Edp3+2Fdpdq+Gdq2 = ^|Edp-h Fdq+ VEGT^F« . idqj JEdp + Fdq— VEG^^^^F^idqj 
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2ftfet M nun bic ©iffercnaialgleid&ung Edp + Fdq + VEG^F^ idq = o 
integriten , mit ^ülf c eines (ctji ju bejiimmenben) Sföft^rS f* + iv, ber jte ju 
einem t)oII[länbigen S)iffetenjial maä)t, unb ijl analog ^ — if ber integtirenbe 

fSfaftor bon ber jttjeiten S)ifferenjialglei(i^ung Edp + Fdq — VEG^F ^ idq = o 
fo f)at man bie beiben Slelationen 

(iu + vi) (Edp + Fdq + VEG — F^ idq) = da + id^ 

(^ — vi) (Edp + Fdq - VEG — F^ idq) = da — id/5 
fomit 

m ber iweiten gläd^e ijl ds,« = A^ (d«i* + d|Si «)_aj_unb_^i pnb ©röfeen, 

welche but(i^ antegtation bon E,dp + Fjdq + VEtGi — F/ idq = o 
gefunben »orben, unb gunf Honen ber unobl^ängigen Sartübeln « unb ß; bie 
Jlelotion ds* = mMsj* bejiel^t aud^ ^ier, ober 

i (da» + dß^) = m* Ai (d«t* + di?4*) 
«Run ip 

VÄ«y '^KdaJ ~ydßJ '^UßJ ~m% 

da, da, , dß, dß, ,„, , 

aV^ + ^#=° ^Btrfe^en 

5« "*« "*'" a/S n ^/? 

3/9 - da ~ - da ' 8ß ~ ^ da' da - dß 

gß — ^= + .-^ ± 1 j-^ = ± 1 * — ^-^ unb burd^ Sntegratton 

1. «1 + i/?4 = f (« + i/J) l^ierouS pnbet man 

d«i + idft = f (« + 1^) (da + id/}) d«, — id^« = f („ + iß), (du + id^) 
dai« + d^4« = f (« + i^) f (a + i^) (d«« + d^«) 

2. .m = Y-L f („ + i^) f („ _ i^) 



^ 



2)08 einfac^fte iBeifptel für bie ^6bi(bung erl^ält man bann, toenn beibe 
^läd^en Ebenen {inb, wir bejeid^nen bie eine @6ene e mit Keinen unb bie anbere 
E mit ben entfpred^enben großen S3ui!^fta6en. 2)ie SBebingungSgleiii^ung für bie 
$^nlid^!eit in ben !Iein{ten 2:feilen i|t 

dX« + dY^ = m^ (dx* + dy*) ober 
(dX + dYi) (dX — dYi) = m« (dx + dyi) (dx — dyi) 
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tt)cl(^c ©leid^ung in 2 anbete jerfällt, toobon toir blofe eine dX + dYi = m 
(dx 4- dyi) betrad^ten. 3P m conftont, b. I&. baS SBerl^ältnife itoeier conefpon« 
birenben unenblid^ Keinen ©ttecfen in beiben Ebenen burd^auS baffelbe, fo erl^ält 
man burd^ Sntegration X + Yi = m (x + yi) , fomit X = mx, Y = my. 
35ic^ i[t ber gaU bcr Sl^nlid^Ieit im ßuclibifd^en ©inn, too nid^t blo^ 2 nnenblid^ 
Heine, fonbern irgenb »eld^e cortefponbirenbe ©ttedfen proportionirt ftnb. 3jl 
aber aDflemein X + Yi = f (x + yi) , f o finbet man burd^ . 3)ifferenjiation 
dX ± dYi = f (x t yi) (dx ± dyi) $iet iji alfo ber ©oefficient f (x ± yi) 
in iebem 5ßun!t (x, y) öon e ein anberer, unb bie Si^nlid^feit bqiel^t fid^ nur 
auf bie Ileinften Stl&eile, b. ^. jtoei unenblid^ Heine S)reiedEe in ber 3liÜ)t ber 
conef|)onbirenben fünfte (X, Y) unb (x, y) l^aben gleid^e SQBinlel unb il^re 
Seiten ]§aben ein beftimmteS SJerl^ältnife. 3u jtoei anbern correfponbirenben 
fünften finbet baffelbe ftatt, nur l^at l&ier baS SSerl^ältni^ ber ©eiten einen 
anbern SBertl^, alfo finbet bei ber Slbbilbung als allgemeiner ?luffaf[ung ber 
^l^nlid^Ieit ivoax nod^ bie ©leid^l^eit ber SBin{eI^ unter meldten fid^ 2 ^aare 
correft)onbirenber Sinien fd^neiben unb bie ^Proportionalität unenblid^ Heiner, aber 
nid^t mel^r enblid^er ©tredfen ftatt. 

©ejt man j. S. X + Yi = (x + yi)-^ fo ift Xx - Yy - 1 = o 

Xy + Yx = 0, X = -^f--:^ , Y - - ~,-J—..X' + Y« = ^ 



x' + y 



x^ + y 



x' + y 



2 f 



biefe ift alfo bie Transformation burd^ reciprofe Sabienbectoren, tt)o baS ^robuct 
Don 2 entfpred^enbcn SRabien conftanl ift. 

3ft fer ner X + Yi = 

Vx+yi, fo erhält man 
burd^ Duabriren unb 9Ser» 
gleid^en ber reellen unb ber 
imaginären Sl^eile je unter 
fid^ X^ — Y« = X, 2XY 

= y. S)er ^raffelen 
©d^aar x = ± a, too a 
eine ©onftante ift, ber man 
aber berfd^iebene SBertl^e 
beilegen fann, um bon einer 
parallelen jur anbern in 
ber gbene e überjugel^en, 
entjprid^t in E eine {Rei^e 
gleid^feitiger ^^perbeln, X^ 
— Y^ = + a, beren 55renn« 
punfte auf ber x unb y 
3lje liegen. 3)er ^parallelen 
©d^aar y = + b entfprid&t 
eine Stellte gleid^feitiger 
^^perbeln, beren Sljen um 
45° gebrel^t fmb. 

Seroegt pd^ ein spunft in 
e auf ber ©eraben y = mx 
+ n, fo erl^ält man burd^ 
Elimination bie corrcfpon» 
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bircnbe Kuroc in E — mX''^ + mY^ + 2XY = n, alfo töicbcr eine gleid&feitige 
^^perbel. gü^tt man ^polarcoorbinaten ein, fc|t alfo X + Yi = R (cos 6 + i 
sin 4>) unb x + yi = r (cos qp + i sin qp) , f o erhält man in bicf em gfall 

Siöur 13. 



m^'Mtnt E 




R (cos <I> + i sin 4>) = V^r (cos qp + i sin g)) = A/r I 



cos-^ + 1 sm 



2/' 



fo baß R = Vr (gleid6 ber mittleren ^ro})ortionaIe öon r unb ber Sinicn« 
einl^eit). 3ebem 5ßunft a in e entfjjrid^t ein ^unftepaar A^ unb Aj in E, 
bejfen SSerbinbung§Iinie burd^ ben StuHpunlt l^albirt »irb. @in SSector R in ber 
Driginalebene bilbet mit ber x 91 je einen boppelt fo großen S33in!el, al§ ber 
entfpred^enbe SSector r in ber Silbebene. 

^ierau§ gel^t ^ctöor, bafe bei ber 9l66ilbung bon @bene auf @6ene feine 
3ntegration bon Sifferenjialgleid^ungen nötl^ig ift, fonbern man fann unmittelbar 
au§ X + Yi =r f (x + yi) burd^ ©pejialifirung ber ejunitiott f unb nad^l^erige 
©leid^fe^ung ber reellen unb imaginären SEl^eile iebe 9lrt Don Slbbilbung erl^alten*). 

©oH bagegen bie ßugel auf ber @6ene abgebilbet merben, fo ift nad^ bem 
Obigen 

ds2 = Edp2 + 2Fdpdq + Gdq^ = dp* + sin p^dq* 

Edp + Fdq + VEG^^F^ j^jg ^ _d^ + j^jq 

smp - 



*) 3" öerglctd^cn: ^oljmüHer, 2)ie tjogonalen SSermanbtfd^aften unb conformcti W)- 
bllbuTiöen mit äntDcnbungen auf matldem. ^^^fif. 1882. 
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^u§ 



sinp 



+ idq = folgt q + ü cot 



^ = const. unb qu§ 



X 



-,- idq =: o 

smp 

9lQd§bem bicfc Integration 
bur(|gefü^rt i|i, fann man erft 

+ yi = f(q + ilcot|)fc^en, 

unb mirb bann burd^ ©pcciali» 
jtrung bct Function f unb 9Ser» 
gleid^ung ber reellen unb imagt« 
nären Streue jebe Strt öon 9lb« 
bilbung ber jlugel auf ber @6ene 
erl^olten, b. ]&. toenn irgenb eine 
gfigur auf ber Äugel in ben 
^ßolatcoorbinaten p unb q ge- 
geben ift, fo erl^ält man il^r S3ilb 
in ber ßbene in ben ßartefifd^en 
©oorbinaten x unb y. 

5)ie aWercatorSprojection. 

X unb y ftnb ©oorbinaten eine§ 
^PunÖS in ber @bene auf red^t« 
toinllige SHjen bejogen. 2Han 
fefee 



q + il tg -~- = const. 
gigur 14. 




+ yi = k (^ q _+ 11 . tg -|-) f tl^eilt f\ä) bieje ©Icid^ung in 2 onbere 



a sin p 



X = kq y = kl . tg ^ 

f (« + i^) = f (a - i^) 1= k ;. = « sin p ii = k m = 

SBenn q conftant ift, fo ift e§ auc^ x, alfo entfprcd^en ben ÜJleribianen auf 
ber ßugel , in ber 31bbilbung auf ber @6ene nad^ 5DflercatorS ^rojection ©crabe 
parallel mit ber y 3lje. 3ft p conjiant, fo ift eö anä) y, b. 1^, ben parallel« 
freifen auf ber ßugel entft)red^en ©erabe paxaUd mit ber x ^je in ber 5ßrojection. 
5Der ßoorbinaten Urfprung in ber Säbbilbung re^ntttfentirt benjenigen ^ßunft auf 

bem tlquator, beffen Sänge = o ift. gür atte ^ßunöe beS SquatorS ift m = -^ 
unb mirb um fo Heiner ober — um fo größer, Je mel^r man fid^ ben ^olen näl^ert. 

S)ie ftereograpl^ifd^e ^rojection. 

I. X unb y finb »ieber, wie oben, red^ttoinfiige ßoorbinaten in ber Silb« 
ebene. SQBir fe^en 
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X + yi = k . e ^ ^ 9lun iji 

iq — 1 . tg -^ p 

= e . e ^ = (cos q + i sin q) cotg -^- 

1 . sin p 1 a 

y = k . sin q :,- , — ^— - — = -;r- (1 -f- cos p) 
^ ^ 1 + cosp m k ^ ^^ 

y = X tgq x^ + y* = k*tg* -|- 

S)ie SKcribianc auf bcr ftugcl finb auf bcr SJiIbcbene in @etabc bcrwanbelt, 
bic butd^ ben ßoorbinatenurfprung gelten ; bic ^araflelfrcifc in conccntrifd^c Äreifc. 
k ift ber ^albmcffcr beS ftrcifcS in ber Silbebene, weld^er bem Äquator entfprid^t 
(p = 90"), ber Ursprung ip baS JBilb beS 9lorbpoB (p = o); bie poptioc 
X 2l|e repräfentirt ben SReribian o, bie y ^je ben äWeribian 90^*. ©er SBertl^ 

don m bariirt jroifd^en -^ unb ^ 



e'r^ 


1 . 1 


•^« 2j 


alfo 

X k . cos 


q 


sinp 

1 1 r%f^n tr\ 



1 

. X + yi = — 



i(q±il.tg-|-)_i 



^i(q±il.tg-f-)_j.i 

1 . sin p , cos p 

X = k sin q ^r— j ^ , y = k -^—^ —, , m 



1+cosqsinp ' "^ 1 + cosqsinp ' «(l + cosqsinp) 

x^ + y^-^ + 2kx tg q = k^ x^ + y« - -^ y = - k^ 

3)ie SKeribione pnb alfo ftreife mit bem beränberli^en ^attmeifer -; , 

beren 2HitteIpun!te bie ßoorbinaten — k cotg q unb o l^aben. 3)ie ^araDelfreifc 
finb aud^ bur(| ffreife borgefteüt, mit bem f)albmeffer ktgp, il^re SRitteCpunfte 

$aben bie ßoorbinaten o unb ber Ur[prung q = o , p = 90^ entfpridjt 

einem 5ßunft beS Äquators, bie x St je bem Äquator unb bie y 2t je bem 

k k 

SJlcribian o. m tt)e(|felt jmifd^en — unb ^. Sei biefer ißrojcction toirb bie 

^emifpl^äre Don einem ^unft beS Äquators auS gefeiten. 

S)aS abgeplattete SlotationSellipfoib: ^-^^ + -^^=1 

q bebeutet bie Sänge Don einem Ort M' auf ber 6rbe unb p bie SSreite 
bejfelben, b. f), ben SBinfel, weld^en bie SRormale ber gllipfe AM'B in M' mit 
AO bilbet. 



X = 



a cos q COS p a SlTi q COS p 



, 2 «:v^ 2 



Vi — c^sin^p ^ Vi — c'sm'p 

tt(l— c^)sinp .2__«' — ^' 

Vi — c^sin^p 
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— tt'cos q cos p (1 — c^) , — asinqsinp(l— c^) a co s p (1 — c^) 

a — y , t) — y , c — 

(1 — c* sin^ P) 2 (1 — c^ sin^ p) a (1 — c* sin^ p) 2 

— a sin q cos p . , a cos p cos q 

a* = ^ b' = -^ c' = 

(1 — c*sin*p) ^ (1 — c^sin^p)« 

^= ,.'■('-'? ■ F=o G=-'r:p, 



(1 — c^ sin* p)* 1 — c^ sin* p 

Edp + Fdq +VEG — F*.idq = dq + i j. — ^^ 7. ^} ^^ = o 

*^ ' ^ ' ^ ^ * (1 — c* sm* p) cos p 

«i = q ^t = (1 - c*)y^j _ ^, g.^, p^ ^^^ p 

Um bicfeS 3ntcgtal ju pnben, fc|cn toir sin p = x, 

r dp r dx 

J (\ — c* sin* p) cos p J (\ — c^ 



(1 — c* sin* p) cos p y (1 — c^ X*) (1 — x*)* 
/*/ ^^ i ^^ _ 2 ^ 2 dx \ 1 1 

~y \r+^+r^""^^i^^""^ i+cx/2(i— c*) — 2ör^"^) 

, ( 1 + sin p /* 1 — c sin p ^c I 
* ^ 1 — sin p ^T + c sin p ^ 

c 



+ c sin p 

c 



3n bct 33ilbcbcnc nel&nicn wir itöci red^ttDinlligc Stjcn ber x unb y on, 
bann ift 



c 



. + „=,Ut«.i..(«+i)(i=^)!=, 



+ c sin p 

c 



Vi - c- sin- p y^^^^. 



m = 

a cos p 



Stbbilbung öon SRotationSfUd^cn auf bct 6bcnc. 

Statt bct ftugcl in gigur 14 fei eine beliebige JRotation^flöd^e gegeben, beten 
2Retibian AMZ bie ©leid^ung z = F (p) ^at; p ift bet C)albmejiet beS ^ataDel- 
fteifeS öon M. 3lun ifl 
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(' äz\^ 
dp/ 

olfo finb Ve~ -^ + dqi unb Ve~ -^ — dqi bic integrirenbcn göctoren, unb 
fomit 

f (X + yi)=/VE--^ + qi f (X + yi)=/VE"^ - qi 

5tbbilbung öon ffcgclfläd^cn auf ber @6cnc. 

X = p cos q y = p sin q cos r z = p sin q sin v 

S)ie ©pi^c beS Äegel§ ift im Urfprung 0, M fei ein ißunft auf bct ßegcl« 
fläd^c, fo ift OM = p, MOX = q, ^ ift ber SBinIcI, beit bie ^ßroicdion boti 
OM auf ber yz gbcne mit ber y 9lp bilbet. 

dx^ + dy2 + dz^ = dp2 + p*^ A^ dfi' A^ = 1 + sin q^ (^^ 

ba V eine gunftion bIo§ öon f* ift. Sllfo finb 
-- + Aidq unb — — Aidq bie beiben integrirenben gactoren Dorn Duabrat 

be§ SinienelementS be§ SJegelS, unb bal^er wenn man / Vdq^ + sin q^ dv^ = g 

f (x + yi) = Ip + ci f (x — yi) = Ip — t?i 

©e^t man f (x + yi) = 1 (x + yi), fo ift x = p cos $ y = P sin c 
S)iefe fpecielle ^^xvx ber 5Hbbi(bung entfpri^t ber 2I6tt)i(fIung be§ ffegel» 
mantelS. 

Slbbilbung t)on ß^Iinberfläd^en auf ber ®bcne. 

X = P y = F (p) z = q 

S)ie SJlantelfinien finb J)aranel ber z 5lje, alfo ift y eine gfunction blofe 
t)on x unb z öon x unb y unabl^ängig. dx^ + dy^ + dz^ = Edp^ + dq^ 



+(s 



^=' ■ »-dp 

S)ie beiben integrirenben Sfactorcn be§ Sinienelements auf bem ß^Iinber finb 
VE~ dp + idq VE~dp — idq 

» 

©e|t man /VE dp = /Vdx^ + dy^ = ^^ tt)o ^ ben Sogen beS 
©d^nittS Dom ß^Iinbcr mit ber xy 66ene bebeutet, fo ift f (x + yi) = ? + iz 
f (x — yi) = g — iz. 

©e|t man f (x + yO = x + yi, fo ttjirb x = ? y = z, toeld^e^ bie ber 
9lbmi(flung be§ ß^linbermantels entf)3red^enbe 9lbbilbung ift*). 



*) 3" öergtcid^cn: ^oljmüüer, cinißc ^lufgabcn ber barftcKcnben ©comctric unb ber 
^artogra|)]^te (3citi4nfi ^^^ §offmann für motl^eTn. imb naturtoiff. Unterrid^t XIV, 6.) 
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III. Bufa^B. 

§* 1. Umleitung* 

SQBir jiel^cn in einem ^un!t « auf einer gtöd^c bic 5RormaIe unb parallel 
mit bcrfelben burd& bcn 2KitteIpunft einer Äugel, beren ^albmeffer gleid^ 6in§, 
eine ©erabe, meldte bie ilugelfläd^e in A trifft, fo l^aben mir jwei ent» 
fpred^enbe fünfte « unb A, moöon ber eine auf ber beliebig angenommenen 
glöd^e liegt unb ber anbere auf ber ßugel. 2)ur(j^ gortfe^ung biefeS SSerfal^renS 
läfet fid^ ju jeber fiinie ober gfigur auf ber gläd^e eine entfpred^enbe auf ber 
Äugel conftruiren, toeld^e mon als ein Silb babon betraii^ten tonn. SBir brautj^en 
JU biefem S^e^^ blo^ burd^ aDe fünfte ber gegebenen Sinie ober Sigur bie 
Slormalen ber gläd^e ju sieben, unb ^jaraKel mit jeber 5lormaIc einen ßugel» 
]^albmcf[er, beren @nbpun&e fofort bie correft)onbirenbc fp^ötifd^« t^iQVix bilben 
toerben. ®au^ l^at biefe SJletl^obe feinen Unterfud^ungen über bie §Iö(ä^en ju 
©runbe gelegt, unb gelangte fo ju folgenben Stl^eoremen, meldte ganj geeignet 
finb, ben SBert^ berfelben ju jcigen: 

ginem unenblid^ üeinen ßreis (ober S)reiedE) auf ber gfläd^e entfprid^t ein 
ebenfalls unenblid^ Heiner JIreiS ober ein ©reietf auf ber ßugel; ba§ SSerl^öItnife 
be§ 3n]^alt§ beiber ffreife ober S)reiedfe, b. ^. ba§ ilrümmungSmafe , ift gleid^ 

=.— ^- ; R unb R' finb bie |)au})tfrümmung§]^albmef[er ber Sludge in bem ge« 

K . Ja 

gebenen fünfte. (9lrt. X.) 

3nbem l^ierauf ®au^ ba§ ^ßrobuft ^— ,57 auSbrüdEt als eine fjunftion bon 

jmei neuen SSariabelen p unb q, üon tt3eld^en bie geioöl^nlid^en ßoorbinaten ber 
glädöe X, y, z ebenfalls als gfunftionen betrod^tet »erben, fd^Iiefet er meiter, t^a 
baS Clement ds irgenb einer Sinie auf ber gläd^e fid^ aud^ als eine gfunftion 

ber genannten SSariabelen barftellen lä^t , ba^ bie beiben ©rö^en ^ -^^ unb ds 

Ja . Ja 

jugleid^ conftant unb jugleid^ öerönberlid^ finb. S)a nun ds conftant bleibt, wenn 
bie gegebene gläc^e beliebig gebogen toirb, ol^ne 2)e]^nung ober ^ßreffung, fo 

finbet bajfelbe aud^ bei bem ?probu!te ^^ ftatt (9lrt. XII). g§ faßt ^ier 

fogleid^ in bie Sugen, ba^ bei einer gläd^enbiegung aud^ jebe anbere (Öröge, 

ou^er ^— ^, lonftant bleiben mufe, »eld^e als gfunftion jener SSariabelen fid^ 

Ja . K 

barftellen läfet. 

®er britte @a§ enblid^, ber auS ber 3lntt)enbung ber ©aup'f^^n SÄetl^obe 
l^etborging , ' bejie^t fid^ auf bie SBinfelfumme in einem geobätifd^en SDreiedE 
(^ol^gon) auf einer gläd^e; biefelbe mirb burd^ ben Snl^alt beS correfponbirenben 
2)reiecfS auf ber ßugel gemeffen (9lrt. XX). 

S)ie6 finb bie brei »id^tigften ©ä^e ber Disquisitiones circa super- 
ficies curvas, unb »erben genügen, um bie tJrud^tbarfeit beS ©ebantenS 
JU jeigen, »eld^er il^nen ju ©runbe liegt. 2J?an gewinnt auf biefem SBege ein 

»öflen, ©cometrie. 17 
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TOittcI, @igen[c(|aften ber Sinien auf ben fSflöd^en ju cntbecfcn burd^ öctraii^tung 
ber diel einfacheren fp^ärifd^en ©urben, mclt^c gigenfd^aften ol^ne ^ülfc ber 
(enteren moöi fd^toer ju erfcnnen fein mürben. 3nt Solgenben foH eine Slnnien« 
bung beS ©au^'fd^en ^rincips in Diefer SRid^tung gemad^t toerben. 



§« 2* Über einige aUgemeine ^cjiej^uttgeit mi\ßtn beit Sinien auf 
ben |$Iäd|en unb ben corref^onbirenben f|i!^iirifd^en <Entben. 

3unöd^ft mögen einige aKgemeine Delationen angegeben werben, meldte 
jtoifd^en einer beliebigen Sinie ober mehreren auf einer fjldd^e unb ben ent« 
fpred^enben fp^ärifd^en ßurben ftattfinben. SBcnn wir burd^ alle fünfte einer 
folc^en Sinie bie 3flädöen»9lormalen jie^en, unb mit jeber 9lormale einen paratteten 
J?ugel^albmeffer , fo bilben bie ßnbpunfte ber lejteren auf ber Äugel bie ent«« 
ipred^enbe fpj^ärifd^e ßurbe. 

3n biefem @a^ ift bie erfte Erweiterung ber @au$'fd^en SJlet^obe enthalten ; 
berüdEfid^tigt man blog bie 3flöd^en«5Rormalen einer Sinie auf einer fjläd^e, fo 
erhält man burd^ Übertragung auf bie Äugel bie correfponbirenbe fp^ärifd^e Sfiswi^- 
Sterben aber aud^ bie conjugirten 2:angentcn ber Sinie beigejogen, fo entfielt 
burd^ Übertragung auf bie ßugel eine jmeite fpl^ärifi^e gigur, meldte bie ^ßolar« 
figur ber erften ift. S^^if^^n beiben befielt eine merfmttrbige Sejiel^ung, bie in 
IV, §. 5 nad^geroiefen ift : Sie ©umme be§ 3n^alt§ ber einen unb be§ Umf angg 
ber anbern ift = 360. 

5)ie ^olarfigur wirb bon ben ^olen ber in ©a^ 2 genannten größten 
Jlreife auf ber ßugel befd^rieben. 3^r Umfang ift gleid^ ber ©umme ber 
2)re^ungen, welche bie conjugirte Tangente einer (gefd^loffenen) Sinie auf einer 
gläd^e ausführt, wenn fie bon einer beftimmten Sage über aße fünfte ber Sinie 
geöt unb bann mieber in bie 3lnfang§lage jurüdf{el}rt. 

1. ©d^neiben fid^ mehrere Sinien auf einer gläd^e in ßinem 
fünfte, fo werben fid^ aud^ bie i^nen entfpred^enben fpl^ärifd^en 
gurben in @inem fünfte fd^neiben. 3n bem 5)urd^fd^nitt§punfte auf 
tier gläd^e läßt fid^ nur @ine 3flöd^en^5iormale jiel&en (au§gejeid&nete fünfte ber 
Stächen, wie ©pi|en u. f. f., weld^e mehrere Slormalen julaffen, berüdtfid^tigen 
wir nid^t), alfo entfprid^t berfelben nur @in paralleler ffiugel^albmeffer. 

a unb «' feien jwei uuenblid^ na^e fünfte einer Sinie auf ber gläd^e, unb 
A unb A' bie entfprec^enben fünfte ber ffugel, beren 9Kittelpunft ift. S)a 
bie.9tormalen in « unb a' parallel finb ben ^albmeffern OA unb OA', fo fte^en 
bie tangential* (Sbenen ber ^löd^e in « unb «' fenfred^t auf OA unb 0A\ mit= 
Öin ift bie S)urd^fd^nitt§linie biefer 3;angential«6benen , ober bie lonjugirte 
Tangente be§ 6lement§ ««', fenlrec^t auf ber ßbene OAA'. AA' ift eine 
Tangente ber entfpred^enben fpl^örifd^en ßurbe; wir fc^tie^en fomit: 

2. S)ie fonjugirten 3:angenten einer Sinie auf ber t^lääjz 
flehen fenfred^t auf ben Ebenen ber bie fp^ärifd^e 6ur.be in ben 
entfpred^enben fünften berül^renben größten Greife. 

SBenn fid^ jWei Sinien auf ber gflöd^e berühren, fo ^aben fie ein ©lement 
««' gemeinfd^aftlid^, fomit ^aben fie aud^ bie biefem Clement fonjugirte SEangente 
gemein ; alfo fallen bie jwei größten ^eife, weld^ie bie fp^ärifd^en ßutben in ben 
ent|pre(^enben '^Junften A unb A' berühren, jufammen; biefe ßuroen ^oben 
bemnad^ aud^ bo§ ßlement AA' gemein, b. 1^. fie berühren fid^. 
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ginbct 6ci jmci fimien auf bcr Qflöd^c eine Scrü^rung jroeiter Orbnung 
fiatt, jo l^aben fie brei auf etnanber folgenbe fünfte (t, a\ «" ober jroei (Slemcnte 
aa' unb a'a" gemein; fomit ftnb auc^ bie fonjugirten SEangenien bief et Elemente 
beiben ßurDen gemeinfd^aftlid^. S)ie gri5§ten ftreife, meldte bie f})^ärift^en ©utben 
berühren, ge^en burd^ bie entft)red^enben fünfte A, A' unb'A'', alfo ^aben biefe 
6urt)en brei fünfte ober jmei ouf einanber folgenbe (Elemente gemein, unb be« 
rühren fid^ ebenfalls in ber jmeiten Orbnung. 

S)ie gleid^e ©d^Iufemeife läfet ftd^ auf ben gaU auSbe^ncn, menn bie gegebenen 
fiinien auf ber gläd^e eine Serüi^rung britter, dierter Orbnung l^aben. SBir 
folgern l^terauS: 

3. SBenn fid^ jtoei Sinien auf einer gläd^e berühren, fo be = 
rül^ren fi(^ oud^ bie entfpred^enben fp^ärifd^en 6uröen, unb jmar 
ift bie Oöculation in beiben Serül^rungöpunlten oon berfelben 
Orbnung. 

3lu§ 2. folgt unmittelbar: 

4. SDßenn fid^ jmei ober mel^rere Sinien in einem fünfte auf 
einer ^läd^e fd^neiben, fo finb bie SBinlel jmifd^en il^ren fonju^ 
girten 3:angenten in biefem 5ßunfte gleid^ ben SBinfeln jmifd^en 
ben entfpredE)enben fpl^ärijd^en ßuröen in il^rem S)urd^fd^nitt§« 
punite. 

aJlan jiel^e in einem Äegelfd^nilt bier beliebige ^albmeffer a, ß, y, ä; ferner 
bie i^nen fonjugirten ©emibiameter a, b, c, d; bie SBin!eI jttjifd^en jmeien biefer 
fiinien, j. S. jmifd^en « unb ^, bejeid^nen mir mit («Z^), fo finbet, nad^ einem 
befannten ©a|c, bie ®Ieid(|^eit folgenber SoppelDer^öltniffe ftatt: 



sin (öfy) 


sin (ac) 


sin (ßy) 


sin (bc) 


sin {^^) 


sin (ad) 


sin (ßö) 


sin (bd) 


sin («/5) 


sin (ab) 


sin (vß) 


sin (cb) 


sin («^) ~" 


sin (ad) 


sin (yS) 


sin (cd) 


sin (ciß) 


sin (ab) 


sin (Sß) 


sin (db) 


sin («y) 


sin (ac) 


sin (^y) 


sin (de) 



2Sir nehmen nun einen beliebigen ^ßuntt m auf einer Sflöd^e, fonftruiren bie 
3:angential=@6ene , unb in berfelben einen ßegelf d^nitt , beffen 5Kittelpuntt m, 
beffen 3ljen mit ben Sangenten ber Ärümmungölinien in m jufammenfallen 

unb ben ©rößen V^'R unb VR' proportional finb. 2)ie ©leid^ung biefe§ 
Äegelfd^nittS (3)upin nennt i^n bie inbicatrice) ift: 



R ^R' ~ '' 



17 
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Serfelbe ift 6ei gleichartig gefrümmten $(tt(^en eine @fli))fe, bei ungleichartig 
getrümmten eine ^^perbel ; unb l^at bie Sigenfd^aft, bag je jmei feiner lonjugirten 
2)urd^mef[er mit jmei tonjugirten 3:angenten ber gfläi^e im ^untte m jufammen» 
fallen. SBenn alfo a, ß, y, d Sangenten Don 4 fid^ in m fd^neibenben Sinien 
ber ^l&ö)t finb, unb a, b, c, d i^re !onj[ugirten Zangenten, fo finben jmifd^en 
ben Säinfeln (aß), (ay), (ab) . . ^ . bie Relationen 5. ftatt. |)ierin ift bie jtoeite 
unb mefentlic^e ©rtoeiterung ber ©au^'fd^en 5Wet^obe enthalten. 2)ie Sangenten 
beliebiger fic^ in einem ?ßunlt auf . einer fjläd^e fd^neibenben Sinien bilben einen 
ebenen ©tra^Ienbufd(ie(, bie lonjugirten Sangenten einen {toeiten ©tral^Ienbilfd^el. 
Sebem @tra^I be§ erjten Süfd^elS entf))ri(i^t alfo ein beftimmter ©tral^l be§ 
jmeiten; beibe finb aber conjugirte ©urd^mefjer ber Snbicatrij, fomit pnb beibe 
(concentrifd^en) ©tral^Ienbüfd^el projectiDifd^. 2)ie Sangenten ber correfponbirenbcn 
fp^örifd^en Surben bilben einen britten Süfd^el, ber bem jmeiten congruent, alfo 
mit bem crften projectiDifd^ ift. 3)a nun wenige don ben l)roiectibifdien @igen» 
fc^aften ber @ebilbe in ber @bene nid^t aud^ an ben profectiDifd^en ®ebilben auf 
ber ftugel nad^gewiefen »erben lönnen (©teinerS gef. SBerfe I, @. 324), fo gibt 
biefer @aj ba§ SWittel an bie $anb, biefen Slad^toeiS aud^ bei ben fiinien auf 
irgenb einer gfläd^e ju liefern; man barf nur ftatt ©erabe Sinie (a) ober 93e« 
rü^rungSlinie beS ber gläd^e umfd^riebenen 6^Iinber§ unb ftatt ftegelfd^nitt Sinie 
(b) fe|en. ßiner geraben ^unltreil^e entfprid^t eine ^unftrei^e auf einer Sinie 
(a). 3tt)ei fold^e $unltrei]^en finb projectibifil , wenn bie entfpred^enben ebenen 
©tra^ienbüfd^el eS finb, »eld^e man erl^ält, wenn burd^ ben Sßittelpunft ber 
jtugel ^araDelen mit ben bur4 bie einjelnen fünfte ber Steige gel^enben f^fldd^en» 
normolen gejogen werben, gferner finb bie gbenen ber größten Äreife, wcld^e 
biefen Sinien auf ber iJugel entfpred^en, bejie^ungSweife fenfred^t auf ben fonju« 
girten Sangenten a, b, c, d (nad^ 2.), mitl^in finben unfere ©leid&ungen aud^ 
jiatt, wenn ftatt ber SRid^tungen a, b, c, d bie Sangenten A, B, C, D ber ge» 
nannten größten ßreife gefegt werben, weld(|e burc^ ben 5ßunft M auf ber ffugel 
gelten, ber bem fünfte m auf ber Slöd^e entfprid^t. SSejeid^nen wir fomit analog 
bie aOBinlel jwifd^en A unb B mit (AB) u. f. f., fo bcftel^en folgenbe Relationen: 



sin (ay) sin (AG) 



sin (ßy) 


sin (BG) 


sin («^) ~ 


" sin (AD) 


sin (ß^) 


sin (BD) 



u. f. f., 



weld^e biefen ©a^ enthalten: 

7. Svt'fft man burd^ einen 5ßun!t einer gläd^e beliebige 
Sinien, unb fonftruirt auf ber flugel bie entfpred^enben fpl^äri« 
fd^en Surt)en, fo finb bie S)oj)peIberl^äItniffe ber ©inu§ oon je 
bier SBinfeln jWifdJen benSinien auf ber gläd^e gleidE) ben Goppel- 
ber^öltniffen ber @inu§ bon ben bier SBinfeln jWifd^en ben ent« 
fpred^enben fp^örifd^en ßurben. 

a unb a feien jwei unenblid^ nal^e fünfte einer ftrümmungSlinie auf ber 
tSfläd^e, A unb A' bie entfpred^enben ^ßunöe ber Äugel. 3)ie burd^ « unb a 
gc^enben Normalen ber gflöd^e fd^neiben ^iä) unb liegen fomit in @iner ®bene, 
weld^e aud^ bie Sangente ber jtrümmungSlinie , b. b* ba3 Clement aa entl^ölt, 
unb ber @bene AOA' bei ber Äugel parallel ift. Sa jugleic^ bie Sangential» 
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@6cncn bct r^lädjt in ben cntfprcd&enbcn fünften « unb A paxaM finb , fo 
muffen c§ anif bic Elemente ««' unb AA' fein. 

6. 2)ie Sangenten einer ÄrümmungSlinie auf einer gläd^e 
finb parallel ben SCangenten ber entfpred^enben fpl^ärifd^en ßurDe. 

SBenn bic SEangenten öon itoei gemunbenen ßurben in je jmei entfpred^enben 
^punften einanber paxaUtl finb, fo finb aud^ i^re ßontingenjminfel (SBinfel 
Xtt)if(|en 5tDei auf einanber folgcnben glementen) einanber gleid^, il^re O§culation§« 
@6enen (@benen t)on jtt)ei auf einanber folgenben Elementen) finb parallel; 
mitl^in finb aud^ bie O§culation§tt)infel (SBinfel jtoifd^en jmei auf einanber 
folgenben D§cuIationS»@benen) einanber gleid^. SBir fd^Iie^en bemnad^ tt)citer: 

7. S)ie ßontingenjminfel einer ßrümmungslinie auf einer 
gläd^e finb benjenigen ber entfpreij^enben fpl^örifd^en ßuröe 
glei4 Sie D§cuIation§»6benen ber ffrümntungSlinie unb ber 
fpl^ärifd^en ßurde finb einanber parallel. 

S)er |)auptfrümmung§^albnieffer einer ©urüe ift gleid^ bem (Clement berfelben, 
biöibirt burd^ ben 6ontingenjtt)infeI. 3)er SorfionSl^albmeffer ift gleid^ biefem 
(Clement, bidibirt burd^ ben D§cuIation§n)in!et. 

8. S)ie beiben |)auptfrümmungSl&aIbmeffer fotooftl al§ aud^ 
bie 2:orfion§]&aIbm^effer einer ÄrümmungSlinie auf einer Qfläd^e 
unb ber entfpred^enben fpl^ärifd^en ßuröe derl^alten fid^ wie bie 
ßlcmente beiber in entfpred^enben ^JJunften. 

S35ir jie^en bie 5RormaIen ber Slödjie in jtoei fünften « unb «' einer 
Ärümmung§linie ; A unb A' finb bie entfpred^enben fünfte ber fp^ärifd^en 6urDe, 
ift ber aWittelpuntt ber ßugel, R ber 6ine |)auptfrümmung§^albmeffer ber 
glädde, »elc^e ber genannten JJrümmungSlinie entfprid^t, alfo: 

K = 



AOA' AA' 

9. ®er |)auptfrämmung55ölbttieffer berSflöd^e, meld^er einer 
^rümmungSlinie entfprid^t, ifi gleidd bem Elemente berfelben 
bibibirt burd^ ba§ Clement ber entfprec^enben fp^ärifc^en ©uröe. 

aa" fei ein glement ber anberen burc^ « gel^enben if rümmungSlinie , unb 
AA" baS entfpred^enbe ©lement ber fpl^örifd^en ©urbe; fo ift auä), menn R' ber 
anbere ^auptfrümmungS^albmeffer ber gflüd^e ift, in a: 



alfo; 



9?un ift ber 33rud^ red^t§ offenbar t^a^ aSerl^ältnife je eine§ Släd^en»6Iement§ auf 
ber ftugel ju bem entfpred^enben gfläd^en=61ement ber gläd^c, ober nad^ ®au^ 
ba§ Ärümmungömafe (mensura curvaturae). SBir ^aben fomit, aber auf 
anberem SBege, ben ©aufe'fd^en ©a^ . betoiefen : baS ÄrümmungSma^ ift 
_ 1 

""RR' * 

. SBir fönnen in ber ©leid^ung: • 

1 _ AA' . AA" 





R' 




4i 

aa 






AA" 


t 




1 
.R' 




AA'. 


AA" 


R 


aa' 

• 


««" 
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AA' . AA" = const. fc^cn, ober, »aS baflclbc ifi, annel^meh, bafe bic ffugcl 
in gleid^e ßlcmcntc einget^eilt fei, fo iji: 

R . R' = aft' . cca* . const. 

unb burd& Sntcgration: 

TR . R' = const. faa' . aa" + COnst. 

S)er 9lu§bru(l red^ts gibt bic ©omplanation bcr gegebenen ^V6iiitf mithin l^ängt 
biefelbe Don ber Integration CR . R' ah. 

Wix jie^en burd^ a eine weitete JhümmungSlinie auf ber f^Idii^e paroUel 
aa* unb burdd a* eine öierte ÄrümmungSlinie parallel a«', baburd^ entjtel^t ba§ 
unenblic^ fleine ihümmungelinien»93iere(f acc'a"a\ meld^eS red^twinflig iji. S)em* 
felben entf|)rid^t auf ber ifugel ein ebenfalls red^ttoinlligeS SJieredf AA'A'"A". 
2)urd^ Sortfc^ung biefeS SSerfa^ren§ lönnen tt)ir auf ber glödSie ein 9le$ Don 
unenblid^ Ileinen SHed^teden au§ JhümmungSlinien ausbreiten, meld^em auf ber 
Äugel ein 9le^ öon ebenfo öielen Sleii&tecfen entf^jred^en toirb. gerner fönnert 
bir annehmen , ba^ bie ftugelred&tedt e einanber glei(| jtnb , bann folgt au§ ber 
öorigen ©leid^ung, ba^, menn bie fSfläd^e ber S)ifferenjiaI«@Ieid^ung 

R~ R^ "^ ^^°^^* 

entfprid^t, aud^ bie flrümmungSlinienrcd^tecfe auf einanber gleid^ finb, tt)orau§ 
man fogleid^ fd^Kefet, bafe bie gläd^e fid^ auf ber ffugel abbilben läfet. 2Bir 
l^aben alfo nad^ftel^enben ©aj: 

10. SBenn bei einer glöd^e baS JJrümntungSmafe 5 — ^, fon« 

Ja . r\ 

ftant ift für jeben il^rer 5ßunfte, fo löfet fie fid^ ouf einer ßugel 
abbilben. 

©old^er glöd^en gibt e§ unenblid^ Diele, tt3orunter aber bie 6bene nid^t be« 
griffen ift. 3)ie einfad^fte berartige gläd^e entfte^t burd^ ©rel^ung einer fturdc 
um eine 9Ije in il^rer 6bene, »el^e ber ©leid^ung entfprid^t: 

= const. 

n . Q 

n ift ba§ ©tüd ber 9lormaIe jwifd^en ber ßuroe unb ber ©reJ^ungSaje , q bcr 
^rümmungS^albmeffer ber Suroe. 3)ie beiben ^auptfrümmungSl^albmeffer ber 
entftanbenen 2)re!^ung§flöd^e, R unb R', finb glcid^ n unb q, alfo ift aud^ 

ßp^r = const. 

^at man i^ei r^l&Sitn, too -^^^ = const. , fo laff en fie fid^ beibe auf 

einer ftugel, mitl^in laffen fie fid^ aud^ auf einanber abbilben. 

SBir nehmen nun eine jtoeite gläd^c an, beren ^auptfrümmungSl^albmcffer 
mit Rt^ unb R'^ bejeic^net »erben foDen , lonftruiren nac^ bem Obigen ein 3tt^ 
Don SrümmungSlinienred^tedten ßß'ß*"ß", tocld^cm auf ber Äugel ein 9?e^ Don 
unenblid^ fleinen gied&tedfen BB'B'"B" entfprid&t, bie toir aud^ unter fid^ unb 
ben ffled^teden AA'A'"A" glei^ annehmen. SBir ^aben nun bie SRcIation: . 

1 BB' . BB" AA' . AA" 



R/3". R'^ ~ ßß' . ßß" ßß' . 



II 
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9uS btefet @Iet(!§ung unb bet ftül^eren 

1 _ AA' . AA" 

folgt: 

««' . aa" : ßß' . ßß" = R . R' : R/?R'^. 
f)icrtn ift folgcnbcr ©a| cntl^altett: 

11. SBenn jiDei beliebige gläd^en fo Quf einanbet bejogen 
roerben, bafe in je jmei forrefponbirenben fünften bie g^läd^en» 
9lormalen parallel finb, fo berl^alten fid& in biefen fünften bie 
fjlöd^cn»ßlemente mie bie ^robuüe ber ^auptfrümmungSI&atb» 
meffer. 

3n bem fpejieHen gaß, wenn beibe fSftöd^cn ber 23ebingung genügen, bafe 
für je jtDei forrefponbirenbe 5ßunfte berfelben 

J _ 1 

R . R' ~' Rß ~R'ß 

fein ; jebem gieti&tecf e be§ 9le§e§ auf ber erften gläd^e entfpricä^t ein gleid^ großem 
SRed^ted be§ Siemes auf ber jtoeiten glädbe; fomit läfet fici^ bie eine auf ber 
anbern abbilben; l^iermit wäre ber jtoeite ©a§ Don ©aufe beroiefen: 

SSßenn bei jroei gläd^en ba§ ßrümmungSmoB ,5 — ^ in je jtoei 

correfponbirenben fünften gleid^ ift, folaffen fie fid^ aufeinanber 
abbilben. 

a unb a finb jwei unenblic^ na^e ^unlte auf einer gläd^e, a unb a' finb 
bie correfponbirenben fünfte auf einer anberen gtäd^e (nid&t auf einer ffugel); 
bie Slormalen ber gläd^en in « unb a finb einanber parallel, wie aud^ biejenigen 
in cc' unb a'. ®ie beiben ßbenen, wel(|e bie erfte gläd^e in a unb «' berühren, 
finb al)o aud^ ben 2:angentiat@benen ber jweiten ^lää)t in a unb a' parallel, 
mithin ift aud^ ber S)urd^fd^nitt be§ erften ^aareS bon @benen, ober bie conju« 
girte Sangente be§ glementS aa , paraflel bem S)urd^fd^nitt ber beiben anberen 
2:angential»@benen , ober ber conjugirten 2:angente beS @lement§ aa'. ipierauS 
folgt ber allgemeine @a|: 

12. SSßenn jwei fiinien auf jwei beliebigen gfläd^en in einer 
fold^en S3ejie]&ung ju einanber fte^en, bafe bie 3fläd^en»9lormalen 
in je jwei entfpred^enben fünften b eiber Sinien einanber parallel 
finb, fo finb in biefen fünften aud^ bie conjugirten Tangenten 
ber Sinien unter fid^ parallel. 

SBir bejeid^nen baS Clement aa mit da unb aa' mit ds; ber SBinfel, 
weld^en bie Slormalen ber erften glöd^e in a unb a mit einanber bilben, ift 
glei(^ ö>, fo ift berjenige jwifd^en ben Siormalen ber jweiten gläd^e in a unb a' 
audd gleidd w; (^ ift ber SBinlel jwifd^en ben . fonjugirten Stangenten in a; f ber 
2Bin!el jwifd^en ben fonjugirten Sangenten in a ; e unb r finb bie ff rümmungS« 
^albmeffer ber 9lormal|c^nitte ber gtäd^en, weld^e burd^ bie ßlemente aa unb aa' 
ge^en; S unb d finb bie ^olbijianjen biefer glemcnte (wenn man bie ©erabe 
jie^t, weld^e auf ben gläd^en^Slormalen öon a unb aa iugleid^ fenfred^t ftel^t, fo 



264_ 

ift bct ^mü, tDo fie bie erftc Sfläd^en-Wormalc trifft, bcr !ßoI be« gfemcnts ««' 
unb bic gntfernung be§ ^oI§ bis jum ^un!t a bic ^polbijlanj Don aa). 2Bir 
^oben nun folgcnbc ©leid^ungen: 

d<7 . , ds . 

Q = -. . COtg w r = -__ , cotg CO ; 

sm qf) ® ' sin f ® ' 

^ = d<7 . sin q) • cotg w, d = ds . sin f . cotg <« ; 

d(T"* : ds^ = e<J : rd. 

13. Sei bcn in 12. gcnonntcn Sinien berl^altcn fic^ bicOuab» 
rate jmeier entf))rec^enben (Elemente mie bie ^robufte au§ ben 
^olbiftan^en biefer Elemente unb ber JlrUmmungS^albmeffer 
Don ben burd^ fie gel^enben 9lormaIfd^nitten ber glätte, ©pejictte 
gälle biefe§ allgemeinen @a|e§ pnb folgenbe: 

?l>ie Sine biefer Sinien ift eine ÄrümmungSünie ber gffäd^e , fo ift r = d 
= Rß z= bem berfelben entfpred^enben §auptfrümmung§^albmejfer ber fjflöci^c, 
alfo : 

®ie (Sine ber Sinien liegt auf einer ftugel , beren ^albmef[er = 1 , f o iji 
r = d = 1, alfo: 

14. SBenn man nad^ ber ©auß'fd&en TOet^obe ju einer be* 
Uebigenfiinie auf einer glätte bie entfpred^enbe fp^ärifd^eGutDc 
fonftruirt, fo ift ba§ SSer^ältnife ber (Stemente beiber Sinien in 
entfpred^enben ^unlten gleid^ ber SBurjel aus bem ^robuft bcr 
^olbiftanj beS Clements ber erften Sinie unb beS ffrümmungs» 
l^albmefferS üon bem burd^ biefeS @Iement ge^enben 5RormaU 
fd^nitte ber fjläd^e. 

SBenn bie erftere ber genannten Sinien eine ÄrümmungSlinie , bie anbete 
eine fpl^ärifd^e ßuröe ift, fo folgt aus unferer Proportion: 

d(j : ds = R : 1, 



welches ber ©aj 9. ift. 



ds 



§. 3. ^ie Sinien beS Sl)ftemS (a). 

SBenn toir bie ©genfd^aften ber Sinien auf ben. gläd^en burc^ Setrad^tunc^ 
ber correfponbirenben fp^örifd^en ßuröen unterfud^en, fo beginnen tt)ir am beften 
mit f old^en Sinien, meldten bie einf ad^ften fp^ärifd^en ffuröen, alfo größte Äreife, 
entfpred^en. SBirb nämlid^ einer glftd^e ein g^linber umbefc^rieben , fo finb bie 
9lormaIen ber gfläi^c, meldte burd& bie cinjelnen fünfte ber Serül^rungSlinie 
gejogen werben, ßiner 6bene parallel, alfo liegen bie paraßel gejogenen ftuget» 
^albmef[er aud^ in einer gbene, unb treffen bie ffugel in einem größten Stetig. 
©old^c Sinien auf ben glöd^en nun, »el^en ein größter ffreis 
entfpri(^t, nennen wir Sinien beS ©^ftemS (a), ober f urj Sinien 
(a). ©ie l^aben folgenbe ©igeufd^often : 
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15. S)ic SEangcntiaI»®bcncn ber Sinicn bcS ©^ftemS (a) bilben 
einen ©^linber, beffen ßrjeugenbe auf ber ßbene be§ größten 
ÄteifeS fenlred^t fte^en. 

3iebe 2:angente einer Sinie (a) unb bie burd^ ben Serü§rung§pun!t ge^enbe 
gtjeugenbe beS ß^ßnberS finb conjugirte Tangenten ber gflöd^e. 

16. S)ie conjugirten Sangenten ber fiinien beS ©pftemS (a) 
finb unter einanber parallel unb fentred^t auf ber 6bene beS ber 
2inie entfpred^enben größten ÄreifeS ber Äugel. 

2)a alle 3fIäd^en»9lormaIen, »elc^e burd^ bie einjelnen ?ßunfte einer Sinie (a) 
ge^en, @iner Sbene parallel finb, fo fielen aud^ bie ©eraben, mefd^e jmei auf 
einanber folgenbe Slormalen fenlred^t treffen, unb mithin bie fürjefte Entfernung 
bicfer Slormalen angeben, auf jener Ebene fenfred^t, unb finb folglid^ unter 
einanber paralleL 

17. S)ie (Seraben, toeld^e bie lürjefte Entfernung jwifd^en je 
jtoei auf einanber folgenben fSfläd^en-Slormalen einer Sinie beS 
©^ftemS (a) angeben, finb unter einanber parallel, unb fiel^en, 
mie bie Erjeugenben be§ E^Iinber^, ber bie fjfläd^e in ber Sinie 
(a) berührt, auf ber Ebene be§ entfpred^enben größten ffreifeS 
fenfred^t. 

18. 3^^^* "^ön burd^ einen ^un!t einer gläd^e bier beliebige 
Sinien (a) unb conftruirt bie entfpred^enben größten greife auf 
ber ffugel, fo finb bie ©oppelberl^öltniffe ber ©inuS öon je öier 
SBinleln, toeld^e bie Sinien (a) in i^rem gemeinfamen ©d^nitt- 
punft mit einanber bilben, gleid^ ben ©oppelberl&ältnif fen ber 
©inuS ber entfpred^enben öier SBinlel, meldte bie größten Greife 
in i^rem ©d^nittpunft mit einanber mad^en. 

19. SBerben burd^ einen ^unlt auf einer fSfläd^e bier Sinien 
(a): «, ß, 7, ä gejogen, fo bafe bie ©leid^ung ftattfinbet: 

sin («y) sin (a^) 

sin (/^y) ~ sin {ßS) ' 

fo bilben biefelben einen j&armonifd^en ©tra^Ienbüfd^el. S)ie 
entfpred^enben größten Äreife bilben ebenfalls einen |armoni« 
fc^en ©tra^Ienbüfd^el, meil 

sinjAC) _ sin (AD) 
sin (BG) ~ sin'CBD) 

ift. 

3tuf einer ffugel, beren SOlittcIpunft ift, Hegt ein ^ßunft M, burc^ toeld^en 
bier größte Jfreife ge^en, bie bon einem fünften größten Äreife in ben fünften 
A', B', C, D' gefd&nitten werben. SBir bejeid^nen, toie bor^in, bie bier erften 
Jlreife mit A, B, G, D unb bie SBinfel, mel^e fie unter einanber bilben, mit 
(AB) u. f. f., fo ift nad^ einem ©aje ber fp^ärifc^cn SErigonometrie : 

sinJAC)^ sinA'G^ 

s in (BG) _ sin B'G^ 

sin (AD) ~ sinA'D' 
sin (BD) siiTB'D' 
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AC. B'C u. l f. finb bic »öqcn jmifd&en ben ©ctinittpunften A' unb G\ B' 
unb C u. f. f. 6^ ift oud^ sinA'C = sinA'OC, sinBC = sinB'OC 

9luf einer gläd&e jiel^e mon burc^ einen ^unf t m Dier beliebige Sinien (a) : 
«, /?r Yf 9} toeld^e üon einet fünften fiinie (a) in ben fünften a, ß\ y, ö' ge« 
fd^nitten toerben. ®ie 9lormaIen ber glä^e, Deren gufepunfte a, f, y\ d' finb, 
bejeiii^nen ti)ir gleid^falld mit a\ ß', y, s' unb bie SBintel ^mifd^en je }tt)ei foI($en 
9?ormaIen mit («'^0/ ("'^0 ^' l f-r \^ iP offenbar: 

(a'ß') = A'O'B', «V — A'O'C u. f. f. 

inbem A', B', C, D' bie entfprec^enben Dier fünfte auf ber ftugel fmb. iSJir 
l^aben alfo mit Xädfid^t auf bie Dorige ©(eid^ung biefe Slelation: 

sin (ay) sin (ay) 

sin (ßf) _ sin Iß'V'j 



sin (a^) sin {^'^') ' 

sin"('^5) s\njß^^') 

rodd^t folgenben @a| enil^ftlt: 

20. SBenn Dier Don einem ^unft ouSge^enbe Sinien (a) auf 
einer fjfläd^e Don einer fünften in Dier fünften getroffen »erben, 
fo ift baS SJoppelDerl^ältnife ber ©inu§ Don Dier SBinfeln jene§ 
©traJ&Ienbüfd^elS gleid^ bem ©oppelDerbältnife ber ©inuS ber 
Dier 2Bin!eI Don je jtoei fold^en 8fIäd^en = SiormaIen, bie burd^ bie 
auf biefen ©tra^Ien liegenben ©d^nittpunlte ge^en. 

21. Sluf einer glöd^e finb jmei Sinien (a); auf ber erfien 
liegen bie ^ßunlte a, ß', y, d'; auf ber jttjeiten «', ßl' y\ ö"; bie 
SBinfel gwifd^en ben SIä(^en«9lormaIen a unb ß', «' unb / u. f. f. 
»erben wie Dorbin bejeid^net burd^ ("'1^0/ (^'^'0 "• f- f«; toenn bic 
©oppefDerl^ältniffe 

sinj«'y') si n (g' /Q 

sin (P V) _ sin {ß'Y) 

~sin(W') "" sin(a;'Ä") 

sin'^'^'^') sin (^''^'O 

einanber gleid^ finb, fo fd^neiben fid^ bie burd^ bie 5ßunfte a' unb 
a', ß* unb ß*\ y unb y", ö' uub d" beftimmteu Dier Sinien (a) in 
@inem fünfte. 

SSier l^armonifd^e fünfte auf einer Sinie (a) finb fold^e, bei tteld^en 

sin («Vi _ sin («V) 
sin {ßW) ~ sin"(?'ÄO 
ift. 

22. 3ebe Sinie be§ @t)ftem§ (a) auf einer glöd^e toirb Don 
einem l^armonifd^en ©tral^Ienbüfd^el au§ Sinien (a) in öicr 
l^armonifd^en fünften gefd^nitten. ©inb auf jeter Don jtoei 
Sinien (a) Dier l^armonifd^e fünfte gegeben, unb man Derbinbet 
je jmei entft)red^enbe biefer fünfte burd^ Sinien (a), fo conber» 
giren biefe in ginem fünfte. 

23. 2Benn auf einer "^Vti^t jwei ^armonifd^e ©trablenbüfd^el 
mit Derfd^iebenen ßentren gegeben finb, toot)on jtt)ei entfprec^enbe 
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©tra^Ien in bcr aScrbinbungSlintc i^rcr ßcnttcit beteinigl finb, 
fo Hegen bie ®ur(i^fc^nitt§j)unlte ber brei anbeten ^ßaate don 
entfpred^enben ©tral^Ien ouf einer Sinie (a). 

Durd^ itöei ^ßuntte « unb ß einer t^löiäjt jie^en toir eine Sinie (a) unb bie 
Slormalen bcr t^lää^t. S)cr SBinfel jtt)if^en biefen 9lormaIen l^ci^t ber ber Sinie 
«/5 cntfpred^enbe 5ßormQlen«SBinIeI. 

§« 4* 2)teteife unb XvanSt^tv^ahn, ge&Ubet tiott Stnien be§ 

@^ftemjS (a). 

9luf einer ^lüä^t ift ein ©reied ^ßy an§ Sinien be§ ©^ftemS (a) gegeben. 
3Jlan jiel^e t)rei fi^ in ©inem ^ßunft fd^neibenbe SEranSberfalen ««, ß|3', yy\ fo 
entfprid^t biefer Sfigur auf ber Äugel ein fp^örifd^eS 3)reiecf ABC mit brei fid^ 
in ßinem fünfte fd^neibenben 3;ran§berfalen (nad^ 4.) AA', BB', CG'; ba nun 

sin AG' . sin BA' . sin GB' = sin G'B . sin A'G . sin B'A, 

fo ift aud^, »enn wir bie Segeid^nung ber SBinfel jn)i[d(|en ben f5fIä(i^en=5RomtaIen 
in a unb a\ ß unb ß' u. f. f. nad^ 21. beibel^olten : 

sin UY . sin ßa . sin yß* = sin y'ß . sin «V . sin ß'a. 

24. Sluf einer Släd^e iji ein 3)reiedE mit brei fid^ in @inem 
^unft fd^neibenben SranSberfalen, fämmtlid^ Sinien be§ ©^ftemS 
(a) gegeben. @S entftel^en baburd^ auf jeber ©eite jttjei 9lbfd^nitte, 
imSanjen fed^S, woüon brei nic^t aneinanber liegenbe getrennte 
J^eifeen. ®a§ ^robuct ber ©inu§ bon brei 9lormaIen = 2öinfeIn, 
»eld^e getrennten 5lbfd^nitten entfpred^en, ift gleid^ bem ^ßrobuct 
ber ©inu§ ber brei übrigen 5lormaIen»SBin!eI. 

S)ie folgenben ©ä^e finb einfädle Übertragungen Don belannten J^eoremen 
ber fpl^örifd^en Trigonometrie: 

25. Stimmt man auf ben ©eiten eine§ 2)reied§, bon Sinien 
be§ ©^ftemS (a) gebilbet, brei fünfte an, fo ba^ ba§ ^robuct 
ber ©inu§ bon brei getrennten ©eiten»2lbfd^nitten entfpred^en« 
ben 9?ormaIen»SSßinfeIn gleid^ bem ^robucte ber ©inu§ bon ben 
brei übrigen 9lormalen»ffiJinfeIn ift, toeld^e ben brei anberen ge» 
trennten ©eiten-Slbfd^nitten gegenüberliegen, fo fd^neiben fid6 
bie bon ben 6dfen be§ ®reiedf§ nad^ biefen. fünften gejogenen 
SranSberfalen be§ ©^ftem§ (a) in ßinem fünfte. (Gonverse bon 24.) 

26. 3i^^t won eine Sinie (a), toeld^e bie ©eiten eines 2)rei« 
ed§ ober beren Verlängerungen auf einer gläd^e fd^neibet, fo 
bilben bie brei ©d^nittpunfte auf ben ©eiten im (Sanjen fed^§ 
2lbfd^nitte. 2)a§^robuct ber©inu§ oon brei, getrennten ©eiten» 
abfd^nitten entfpred^enben !RormaIen = SQßinIeIn ift gleid^ bem ^ro« 
buct ber ©inuS öon ben brei anberen 5RormaIcn«aBinfeIn. 

27. SBerben auf einer ©eite eines 2)reiedES au§ Sinien be§ 
©^ftemS (a) unb ben 35erlöngerungen ber beiben anberen, ober 
auf ben 35erlängcrungen aller brei ©eiten fünfte angenommen, 
fo ba| ba§ ^robuct ber ©inuS bon brei, getrennten ©eiten« 
9lbfd^nitten entjpred^enben, 9lormaIen = aBin!eIn gleid^ ift bem 
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5ßrobuctc bcr ©inuS Don bcn brci anbeten SlormoIen-SBinfeln, 
fo Hegen biefe brei fünfte auf @iner Sinie beS ©^ftemS (a). 
Converse bon 26.) 

28. 3Benn man brei \iä) in 6inem ^unlt fd^neibenbe SranS» 
öerfalen eines S)reiecf§ bonSinien beS©^ftemS (a) jiel^t, unb bic 
gfuBpunIte öon jtoeien biefet SEranSüerfalen Derbinbet burd^ 
eine Sinie (a), fo »irb biefe hnxäf bie brüte SEranSberfale unb bic 
britte SreiecfSfeite l^armonifd^ getl^eilt. 

2)ie beiben SranSDerfalen eirieS 2)reiecl!§ öon Sinien (a), weld^e burd^ eine 
@(fe ge^en unb ben inneren fomol^I al§ ben äußeren S)reied§minfel ^albiren, 
bilben einen rechten 3BinfeI mit einanber, alfo finb fie in SSerbinbung mit ben 
Don ber gleid^en @cfe auSge^enben ©reiecfsfeiten ein l^armonifd&er ©tral^Ienbüfd^el, 
fomit beftimmen fie aud^ auf ber ©egenfeite öier l&armonifc^e fünfte. 

29. SQBenn man bie gfu^punfte bon brei fid^ in (Sinem fünfte 
fd^neibenbenSranSberfalen eines S)reierf§au§ Sinien be§ ©Aftern § 
(a) Derbinbet, fo liegen bie SJurc^fc^nittSpunfte ber Serbin« 
bungSlinien mit ben ©egenfeiten beS S)reietfS wieber auf einer 
Sinie be§ ©^ftemS (a). 

30. 3n einem DoIIftänbigen SSieredE auS Sinien beS @^ftem§ 

(a) auf einer glöd^e fd^neiben fid^ bie diagonalen gegcnfeitig 
l^armonifd^. 

§. 5« ^te Stnteit beS ^^ftemS (b). 

2luf einer gläd^e liegt eine Sinie, burd^ bcren fünfte mx bie Slormalert 
ber fSflöd^e jiel^en; parallel mit bcnfelben bur(| ben 3WitteIpunft ber Äugel ge^en 
bie ^albmeffer. 2Bcnn festere in @iner @bene liegen unb bie ßugel alfo in 
einem größten ßreife treffen, fo ift bie gegebene Sinie auf ber gläd^e eine fold&e, 
bie wir Sinie bcS ©^ftemS (a) genannt l^aben. Silben bie ^albmeffer aber 
einen Äegel jweiten ©rabcS unb treffen fomit bie ftugel in einem fp^ärifd^en 
^egelfd^nitt , fo nennen wir bie Sinien auf ber ^i&äjt Sinien beS ©^ftemS (b) 
ober futj Sinien (b). 

3eber fpl&ärifd^e Äegelfd^nitt l^at jwei Srennpunfte unb jeber Äegel jweiten 
©rabeS jwei SofatSinien. SDie ©umme ber SQBintel, toüäjt eine ßrjeugenbe mit 
ben gotal'Sinien bilbet, ift eonftant. ^ierauS fd^licfet man: 

31. 3ebe Sinie beS ©^ftemS (b) auf einer gfläd^e f)dt jwei 
Srennpunfte; bie ©umme ber SOBinlel, weld^e eine SIäd^en«9lor» 
male eineS ^unfts ber Sinie mit ben gIäd^en«9lormaIen ber 
beiben Srennpunfte bilbet, ift eonftant. 

2)ie beiben ßbenen, weld^e burd^ eine ©rjeugenbe beS JlegelS unb bie ^otaU 
Sinien gelten, bilben mit ber burd^ biefe (Srjeugenbe gel^enben 3:angentiat@6ene 
gleid^e Sßinfel. SBir nel^men nun auf ber Sinie be§ '©t)ftem§ (b) ben ^unft « 
an, beffen gläd^en»5lormaIe parallel feiner ©rjeugenben ift, fo ift bie ber Sinie 

(b) in a conjugirte 3;angente fenfred^t auf ber genannten SEangential^ßbcne. 
Sieben wir ferner jwei Sinien (a) Don a nad^ ben Srennpunöcn , fo finb bie 
conjugirten Tangenten bicfer Sinien im ^unft « fenfred^t auf ben beiben, burd^ 
bie grjeugenbe be§ ftegefö unb bie gfoIal'Sinien gel^enben gbenen; mitl^in bilben 
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bicfe cottiugirten Sangcntcn mit bcr conjugirten Sangcntc ber Sinic (b) in « 
flleid^c SBinlel. 

32. 3Wan ixtfft bon einem 5ßunft einer Sinie be§©^ftem§ (b) 
naäf ben Stennpunlten jtoei fiinien beS @^ftem§ (a), fo bilben 
bie conjugirten Stangenten ber le^teren in bem genannten ^unft 
mit ber conjugirten SEangente ber Sinie (b) gleicj^e SBinlel. 

3n bem fpcjieHen galle, tt)o bie Sinie (b) eine fträmmung§Iinie ber §fläd(ie 
iji, erl&ölt man mit $ülfe beS ©a^e§ Don S)upin, tt)orna(| bie conjugirten 
iangcnten in einem ^unft einer glätte juglei(^ bie conjugirten Sangenten eine§ 
flegeifcftnitts (ber indicatrice) finb, foIgenbeS ©oroHar: 

33. SBenn eine fiinie be§ ©pftemS (b) jugleit^ ffirümmungg« 
linie ber gläd^e ift, fo bilbet fie mit ben öon einem i^rer fünfte 
nad^ ben 33renn})un!ten gezogenen Sinien (a) gleid^e SBinfel. 

SQßenn auf einer Äugef jtoei fefte fünfte gegeben finb, unb um biefelben 
jtoei Sögen größter Äreife fid^ fo breiten, bafe fie fid^ red^ttoinflig fd^neiben, fo 
befd^reibt il^r S)urd^fd^nittSl)unIt einen fpl^ärif(|en ftegelfd^nitt ; ^ierauS folgt: 

34. SBenn auf einer fjläd^e jtoei fefte fünfte liegen, unb um 
biefelben ittjci Sinien beS ©^ftemS (a) fid^ fo bre^en, bafe il^re 
conjugirten Sangenten im ©urd^fd&nittspunlte red^ttt)in!lig }u 
einanber finb, fo befd^reibt biefer ®urd^fd^nitt§))un!t eine Sinie 
beS ©^ftemS (b). 

3ebem größten Äreife auf einer Äugel entfprid^t ein ^ol; ber nad^ bem 
^ol gel^enbe Äugel^albmeffer ift fenfred^t auf ber gbene be§ größten Jlteife§. 
@benfo entft)ric^t jeber Sinie be§ ©9ftem§ (a) auf einer gläd^e ein ^ol; bie 
5RormaIe bcr Sfläd^e, toelt^e burd^ ben $oI ge^t, ift paxaUd mit ben conjugirten 
Stangenten ber genannten Sinie (a). 

S3ett)egt fi(| ein größter ÄreiS fo, bafe er einen ft)]&ärifd^cn ftegelfd^nitt um« 
pnt, fo befd^reibt fein ^ol auf ber ßugel ebenfalls einen fp]^ärif(^en ftugelfd^nitt. 

SBJenn auf einer ffugel jtoei fefte Sögen größter ftreife gegeben pnb, unb 
man läßt auf i^nen bie gnbpunfte eine§ größten i?reifeS gleid^ einem Duabranten 
fid^ bemegen, fo mirb biefer einen fpl^ftrif^en ßegelfd^nitt um|üDen, unb fein ^ol 
alfo aud^ einen fpl^ärifd^en Äegelfd^nitt befd^reiben. §iernad§ fd^üeßen mir: 

35. Sluf einer glätte liegen jmei Sinien beS ©^ftemS (a). 
3Ran nel^mc auf jeber einen ^unlt an, fo baß bie t5fIäd&en»5Ror« 
malen in beiben fünften )u einanber recj^tminflig finb, fo mirb 
ber 5BoI ber burd^ biefe (betoeglid^en) fünfte beftimmten Sinie 
beS ©^ftem§ (a) eine Sinie be§ ©^ftemS (b) befd^reiben. 

2luf einer Äugel finb jmei fünfte unb 0' ; burdji gelten größte Äreife 
A, B, C, D . . . . ; unb burd^ O' ge^en bie greife A', B', C, D' . . . . Smifd^en 
biefen beiben fpl^ärifd^en ©iral^Ienbüfc^eln finbet bie Sejiel^ung ftatt, baß tia^ 
S)op|)elDertiäItniß ber ©inuS Don je Dier SBinfeln be§ ginen Süfd^elS gleid^ ift 
bem SoppelDerl^öltniß ber ©inuS Don ben entfpred^enben Dier SBinleln beS anberen 
Süfd^elS, dfo j. S. : 

sin (AC) sin (A^CQ 

sin (B "C)" _ sin(B'GO 

sin (AD) ~ sin (A^DQ * 

sin (BD) sin (BD') 
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Sßcnn nun in bem größten ff reife 00' i»ei entfpred^enbe ©trollen ber= 
einigt finb, toie A unb A', ober B unb B' u. f. f., fo liegen bie ©utii^fd^nittc 
Don ie gmei anbeten entfpred^enben ©tral^Ien beiber Süfd&el, j. 83. don C unb 
C, D unb D' u. f. f. , auf @inem größten ffrei[e. ©inb aber in bem größten 
ff reife 00' nid^t jwei entfpred^enbe ©tra^Ien bereinigt, j. 8. A unb B'; fo 
liegen bie ®ur(j^fdönitte Don je jtoei entfpred^enben ©trauten A unb A', B unb 

B', auf einem fpl&ärifd^en ffegelfd^nitt. Siefer ©a^ läßt fid^ bireft auf bie 

Sinien ber ©^fteme (a) unb (b) übertragen: 

36. 9luf einer gläcj^e liegen jmei fünfte, Don benen @tra]^ = 
lenbüfd^el au§ Sinien (a) ausgeben, meldte in ber 93e5ie^ung ju 
einanber fte^en, bafe ba§ ©oppelDer^ältni^ ber ©inu§ Don je 
Dier SBinfeln be§ 6inen Säüfd^elS gleid^ bem ©oppelDerl^ältnife 
ber ©inu§ Don ben Dier SQSinfeln ber entfpred^enben ©tral^Ien be§ 
anberen 33üfd&el§ ift. ©inb in ber SSerbinbungSlinie beiber 
fünfte jtoei entfpred^enbe Strahlen Dereinigt, fo liegen bie 
©d^nittpunfte Don je jmei anberen entfpred^enben ©tral^Ien auf 
einer Sinie (a). ©inb aber in biefer SerbinbungSlinie nid^t jmet 
entfpred^enbe ©tral^Ien Dereinigt, fo liegen bie ©c^nittpunfte 
Don je jmei entfpred^enben ©tral^Ien auf einer Sinie (b). 

^ier fc^lic^t ftd^ nun unmittelbar folgenber ©aj an, beffen SeweiS au§ bem 
^auptfa^ 36. ebenfo abgeleitet wirb, wie ber entfpred^cnbe ©a^ ber ffegelfd^nittc 
au§ ben ©igenfd^aften ber projectiDifd^en unb l^armonifd^en ©tral^Ienbüf d^et : 

37. ©egeben ift ein ^unft ft auf einer gläd^e unb eine Sinie 
(b); man jie^e Don fi an^ jroei Sinien be§ ©5flem§ (a), meldte bie 
Sinie (b) tangiren, Derbinbe bie 33erü§rung§punlte burd^ eine 
Sinie (a); fo wirb jebe burd^ (fi) gejogene Sinie (a) burd^ biefe 
aSerbinbungSünie unb bie Sinie (b) l^armonifd^ getl^eilt. ^it\)i 
man in ben ©d^nittpunften mit ber Sinie (b) an le^tere jmei ian^ 
girenbe Sinien (a), fo fd^neiben fid^ biefe auf ber genannten SSer« 
binbungSlinie. 

SBir fönnten nun nod^ eine 9Jlenge Don ©ä^en ber neueren ©eometrie an^ 
führen, bie fid& auf bie Sinien ber ©tifteme (a) unb (b) übertragen laffcn, be= 
gnügen un§ aber mit ben bischerigen. 

Unter ben Sinien (b) gibt e§ eine befonbere ©attung, toeld^e nur @inen 
93rennpunft baben. Senfeiben entfprid^t auf ber ffugel ein 9lebentrei§. ©ie 
l^aben folgenbe gigenfd^aften : 

38. ©iejenigen Sinien (b), meldten ein 9iebenfrci§ auf ber 
ffugel entfprid^t, ^aben einen SSrennpunft. Sebe 5lormaIe ber 
gläd^e, welche burd^ einen ^unft ber Sinie gel^t, bilbet mit ber 
5Iöd^en»9lormaIe be§ Srennpunltö benfelben SBinfel. 3i^Öt man 
Dom SSrennpunft avi§> eine Sinie be§ ©ijftemS (a) nad^ ber Sinie 
(b), fo ftel)en im S)urd^fd^nitt§punfte bie conjugirten Stangenten 
beiber Sinien auf einanber fenfred^t. 

S)ie Sinien (a) gel&ören ebenfalls ju ber genannten fpeciellen ©ottung Don 
Sinien (b), aud^ fie l^aben einen S3rennpun!t, weld^em wir aber ben befonberen 
Flamen ^ol gegeben l^aben; unb bie ©ö^e über bie Sinien (b) unb i^re ©traft« 
lenbüfd^el laffen fid^ mit geringen SKobififationen auf bie Sinien (a) au§be^nen. 
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§« 6« Slittoenbuttg auf bte ^laitttn jtoetten @riibe§« 

®ic Sinicn (a) ftnb bei bcn ccnttifd^cn gffötä^en ätoeitcn ©rabcS SJiamctral» 
fc^inittc, bei bcn ^araboloiben [inb fie ebenfalls ebene Äuröen, beten Ebenen ber 
9lje ber 3flä(i^e parallel finb. ®ie ©ö^e ber §§. 3. unb 4. fönnen bireft auf 
bte glöd^en jmeiten @rabe§ übertragen werben, menn man ftatt Sinien (a) 
Siametralfd^nitte, ober fold^e ©dfinitte, beren Sbenen ber 9lje t)arallel pnb, fe§t. 

3u ben Sinien (b) geboren bei ben ^l&ä^tn jtociten ®rabe§ bie ßrümmung§= 
linien; il&re arennj)unfte finb bie ffreispunfte ber glücke. 2)er S9eti)ei§ bafür 
liegt in bem ©aje (©. 130): SBenn man burd^ ben 5KitteIpunft einer glöd^e 
jmeiten ®rabe§ Sinien parallel mit fold^en 9?ormaIen ber gfdd^e jie^t, beren 
gugpunite eine ffrümmung§Iinie bilben, fo finb bie[e parallelen bie gcjcugenben 
eine» ffegel§ Dorn jweiten ©rabe, beffen ??ota(«Stnien paradel ben 5lorma(en ber 
ffrcispuntte finb. 3eber ilrümmungSlinic entfprid^t fomit ein ffegel; ben JJrüm« 
mung§Iinien beiber ©^fteme entfpre^en jtüei ©^fteme l^omofofaler ftegel, meldte 
fic^ gegenfeitig fenlred^t burd^freujen. 

39. 3Jlan jie^e auf einer ?JIäd&e jtüeiten ®rabe§ ein SJreietf 
Don Siamettalfd^nitten unb ne^me auf jeber ©eite be§ S)reiedE§ 
ober beffen Verlängerung einen ^unft an, fo ba§ biefe brei 
fünfte entmeber auf @inem ©iametralfd^nitt liegen, ober ba^ bie 
Don i^nen nadb ben ©egenerfen gejogenen S)iametralfd^nitte fid^ 
in ginem fünfte fd^neiben, bann ift \ia^ ^robuct ber ©inu§ Don 
brei fold^en 5lormaIen'2öinfeln, meldte brei getrennten ©eiten» 
abfd^nitten entfpred^en, gleid^ bem ^robuct ber ©inu§ Don ben 
9lormaIen=35JinfeIn, meldte ben brei übrigen ©eitenabfd^nitten 
entfpred^en. 

40. 3luf einer ffrümmungSlinie (ober auf einem diametral* 
fd^nitt) einer gläd^e jtoeiten ®rabe§ finb ämei fünfte gegeben, 
burd^ meldte jmei ©tra^lenbüfc^el Don 2)iametralfd^nitten ge^en. 



üfd^els gleid^ _ _ , ^ _ 

jtoijd^en ben entfpred^enben ©tra^Ien be§ jmeiten ©tral^Ien» 
büfd^el§. 

41. 9luf einer glöd^e jmeiten ®rabe§ ift ein ^unft unb eine 
JJrümmungSlinie (ober ein 3)iametralf(^nitt) gegeben. 5Qlan lege 



meldte bie ßrümmung§Unie (ober ben erften S)iametralfd^nitt) in 
jmei fold^en fünften berühren, liegen ebenfalls auf einem 
®iametralfd^nitt ber glöd^e. 

42. 3ebe ffrümmungSlinie einer f^täd^e jmeiten ®rabe§ 
bilbet mit bcn beiben Don einem il^rcr ^un!tc nad^ bcn ßrciS« 
punften gejogenen S)iametralfd^nittcn gleid^e SBinfel. 9lad^ bem 
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@Q|e t)on ^id^ael 9lo6ett3 bilbet eine jttümmungdlinte mit ben bon einem 
il^rer ^untte naä) ben ÄreiSpunflen gel^enben gcobätif^en Sinien gleid^e SBinfel. 
|)ierou§ folgt olfo: 

43. Sitf^t man bon irgenb einem ^unft einer centtif(Sen 
gläd^e jtoeiten ®robeS naä) ben ftreispuniten jttei geobätifd^e 
ßinien unb §tt)ei 3)iamettalfd^nitte, fobilben bie erfieten mit ben 
leiteten gleid^e SBinlel. 

44. SBßenn an eine flrümmungSlinie auf einer ccnttifd^cn 
gläd^e jtoeiten ©rabeS berül^renbe 3DiametraIfd^nitte gelegt toer- 
ben, loeld^e eine jmeite ßrümmung§Iinie je in jttei fünften 
fd^neiben, fo liegen bie Surd^fd^nittSpunfte bon jebem ^aat 
fold^er 3)iametralfd^nitte, toeli^e bie jweite ftrümmung§Iinie in 
ben genannten fünften berül^ren, auf einer Sinie beS @^ftem§ (b). 

45. SQßenn man an eine ftrümmungälinie einer centrijd^en 
gläd^e jtoeiten ®rabe§ einen tangirenben 3)iametralf(^nitt legt, 
tt3el(|er bie übrigen Ärümmung§Iinien je in j» ei fünften fd&neibet, 
fo liegen bie 2)urd^fd^nittS))unIte bon jebem ^aar fold^er S)iame» 
tralf(|nitte, toeld^e jebe ftrümmungSlinie in ben genannten jmci 
fünften berül^ren, auc^ auf einem 3)iametralf(|nitte, ber bie 
erfte ÄrümmungSlinie im Serü^rungSpunfte fenlred^t trifft. 

S3ett)egt fid^ bie ©pi^e eines bon jtoci größten ßreifen auf einer ßugel ge» 
bilbeten SBinlelS, toeld^e einen fpl^ärifd^en ffegelfd^nitt berül^ren, auf einem jmeiten, 
^omoföfalen, f|)]^ärifd^en ffegelfd^nitt, fo bilben fie mit bem festeren gleid^e Söinfel ; 
l^ierauS folgt: 

46. Setoegt fid& bie @pi|e eines bon jwei ©iametralfd^nittcn 
auf einer centrifd^en 3fläd(ie jmeiten ®rabe§, »eld^e eine ftrüm» 
mungSlinie berül^ren, gebilbeten SBinlelS auf einer jroeiten 
ÄrümmungSlinie, fo bilben fie mit ber Unteren gleid^e SBinfel. 
S)iefer ©a§ ift eine SSeraflgemeinerung bon 43.; er gilt aud^, tocnn mon geo« 
bätifd^e Sinien ftatt 5)iametralfd^nitte fetjt; tt)ir fd^lic^en be^^alb: 

47. 3i^^* nian bon einem^ßunfte einer ftrümmungSlinie auf 
einer centrifd^en gfläd^e jtoeiten ©rabeS an eine jtoeite ßrüm» 
mungSlinie fotool^I jwei berü^renbe S)iametralfd^nitte al§ auc^ 
jtoei berül^renbe geobätifd^e Sinien, fo bilben lejtere mit ben 
erfteren gleid^e SBinfel. 

3n einem bon bier l^omofofalen fpl^ärifd^en flegclfd6nitten gebilbeten SSieredf 
pnb bie Sögen größter Äreife, tocld^e itoei ©cgcnedfen berbinben, einanbcr gleid^ : 

48. 3n einem ßrümmungSlinienbieredE auf einer gläd^e 
jtoeiten ®rabeS ift ber SBinfel jmifd^en jn^ei butd^ ©egeneden beS 
aSiereiS gejogenen SIäd^en=5iormaIen gleid^ bem SBinfel jwifd^en 
ben bur($ bie beiben anberen ©egenedfen gejogenen gläd^en« 
anormalen. 
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IV. tiWr genbätifdje Ctmen {%\ I, §. 17.)*) 

1. ßtllätung. Sic gcobfttifd^c Sinie ijl ber lütjcftc SBcg, tocld^cr jtoifd^cn 
jtoei ^nften auf einet gläd&e Befd^tieben toerben fann. 

2. ®runbfa|. SBon einem ^ftnlt jum onbern lann ouf einer Släd^^ nur 
Sine geobdtifc^e Sinie gebogen toerben. 

3. Öel^rfa|. 3tt)ei geobötifdfie 8inien, »eld&e itoei ^unlte gemeinfd^aftlid^ 
l^aben, foHen in il^rer gonjen SfuSbel^nung jufammen unb bilben nur 6ine geo» 
bätifd^e Sinie. 

Setoeis. 5)ie gemcinf^^aftlid^en ?ßunlte foHen A unb B fein, fo muffen 
beibe Sinien öon A bi§ B jufammen« 
fallen (2). ©iengen nun bie Sinien S^ö"'^ ^^• 

Don B au5 einanber, bie eine nad^ C F ^ 

unb bie anbere nad^ D, fo bafe BC 

unb BD jtt)ei SIemente berfelben finb, Ji 

bie toit als ®erabe anfel&en lönnen, fo 

nel^men toir auf ber geobätifd^en Sinie AB fel^r nal^e bei B einen ^un!t E an, 
BE fann bann ebenfalls atö ®erabe gelten; unb jiel^en burd^ B auf ber gfläd^e 
eine unenblid^ Heine Sinie BF fenfred^t auf EB. SBäre ber ffiinfel FBD lein 
Sled^ter, fo lönnte man ED iiel&en, bann toäre in bem unenbüd^ Meinen Sreiedt 
EBD EB + BD > ED, alfo lönnte EBD feine geobätifd^e Sinie fein. SBäre 
aber ber SBinfcI FBC fein SRed^ter, fo fönnte man EC jiel^en unb eS märe 
EB + BG> EC , alfo fönnte EBC feine geobfttifd^e Sinie fein, ©omit finb 
bie SBinfel FBC unb FBD jugleid^ SRed^te, alfo fäHt BD mit BC jufammen. 

4. 3wfö^. 3^^i geobätifd^e Sinien auf einer gläd^e fönncn fid^ jmar 
fd^neiben, aber nid^t berüfren. 

Semeis. SBürben fie fid^ berfll^ren, fo l^fttten fie jmei auf einanber folgenbe 
fünfte gemein, müßten alfo ganj jufammenfallen. 

5. Sel^rfa^. 3n einem geobätifd^en 2)reiedt ift jebe ©eite fleiner als bie 
©umme ber beiben anbern. 

Semeis. gs fei ABC baS 2)reiedf. 2)a AB ber fürjcfte Sßeg Don A nad& 
B iji, fo mu^ AB < AC + BC fein (1). 

6. Sel&rfa^. Benn öon einem ^unft im Snnem eines geobätifdjen 
©reiedfs ABC nad^ ben gnbpunften einer ©eite BC ^ ^^ 

bie geobdtifd^en Sinien OB unb OC gejogen merben, fo v » • 

ift bie ©umme biefer Sinien fleiner als bie ©umme 
ber beiben ©eiten AB unb AC. 

Semeis. 2Wan verlängere BO nad^ D, fo ift OC 
< OD + DC. abbirt man beiberfeitS BO , fo ift 
BO + OC < BO + OD + DC < BD -f DC. 
gfemer ift BD < BA + AD. Stbbirt man auf 
beiben ©eiten DC , fo ift BD + DG < BA + ÄC ^ 
alfo \m fo me^r BO + OC < BA + AC. 




*) ®te ©äfec bicfeS ?l6Mnitt§ ö^^tcn nur tnnerl^alb gcöjijfcr ©renaen, bie ftd^ jebDdJ auS 
ber ©ejd^affcnl^cit icber eittjclnett glädje unmittelbar ergeben. 

«öllen, Oeomctric. 18 
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7. Sc^rfaJ. Unter allen geobätifd^en Sinien, »elti^e pd^ öon einem ^unft 
auf einer glä^ie nad^ einer geobätifd^en ßinie jiel^en lajfen, jd^neibet bie fürgefle 
biefelbe re(|ttt)inf(ig. 

SSetoeiS, 6§ fei A ber ^unft unb BM bie gegebene geobätifd^e Sinie. 

Sffiürbe bie fürjefie Sinie, *bie fid^ bon A nad^ BM jiei^en lä^t, AB fein unb 

jv;„„^ .„ tt)äre ber SBinlel bei B fd&ief , fo neunte man unenb» 

^^"' ^^- X\^ na^e bei B ben 5ßunft G ouf AB an, unb iie^c 

nadö i>« ßurbe bte Sinie CD fenfred^t, bann »äre in 
bem unenblid^ Iteinen ©reiedt GBD GB bie C^^P^te« 
nufe, alfo GB > GD mithin aud& AG + GB > AG 
nn "n + C!D' ölfo ttäre AB nid^t bie Hlrjefie Sinie. 

eine geobätifd&e ßinie, fonbern eine beliebige Äurbe auf ber gflä^e ift. 

§. 2. %tx geobätifdle fttetS. 

8. SrHärung. 2)iejenige Irumme fiinie auf einer ^^Xiä^t, toeld^e bie ßigen» 
fd^aft l^at, ba^ bie geobätifd^en Entfernungen il^rer fämmtlid^en fünfte t)on Sinem 
5ßunlte innerl&alb, bem 2WitteIpunft, gleid^ gro^ finb, l^ei^t geobätifd^er ffireis. 

9. Sröärung. 3ebe bom ^DJittelpunft nad^ bem Umfang beS Äreife§ gc= 
jogene geobötifd^e Sinie l&ei^t SRabiuS ; jebe gepbätifd^e Sinie, toeld^e burd^ ben 9KitteI= 
t)unft ge^t unb an beiben (Snben bom ftreiSumfang begrenjt ift, Reifet ©urd^meffer. 

10. ßrllärung. 3ebe geobätifd^e Sinie, toeld^e jmei fünfte eine§ ÄreifeS 
berbinbet, l^eifet ©el^ne. 

11. Se|rfa^. 3ebe' ©e^ne ift lürjer al§ ber Surd^meffer. 

Sett)ei§. SBenn man nad^ ben ßnbpuntten ber ©e^ne AB bie |)aI6meffer 
OA unb OB jie^t, fo ift in bem gcobätifd^en S)reiecf OAB AB < OA + OB (5.) 

12. Sc^rfa|. ®ie auf bem ^albmeffer in beffen 6nbt)unlt fenfred^t ftel^enbe 
geobätifd^e Sinie ift eine SEangente bc§ ÄrcifeS. 

39ett)ciS. O ift ber 5Dlittelpunft, A unb B finb jtoei unenblid^ nafie fünfte 
Siaur 18 ^^^ ÄreifeS, bann mu^ ber SBinfel OAB ein 

SRed^ter fein. 3)enn toäre er fd^ief unb größer afö 
ber SBinfel bei B, fo fönnte man BG fo jiel^en, ba^ 
ber SBinfel ABG = 90° märe; in bem unenblic^ 
Meinen ©reicdE ABG wäre AG bie ^^potenufe alfo 
^ größer al§ BG, mithin OG + GB < OG + GA < 
OA < OB ober Heiner ate bie für jefte Sinie jtoifd^en unb B , maS nid^t 
möglid^ ift (Disq. 2lrt. XV.) 

13. Sel^rfa^. SttDe bon einem ^unft auSgel^enben geobätifd^en Sinien, 
toeld^e bie SBerbinbung§Iinie i^rer gnbpunite red^tminflig treffen, finb gleid^ lang. 

Sett)ei§. SQBäre OA > OB , fo fönnte man auf OA einen 5ßun!t D an= 
nehmen, fo bafe OB = OD märe. ®ann müfete nad& (12) SBinfel OBD = 90« 
fein, maS ber a5orau§fc|ung loiberfprid^t. 

14. 3wfö|. 3cbe geobätifd&e Sinie, toeld^e einen ßrei§ fenfted^t trifft, gel^t 
burd^ ben 5DlitteIt)unIt beffelben. 

15. Sel^rfa^. SEßenn bie geobätifd^e Entfernung ber SWittelpunfte jtoeier 
ftreife Heiner ift, al§ bie ©umme ber älabien, ber größere SftabiuS aber Heiner 
al§ bie ©umme be§ Heineren unb bie Entfernung ber ^ÖlittelpunÖe , fo fd^neiben 
fid^ bie ßreife. 
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S9ctt)ei§. Samit boS ©d&nctben jiattfinbc, mufe ba§ SrcicdE OO'A mögliiä^ fein, 
cS ntu^ alfo nid^t allein 00' < OA + O'A, fonbern an^ bcr grögctc ^aI6« 
meffcr OA < 00' + O'A [ein. ©obolb baS 2)rcic(f OO'A gejeid^net metben 
lann, fd^neibcn jtd^ bic ffreife. 

16. SeWö^. SBenn bic geobätifd&e gntfcrnung 00' ber aWittel^unltc 
jiociet Äreijc ber ©umme il^rct |)albmefler OA + OA' gleid^ iji , fo berül^ren 
fie fid^ bon Qu^en. 

SetoeiS. @S tft Hat , bafe fte ben ^unlt A gemeinfd^afüid^ l^abcn , aber 
anä) nur biegen 5ßunft ; benn um jwel 5ßun!te gemeinf d^af tlid^ ju l^aben , mü^te 
bie geobötifd^e Entfernung ber SKittelpunÖe Heiner fein, als bie ©umme ber 
Sftabien. 

17. Sel^rfaJ. aSßenn bie Entfernung 00' ber SRittelpunft jtoeier ffireife 
gleid^ bem Unterfd^ieb il^rer ^albmeffer OA — O'A ift, fo berühren fie fid^ öon 
innen. 

Semeis. ipätten fie au^er bem ^ßunlt A nod^ einen imeiten gemeinfd^aftlid^, 
fo müfete ber größere ^albmeffer OA Heiner fein, als bie ©umme beS SftabiuS 
O'A unb ber Entfernung 00'. 

18. 3iifö|. SBenn fid^ jroei Äreife bon aufeen ober öon innen bertil^ren, 
fo liegen bie 3RitteIpunäe unb ber Serül^rungSpuntt in Einer geobötifd^en Sinie. 

1. 3n bem geobätifd^en ©reiecf ABC, bef[en ©eiten a, b, c finb, merben 
brei geobätifd^e |)t)t)erbeln {%i). I, §. 17) gejeid^net, nämüd^ AD mit ben 93tenn= 
punRen B unb C, EB mit A unb C, cv- „^ .q 

FC mit A unb B alS Srennt)unHen, "^^""^ ^^' 

r-a^ a+b + C ^ 

fo tft, menn s = — — 

BD = BF = s — b , 
CD = CE = s — c , 
AE = AF = s — a. 

Siefe 3 ^\)pttbtln l^aben einen 
gemeinfd^aftlid^en ©d^nittpunft 0, 
meld^er öon ben 3 geobätifd^en Greifen, 
bie t)on A, B, C auS mit ben ^alb» 
mefjern s — a, s — b, s — c be« 
fd^rieben metben, gleid^meit entfernt ift; 
ift aI|o ber aWitteI}3un!t eines vierten geobätifd^en iheifeS, meld^er bie 3 erften 
bon au^en berührt. 

2. 3n bem geobätifd^en SreiedE ABC merben bie fünfte D unb E fo an= 
genommen, ba§ 

BD + DC = BE + EC ift. 

3ft nun femer BD + DF = BO + OF unb CE + EG = CO + OG 
fo iji an^ OF = OG. 

Scfd^reibt man alfo Don B unb C aus bie geobötifd^en Kreisbögen Gl unb 
FH, fo ift DI = DF unb EH = EG. 

fjemer ift MC — MB = OC — OB, alfo liegen bie fünfte unb M auf 
einer geobätifd^en ^^perbel, beren S3rennl)untte B unb C finb. 2)a aud^ 

18* 
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SfigttT 20. 




MB + MC = BD + DC = BE + EC ift, fo liegt M juglcid^ ouf bcr gcobfttifiijett 
SQtpfe, beten 9rennpunfte B unb G finb unb toeld^e but^ D unb E gel^t. 

3n ber Sbene unb auf bet jlugel, fotoie übetl^QU))t auf ben gflftd^ Don 
conftantem jhümmungSma^ , ijl }ugletd^ AI = AH unb bie ^\)ptthtl OM gel^t 
aud^ butd^ A. 

3. 6§ fei BD + DG = BE + EG unb sugleid& AI — ID = AG — DG, 
AH — HE = AB — BE. 

©dntt ifl aud^ AI = AH, alfo MG — MB = AG — AB, b. ^. bie ^ßunlte 
A unb M liegen auf einer geobätifdften f)^t)er6el, beten SrennpunÖe B unb G ftnb. 
3)a anäi MB + MG = BD + DG = BE -f EG ift , fo liegt M jugleid^ auf 
ber geobätifd^en 6Hipje, beren S9renn<)unfte B unb G finb, unb toel^e burd^ D 
unb E gel^t. 3n ber @bene unb auf ber Äugel :c, ijl jugleid^ OF = OG unb bie 
^t)ptxid AM geW aud& burc^ 0. 

4. gs fei AG — AB = OG — OB unb jugleid^ BD + DF = BO + OF, 
OG = OF. 

Säejd^reibt man nun bon B unb G aus bie geobätifdften ftreisbögen Gl unb 
FH, fo ift AI = AH unb DI = DF. 2)ie fünfte AMO liegen auf ber geo- 
bätifd^en ^\)pzxitl ntit ben Srennt)unltjp B unb G. 

3n ber @bene unb auf ber Äugel ic. ijt jugleid^ EG = EH unb bie ^ßunlte 
D, M, E liegen auf ber 6ttit)fe mit ben Srennpunften B unb G. 

5. Sluf einer gflöd^e finb brei 5punfte A, B, G gegeben, toeld^e burd& 
geobdtifd^e Sinien oerbunben »erben; innerl^alb beS S)reiedt§ liegt ein ^un!t P, 
bon meinem au§ man nad^ ben @dfen bie geobätifd^en Sinien PA, PB, PG jiel^t, 
unb toeli^er burd^ bie @Ieid^ung 

1) P = A« + Bi? + Gr 

bejeid^net »erben foK, in ber bie numerifd^en ßoefpcienten «, ß, y bie Serl^ält« 

nijfe beS Snl^altS ber 3 Heineren SJreiedte jum gangen Sreiedfe angeben, alfo 

PAB 
a = -Tüp" ^<^v fö ^^^ ^ö" ^i^ SebingungSgleid^ung l^at 

2) « + ^ + r = 1 

• S)iefe ©oefficienten fönnen ate goorbinaten bon P l^infid&tlid^ be§ gfunba- 
mentalbreicdts ABG angcfe^en »erben unb baS ©^mbol A« + B^ + Cy bient 
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bann jur Scftimmung bcr Sage öon P. 3ji ßtncr ber ©ocf ficientcn , j. 35. 
« = 1, fo mufe ß = y = o fein, unb baS allgemeine Symbol nimmt bann für 

bie (Sien bie fpecieHen SBett^e A, B, C an. ^^ a = ß = y = ^ , \o erholt 

man im Sntteren be§ ©teiedfs einen ^unlt S, totii)n bem ©d&merpunft ber 
ebenen SreiecEe entfpriiä^t. gür einen jtoeiten ^unÖ P' iji bemnad^ 

3) P' = A«' + Bß* + Cy unb ba§ ©timbol eines brüten qSunÖS fei 

4) Pn, z= A j m« + (1 — m) a' j + B j m^ + (1 — m) i?' ) 

+ C j mr + (1 - m) y' j 

m i|i ebenfalls ein numerif(]^er ffiert^, burd^ beffen Setänberung man eine aUeil^e 
Don 5ßunlten Pm erhält, bie auf einer beftimmten 8inie liegen, toeld^e man 
toegen ber SKnalogie mit ben SranSöerfalen beS ebenen ^reiedfs Quä) eine 2: ran 5- 
berfale nennen lann. gür m = 1 toirb Pm = P, für m = o ift Pm = P'. 
©e^t man in 4) ber SReil^e naä) bie ©oefficienten öon A, B, G = o , fo erl&ält 
man für bie Surd^fd^nittSpunÖe ber a:ranst)erfale mit ben Seiten beS DreiedfS 
ABC ober il^ren Verlängerungen bie Sßertl^e (inbem jur Slblürjung biefe 6oef« 
ficienten gleid^ «m, ßm, 7m gefegt werben). 

5) Pa = B^m + Crm 6) Pb = C^m + A«m 7) Pc = Attm + Bßra 

ß 

3)aS Sßerl^ältnife —ber ©oefficienten t)on B unb C in 5) ift gleid^ bemjenigen 

ABP 

ber geobötifiä^en 3)reie(fe . ^ * , ebenfo ift e§ bei 6) unb 7), fomit erl^ölt man 

ben ©a^: 

Serbinbet man bie brei fünfte, in toelii^en eine SranSberfale 
bie ©eiten eines geobötifci^en 3)reie(fS ober il^re SSerlöngerungen 
fd^neibet, mit ben ©egenedfen burd^ geobätif(|e Sinien, fo ift bei 
ben 6 3)reiedEen, bie auf fold^e 3[rt entftel^en, baS 5ßrobuct ber 
brei erfien gleid^ bem ^robuct ber 3 anbern. Siegt ber ^unft Pm auf 
ber burd^ A unb P beftimmten SdEtranSOerfale, ober fällt in 4) P' mit A jufam« 
men, fo ift «' = 1, ß^ = f =:o, alfo bcrmanbelt fid^ 4) in 

8) Pm = (ma + 1 — m) A + mi? B + my C. 

ß 
3)a l^ier baS aSerl^ältni^ ber^ Koefficienten Don B unb C == — , alfo un- 

abl^öngig t)on m ift, fo folgt barauS, ba^ bei einer SdttranSberfale baS SSerl^äÜ» 
ni^ ber Snl^alte öon ben beiben in ber ßde jufammenfto^enben geobätifd^en 
SDreiedfen conftant ift. ©e^t man in 8) m« + 1 — i^ = o f f o ^i^^ölt man 
baS ©^mbol für ben gufepunit ber SranSöerfale auf ber ©eite BC, unb fd^Iiefet 
bann weiter, inbem man bie ©leid^ungen ber beiben anbern burd^ P ge^enben 
gtoanSöerfalen bilbet: 

©d^neiben fic^ 3 gdttranSöerfalen in einem ^unft P, unb 
jie^t man öon il^ren guBpunÜen nad^ ben ©egenedfen 3 geobätifd^e 
Sinien, fo toirb baS gfunbamentalbreiedf in 6 S)reiedEe getl^eilt, 
bei toeld^en baS ^ßrobuct ber brei erftcn gleid^ bem ^probucte ber 
3 anbern iji. 

ßbcnfo toie Pm auS P unb A abgeleitet ift, lä^t pd^ irgenb ein ttjeiterer 
^unlt Pn aus P unb Pm auf ber SdEtranSöerfale beftimmen, nämlid^ 
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9) Pn = j ma + (1 — m) (m« + 1 — m) I A + j mi? + (1 — m) m? j 

B + I my + (1 — ni) my I C 

ß 
3)a§ Sßcrl^ältnife bcr 6oef ficienten öon B unb C ift auä) l^ier = -^— • 

aWan bcttad^tc nun bcn ^unÖ F = Aa -\- Bß + Gy als fcft, unb bcn 
^unft P' = A«' + Bß' + Cr' atö bcränbcrlid^ unb füge ju bcn SebtngungS« 
gleid^ungcn a + ß + y = l, a'+|3' + y' = l nodd bie folgenbc l^inju 

10) V^c^ + VW + Vrf~ = ^ 
Scftimmcn ferner in einer ftugel, beren 3MitteI|)un!t O unb f)albmeffer 1 ift, brei 
JU einanber red^tminfüge |)albmeffer ober 3ljen OX, OT, OZ. ^ unb ^' finb 
jroei ^unÖe auf ber Äugel, unb a, ß, y; a\ ß\ f bie Duobrate ber 6ofinu§, 
VDtl6)t bie ^albmeffer 0^ unb 0$' mit ben ?tjen ntad^en, fo ift ^ = cos ^O^ß^ 
5limmt man d als conftant an, fo befd^reibt ber ^ßunö 5ß' auf ber ftugel einen 
ff reis unb ber corteft)onbirenbe ^punö P' auf ber gläd^ß rine Sinie, bie man in 
gettJijfem ©inn ebenfalls einen ffrcis nennen lann, ba fie biele Sigenfi^aften mit 
bem ffreiS gemein l^at, »enn man, toie eS äber]^au))t bei fold^en Unterfud^ungen 
nötl^ig ift, fid^ nur auf Heinere ©ebiete ber gfläd^e befd^ränft, bie pd^ nidjt auf 
bie ganje SluSbel^nung berfelben erftredEen. 

§« 4. SSipolavt geobätifd^e Soorbtttatett* 

SQBerben bie geobötifd^en Slabien bectoren MA unb MB mit u unb v be= 
jeid^net, fo lä^t fid^ bie ©leic^ung einer (Surbe (M) auf einer gläd^e in ber gorm 

u = f(v) 

Sißur 21. 




barfteUcn; u unb v !önnen bipolare gcobätifd^e ßoorbinaten genannt toerben» 
2)urd^ ©ifferenjiation ergibt fid^ 

du = f (v) dv; 
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für einen jtoeiten ^unft M' ber ©uröe iji WA = u 4t du, M'B = v + dv; 

mon 6ef(^reibe nun öon A aas mit ben geobätif(]^en ^albmeffern MA unb M'A, 

bon B au§ mit MB unb M'B Sögen, fo erhält man ein aSieretf MNM'N',' beflen 

©eiten Sögen bon geobätifd^cn Reifen finb unb toeli^eS bei ber 9lnnä^erung 

t)on M' an M ju einem 5ßaraIIefogramm »irb, bejfen diagonale MM' bie %an» 

MN' 
gente ber ©urbe in M ift, 2)aS Serl^öltni^ jiDeier anftofeenber Seiten ^j^j^ 

ift = -^ — = f (v) unb Iftfet [xä) alfo conjiruiren, »enn bie ©leid^ung u = f (v) 

gegeben ift. SBirb nun baS ^Parallelogramm um bie gie M um 90^ ge- 
bre^t, fö fällt MN' in bie Verlängerung bon MB, MN in biejenige öon MA 
unb bie diagonale MM' »irb 9iormaIe ber ßurbe. ^ierauS folgt ber @a^ : 

3jt bie ©leid^ung einer ßuröe auf irgenb einer gfläd^e in 
bi|>olaren geobätifd^en 6oorbinaten gegeben, fo lege man in ber 
SEangentialebene bon einem fünfte M berfelben Sangenten an 
bie geobätifd^en Slabien bectoren, trage auf i^nen ©tredCen ab 
glei(| bem 3ö^Ier unb Slenner be§ Sifferenjialcoefficienten ber 
le^teren, berbollftänbige baS ^Parallelogramm, fo ift bie burii^ 
M gel^enbe 3)iagonaIe 9lormaIe ber @urbe. 

auf jeber Sangente ift bie ber Swnalftme be§ anbcrn SflabiuS entfpred^enbe 
©trede abjutragen; ift ber ©ifferenjialcoefficient negatib, fo finb beibe ©treden 
auf ber SSerlängerung über M l^inauS, im anbem gaße ift bie 6ine auf ber 
entgegengefe^ten 9iid(itung p nel^mcn. 

S)ie einfad^ften Seif|)iele, »eld^e man burd^ ©pecialifirung bon f (v) erl^äft, 
finb folgenbe: 

1. u + V = c du + dv = 0, 



o 

^4 



3. u^ — v^=c 



4. u2 + v2 = 



5. UV = c 



6. = c 



du u 

u = ev -j— = — 

dv V 

du jv 

dv u 

du 



dv u 

du u 

dv V 

du u^ 



u V " dv v^ 

SBerben bie SBinlel imifd^en ber 9lormaIe unb ben geobätifd^en SRabien 

bectoren im fünfte M mit (p unb '^ bejeid^net , fo iji -; — — = + ^ , alfo 

fiel^en in biefen fed^S gfäHen bie ©inuS ber SBinfel in fel^r einfad^en Sejiel^ungen 
JU u unb V. Surd^ SSeränberung bon c erl^ält man Kurbenf^aaren , toeld^e in 
ber @bene 

1. confocale Snil)fen unb |)^perbeln, mit ben Srenn})unlten A unb B, 

2. ftreife, toeld^e bie ©erabe AB unb il^re SSerlöngerung l^armonifd^ t^eilen, 

3. ©erabe, fenlred^t auf AB, 
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4. concentrifii^e Äreife, beten J)ur(!^meffer ^ AB fein lann, 

5. confocale SemntScaten, mit ben S5renni)unften A unb B, 

6. 9?ibeoufinien ober red^hoinlKfle Srajectorien mognetifci^ct ©urben, rodelet 
feine Sifentl^eild^en bilben, bie auf ein ^apitt geftreut »erben, unter 
toeld^eS ein f)ufeifenmagnet mit feinen ^olen geißelten toirb, ftnb. 

2)a man burti^ Integration ber S)ifferen)talgleid^ungen auf bie gegebenen 
jurüdtfommt, fo laffen fid^ alle biefe @ä^e umlel^ren, alfo beim erflen Seifpiel: 
menn bie Stangenten ber bipolaren Soorbinaten in einem fünfte ber @iurbe mit 
il^rer Slormale gleid^e 5Eßin!eI bilben, fo iji ißre Summe ober ©ifferenj confiant. 
Ober bei 2,: wenn baS SSerl^ältnife ber ©inuS biefer SBinlel conftant ifi, fo ift 
es aud^ baS SSerl^ältnife ber ßoorbinaten u. f. tt). 

2)ie ßinfül^rung bipolarer geobätifd&er ß^oorbinaten , toeld^e, tote aus bem 
Obigen erfiti^tlid^ ifl, ju einer einfad^en ©onjiruction oon langente unb 9lormaIe 
fü^rt, lö^t pd^ übrigens nod^ in bielen §fäDen auf eine anbcre ?lrt bermertl^en, 
SBenn man baS S)reiedt ABM, in weld^em, »ie oben, A unb B bie fflrennpunfte 
unb M ein ^unft ber ßurbe ftnb, in ber 9J[rt ju einem 33ieredf oeroolljlänbigt, 
ba| man bie bon M nad^ ber 50Htte Don AB gejogene geobätifd^e Sinie MO um 
fid^ felbfi nad^ N berlöngert unb bie geobötifd^en Sinien NA unb NB jicl^t, fo 
lönnen in allen benjenigen fJöH^n, too bie ©egenfeiten beS SieredfS gleid^ finb, 
alfo MA = NB unb MB = NA , M unb N als Srennpunfte einer jmeiten 
Surbe angefel^en merben, toeld^e burd^ A unb B gel^t unb bie berfelben @Ieid^ung, 
ti)ie bie erfte, nämlid^ u = f (v) genügt. S)ie ©leid&l^eit ber ©egenfeiten flnbet in 
ber ®6cne unb auf ber Äugel, mo bie geobätifd^en Sinien Sögen größter ftreife pnb, 
immer fiatt, mie aud^ auf aÖen Sfläd^en bon confiantem, poptibem ober negatibem, 
ftrümmungSma^, ferner auf fold^en, meldte jtoei ju einanber feniredbte @QmmetraI» 
ebenen l^aben, unb menn auf il^rem S)urd^fd^nitte liegt; alfo insbefonbere bei 
ben centrifd^en gläd^en jmeiter Drbnung, für A unb B als ffireispunfte. Surd^ 
SSeränberung beS S)urd^mefferS MN erhält man ein Softem bon ßurben äl^nlid^er 
Sttrt, bereu gemeinfame S)urd^f4inittspunfte A unb B finb unb »eld^e bcnfclben 
Parameter c l^aben. 

Sei ber erften ©leid^ung u + v = c ift c bie geobätifd^e Sänge ber großen 
2lje ber geobätifd^en ßllipfe ober f)9perbel, fomit l^aben toir ben ©a^: 

®ie 39rennpun!te (M unb N) fämmtlid^er concentrifd^er geo = 
bätifd^en gllipfen unb ^^perbeln, weld^e burd^ jroei fefte fünfte 
auf einer ber genannten gläd&en (A unb B) gelten, unb bereu gro| e 
9ljen gleid^ finb, liegen auf einer geobätifc^en @Hipfe ober 
f)9perbel, bereu Srennpunite A unb B finb. 

2luf ben fSfläd^en bon conftantem ßrümmungSma^ lönnen bie fünfte A 
unb B beliebig angenommen merben, bei ber j{ugel finb bie Gamben fp^ärifd^e 
Äegelfd^nitte; »enn A unb B Sreispunfte einer centrifd^en glftd^e jtoeiter Orb» 
nung finb, fo liegen bie SSrennpunIte ber ©urben auf einer ÄrümmungSlinie. 
3n allen gällen werben bie Kurben einen geobätif4ien ÄreiS berühren, beffen 
anittelpunft ift. 

AB fei ein Sogen auf einem größten ff reife ber flugel, A unb B finb bie 
Srennpunite einer fp^ärifd^en gflipfe, beren grojse Stti'e CD ift; alfo ift OC = OD 
ber ^albmejfer eines ffreifeS, toelt^en fämmtlid^e bur<^ A unb B gel^enbe fp^ärifd^e 
gnipfen berühren unb beren Srennpunfte auf ber erften gflipfe liegen. ÜMan 
lann aber aud^ bie Qfigur als bie fp^ärifd^e SafiS bon Regeln anfeilen, beren 
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@pi^e im Snittelpunfte ber j^ugel ifi; bann finb bie nod^ b^n 93renn))un{ten 
gc^cnbcn ^albmcjfet ber ßugel gocollimcn unb man etl^ält bcn @a|: 

®ic gocalünien aller ffiegel jtteiter Orbnung, »elci^e einen 
StotationSlegel in }mei entgegengefe^ten SJZantellinien berül^ren 
unb burd^ jwei }ur jlegela^e fQmmetrif(i^ liegenbe @ erabe ge^en, 
liegen auf einem Äegel, melier ben ÄotationSlegel ebenfalls 
berül^rt unb beffen gfocalen jene ©erabe finb. 

S)a bie Äreisfd^nitte ber SrgänjungSlegel fenbei^t pelzen auf ben gocalen 
ber gegebenen, fo ergibt ficl^ burd^ Übertragung auf bie (SrgänjungSlegel : 

®ie c^llifd^en Ebenen aller ftegel jmeiter Orbnung, meldte 
einen SRotationSlegel in j»ei entgegengefejten ffllantellinien be- 
rül^ren, fott)ie aud^ jtöei jur Äegelaje f^mmetrifd^ liegenbe Ebenen, 
berül^ren einen Äegel, »eld&er ben SiotationSlegel gleichfalls be* 
rül^rt unb bef Jen flreisfd^nitte parallel mit biefen (Sbenen finb. 
Unter c^Itif(j&en gbenen pnb jtpei burd^ bie @pi|e eines ßegels parallel mit ben 
ÄreiSfd&nitten gelegte Ebenen ju öerftel^en. 

SHlS jtociteS Seifpiel ttöl^len wir bie ©leid^ung 5) : uv = c , toeld^e in ber 
6bene ben confocalen SemniScaten entfprid^t, unb bejeid^nen bie entfpred^enben 
Stürben auf einer beliebigen glöd^e analog als geobätifd^e SemniScaten, beren 

Srennpunite A unb B finb. Die geobätifd^en ©tredfcn OA = O B = V e 

finb conpan t, bage gen c beränberlid^ ; bie gro^e §albaie ip = Vc + e , bie 

fleine = Vc — e. Sei ber gemeinen SemniScate ift c = e, alfo A/c — e = 0, 
bie übrigen t^eilen fidji in jmei ©ruppen, bie einen c > e umfd^lie^en bie erftere, 
»ftl^renb bie anberen c < e t)on i^r umfd^loffen »erben» S)urd^ SBerönberung 
Don c erl^Ält man ein Softem öon confocalen SemniScaten, »eld^e einen bon 
aus mit bem ipalbmef[er OA befd^riebenen ffreis fo fd^neiben (in ber @bene), 
ba| in ben ©urd^fd^nittspunften M, M', . . . bie Sangenten ber SemniScaten 
paraDel mit AB finb; bie SOßinlel AMB, AM'B, . . . finb redete. . gür biefe 
gigenfd^aft beS ÄreifeS bietet fid& aud^ bei bcn fpl^ärifd^en unb eüipfoibifd^en 
SemniScaten ein Slnologon bar: SBcrben auf einer ftugel öon i^ei feften ^ßunften 
aus (A unb B) Sögen größter ftreife gebogen, bie fid^ red^ttoinllig (in M ober 
M') fd^neiben, fo liegen biefe Surd^jd^nittSpunöe auf einem Äegelfd^nitte , unb 
nod^ bem ©a^e bon aWid^. aHobertS fd^neiben fid^ bie bon ben ÄreiSpunften 
eines SDipfoibS red^ttoinflig ju einanber gejogenen geobätifd^en Sinien (AM unb 
BM) auf einer fpl^ärifd^en ©urbe. f)ierauS folgt alfo: 

S)ie ©urd&fd^nittspuntte öon red{|ttt)inllig fid^ fd^neibenben 
Slabien bectoren eines ©^ftemS confocaler SemniScaten liegen 
bei einer Äugel fomol^l, als aud^ bei einem gllipfoib, toenn bie 
33rennpunlte ftreispunite finb, auf einem fpl^örifdjien ffegel« 
fd^nitte. 

Setrad{|ten ton aber in ber ©leid^ung uv = c c als conftant , bagegen e 
als oerönberlid^ , fo erl^alten mir ein onbereS ©^ftem oon geobätifc|en SemniS« 
coten, bei meldten bie ©umme ber Duabrate ber f)albajen conftant ift. @S fei, 
mie oben, bie Diagonale MON beS geobätifd&en SJieredES AMBN ein Durd&meffer 
einer SemniScate, unb M unb N foUcn bie Särennpunfte einer jmeiten SemniScate 
fein, für meldte aud^ bie ©leid^ung uv = c (AM . AN = BM . BN = c) gilt, 
unb bie alfo burd^ A unb B ge^t. Durd^ SSerönberung beS Durd^mejferS MON 
ergibt fid(| ein ©^ftem oon SemniScaten, meldte fttmmtlid^ ftd^ in A unb B 
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fd^neibcn unb bei bencn bic ©ummc bcr Duobrote bet f>oI6oycn conjiant i% 
@inb nun A unb B beliebige fünfte in bet Sbene ober auf bet jhigel, toie 
überl^aupt auf gflöd^en bon conftantem, j)ofitibem ober negotibem, ÄrümmungS« 
ma^f femer auf fold^en gläd&cn, »eld^e jwei fid^ fenfred^t fd^neibenbe Summet« 
ralebenen l^aben, toofem fie f^mmetrif^ fl^fl^n eine foldje @bene liegen, fo ffd 
man ben Ba^: 

^He concentrifd^en geobäiif($en SemniScaten bon gleid^em 
^arameter (c) unb gleid^er Duabratfumme ber f)albajen l^aben 
einen gemeinfd^aftlid&en ©urd^meffer (AB). 

@4lliej3lid^ folgen no(| }tt)ei SSeifpiele, um bie ^ntoenbung ber oben ange» 
gebenen 2:angentenconftructton aud^ bei abgeleiteten Suroen }u jeigen. 

®iner gefd^lofjenen ©urbe auf 
tSmx 22. einer gläd^e fei ein ^ol^gon 

einbefd&rieben ABC . . . A'B'C, 
bcf[en ©eiten geobätifdfie Sinien 
finb. 2)ie geobötifd&en Ver- 
längerungen AB unb B'A' 
fd^neiben fxd& in M, biejenigen 
oon BC unb C'B' in M\ fo 
ift MM' ein Clement ber ©urDe, 
»eld^e man ftd^ bei unenbüd^er 
9lnnä6erung ber fünfte ABC . .• 
A'B'C aud| boburd^ entfianben 
ben!en fann, bafe ein gefd^Ioffener 
gaben um bie ßurbe gefc^Iungen 
ift, toeld^er länger al§ bie ©urüc 
ift unb bon bem ein Sl^eil burd^ 
bie geobätifd^en Sangenten MB 
unb MA' gebilbet toirb. SJeim 
Übergang bon M nad^ M' fönnen 
MB unb MB' afö i\polaxt geo« 
bätifd^e ßoorbinaten einer 61Iij)fc 
angefel^en »erben, beren Srenn- 
punfte B unb B' ftnb unb bic 
bur^ M gel^t. 3n M' gel^t 
biejc (SH\p\t in eine jtoeite über mit ben S5renn})unften C unb C u. f. f. aifo 
»erben aUe bieje 61Iil)fen bie Kurbe MM' berül^ren, beren einjelne (Elemente auS 
ellit)tiyd^en Sögen befleißen. SBßenn man bagegen bie ^ßoltigonfeiten AB unb C'B', 
BC unb B'A' berlängcrt, fo erhält man bie ©d&nittbunite N unb N'; beim 
Übergang t)on N nad^ N' toirb bcr 5pun!t N ben Sogen einer geobätifd^en 
^tiperbel befd&reiben, beren Srenn})unlte B unb B' finb. @benjo ift ba§ näd^fte 
ilement N'N" ber 6uroe (N) ber Sogen einer ^t|i)erbel mit ben Srennpunften 
C unb A;.biefe ßurbe beftel^t alfo auS einjelnen ^t)\>txMibQzn unb fd&neibet 
bie ©urbe (M) fenlred^t. Sluf ber ftugel finb biefe Kurben confocale fpl^ärifd^e 
Äegelfd^nitte unb auf ben centrifd^en gfläd^en jtoeiter Drbnung ftrtimmungSlinien. 
3)a]^er fd^Iießt man: 

SBerben Don einem ^punlte M aufeerl^alb eine§ ft)]^ärifdöen 
ilegelfd^nitteS auf einer Äugel ober au^erl&alb einer iJrümmungö« 
linie auf einem gllipfoib jloei geobätifd^e Sangenten gejogen, 
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fo ftttb burd^ M unb bic bctbcn S5crä]^rungS|)unfte aU Srenn* 
i)un!te eine geobötifd^c ©Ilipfc nnh ^\)ptxitl bcftimmt, toeli^e bte 
burd^ M gc|cnbcn confocalcn ft)fättfd^en ilcgelf^nittc, bc» 
jiel^ungStDeife Ättimmungölinicn bcrül^rcn. 3n bcr gbenc finbct eine 
Sctül^tung jtoeitcr Drbnung flott. 

SQBcnn man bon einem fünfte O auf bie Tangente einer ßurbe ein ^txptn* 
bilel OM fäHt, fo liegt M auf ber gugpunftenfutbe , toeld^e bon bem über OT 
als ©urd^meffer (T Serü]^rung§|)un!t) befd^riebenen Äreife in M berül^rt wirb* 
5Kan nel^me nun an, O liege auf einer beliebigen gläd^e unb TM fei eine geo* 
bätifd^e iangente ber ßurbe; ber ^unft M fei burd^ bie ©leid^ung befiimmt 

OM^ + TM^ = 0T^ 

b. 1^. OM unb TM finb bipolare ©oorbinaten ber ©urDe 4. u^ + v^ = c 

-T— = , fo lö^t fid^ nad^ bem Sorl^ergel^enben bie Sangente in M Don 

biefer ßuröe beftimmen» t^üx einen jtt)eiten ^unlt T' ber gegebenen ßurbe erbölt 
man ba§ ©reiedE OM'T', in ttjeld^em ebenfaDS OM'^ + T'M'^ = OTK MM' 
ift alfo ein Clement ber abgeleiteten ßurbe , »eld^e ber gu^punftenlunje in ber 
ebene entfprid^t unb beren SEangente fid^ nad^ (Sleid^ung 4. beftimmen läjst. 



§« 5. Uhtv bte SBinlelfumme in ^vtitätn, geBUbet anS Sittieit beg 

Stiftern^ (a) ober an§ geobiitifd^en Stttteit. 

SDBenn man bie Dberfläd^e einer ffugel , beren i£)albmeffer = 1 , in 720 
gleid^e 5Cl^eiIe tl^eilt, fo ift bie Sttnjal^I fold^er Sl^eile, toeld^e eine fp^ärifd^e gigur 
entl^ölt, i^r 3n|ialt.* SEI&eilt man einen größten ffreis einer Äugel in 360 gleid^e 
Streik ober ©rabe , fo ift bie Slnjal^I fold^er Sl^eile , meld&e eine fpl^ärifd&e ginie 
entl^ält, il^re Sänge, ober bei einer gefd^Ioffenen jpl^ärifd^en Sinie il^r Umfang^ 
S)ie^ t)orau§gefe§t, i)aUn toxx folgenben ©aj: 

®er 3nl&alt einer fpl^örifd^en Sigur, öermel^rt um ben Um* 
fang il^rer ^olarfigur, ift = 360, ober umgefel^rt, ber Umfang 
ber erfteren pIuS bem Snl^alt ber legieren ip = 360. 

S3Bir nel^men junöd^ft an, bie fpl^ärifc^e gigur ^abe leine einfpringenben 
Steile. 

3)er 5ßoI eines größten ßreifeS ift ber gnbpunft beS auf bemfelben fenfeed^ten 
iJugel^albmejferS. Sie ^ole fömmtlid^er größten ßreife, toeld^e eine fp^ärifi^e 
fjigur berül^ren, bitten bie Sßolarfigur. Sejeid^net man bie SBinfelfumme eines 
fpl^örif^ien SreicdfS, b. 1^. bie Slnjal^I ©rabe, »eld^e bie brei SBinfel jufammen 
enthalten, mit s, fo ift beffen Snl^alt = s — 180; t^eilt ein fpprifd^eS SSieledt 
burd^ Sögen größter ßreife, bie bon einer 6dte ausgeben, in n ■— 2 Sreiede, fo 
iji bemgemö^ beffen ^xd^alt 

= S — (n — 2). 180; 

mit S bejeid^nen tt)ir bie SBinfelfumme beS SielerfS. ABCDE ... fei baS JBieledE; 
ein größter ßreis betoege fid^ fo, ba^ er nad^ unb nad^ burd^ aße ©eiten beS 
aSieledtS gel^t, ober fi(| nad^ unb nad^ um alle Mm beffelben brel^t. Seim 
Übergang bon ber ©eite AB jur ©eite BC , ober bei ber 2)rel^ung um bie 6dCe 
B, befd^reibt j. S3. ber ^ol beS größten ftrcifeS einen Sogen, beffen Sänge = 
180 — B @rabe ift; tt)enn ber größte flreis fid^ um alle @tfen gebrel^t l^at unb 
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toieber in feine urfprUnglid^e Soge jurädgelel^tt ifl, fo l^at bet $oI ba§ ißolot« 
SSieIed befd^tieben, beffen Umfang fomit 

= n . 180 — (A + B + C . . .) = n . 180 - S 

ijl. 

SBit etlftalten dfo für bie Summe beS Snl^altS eines fpl^Srifd^en SSielecfS 
unb beS ttmfangS feines ^oIar«SieIedS bie 3ö^l 

S — (n — 2) . 180 + n . 180 — S = 360. 

3)iefer ©o^ gilt, mie groß anä) n ifl ; befd^reibt man alf o in eine fpl^ärifd^e 
gigur ein Sieled öon unenblid^ Dielen Seiten, fo gilt er für baffelbe ober für 
bie gfigur felbft. Somit ift ber erjie X^txl beS ©aJeS 1. bemiefen; bie Um- 
fel^rung folgt barauS, bafe eine fpl^ärifd^e gigur bie ißolarfigur i^rer eigenen 
^olarpgur ift. 

SBenn aber baS aud Sögen größter ftreife gebilbete SSieIed auf ber Jtugel 
einfpringenbe SBinfel l^at, fo gilt bie borfiel&enbe SeroeiSfü^rung ebenfalls, nur 
mu^ berjenige SCl^eil beS UmfangS ber ^olarfigur, »eld^er burd^ eine rüdfläufige 
Semegung beS 5ßolS erjeugt toirb, fubtraftib genommen »erben. 2Bir motten 
annehmen, ABCDEFG fei baS SSieled unb E ber einfpringenbe SBinlel SBä^renb 
ftd^ ber nad^ unb nad^ burd^ atte ©eiten gel^enbe größte ÄreiS um bie 5Reben« 
minfel bon A, B, C. D bre|t, gefd^iel^t bie SJrel^ung immer in gleid^em ©inne,. 
). $. oon red(|ts nad^ linls (man beule fid^ fo in ber Stid^tung t)on ben burd^ 
bie gdfen A , B , C . . . gel^enben Äugel^albmefjern jlel^enb , ba^ bie gfü^e im 
SWittelpunIte ber ftugel finb , ber ßopf in ben 6dfen A, B • . . unb ba^ man 
mit bem ©efid^t gegen ben ^ol beS größten Greife« gefe^rt iji). 3n ber Sdfe 
E, beim Übergang üon ber ©eite DE jur ©eite EF brel^t ftd& ber größte ffireiS 
t)on linfS nadj reti^tS um einen SBin!el = E — 180 unb ber ^ol mad^t alfo 
eine rüdtlftufige SSemegung; in F unb G finbet bagegen mieber mie frül^er eine 
Srel^ung Don re($ts nad^ linls ftatt. 99etrad^ten mir nun benjenigen S^eit be§ 
UmfangS ber ^olarfigur, too ber ^ol eine rüdläufige 99emegung gemad^t l^at^ als 
negatiD, fo l^aben mir für biefen Umfang 

6.180~(A + B + G + D + E + F + G) — (E — 180) = 7 .180 — S, 

menn S bie ©umme ber aSieledSminlel ift. Der Sn^alt beS SJieledS ift mie 
oben = S — 5 . 180; fomit ift, mie oben, bie ©umme beS Snl^altS unb beS 
UmfangS ber ^olarfigur = 360. SBenn baS aSieIed aufeer E nod^ mehrere 
einfi)ringenbe SBinlel enthielte, fo mürben bei jebem berfelben bie gleid^en ©d^Iufe« 
folgerungen ju jie^en fein. 3ft bie fpl^örifd&e gigur Irummlinig mit einfpringen« 
ben jtl&eilen, fo gilt ber ©a^ 1. unter ber SSorauSfe^ung, ba^ beim Umfang ber 
^olarfigur biejenigen SE^eile, meldte ber ^ol in rüdläufiger Semegung befd^rieben 
l^at, fubtraftiD genommen merben. 

©egeben ift eine beliebige fiinie auf irgenb einer fjläd&e. SBir jie^en burd^ 
jeben ^unft ber Sinie erftenS bie gläd^en«3lormale , jmeitenS bie conjugirte 
langente ber Sinie (5)urd^fd^nitt ber burd^ jmei unenblid^ nal^e fünfte ber Sinie 
gel^enben SCangential-gbenen) ; mir jiel^en femer mit atten 3flft4^n«9lormaIen 
fomie mit atten conjugirten Tangenten parattele jtugell^albmefler , fo erhalten mir 
jmei fp^ärifd^e ^i^uxtrif moöon bie (Sine bie ^olarfigur ber anbern ift; fomit 
laben mir folgenben ©aj: 

®er Sn^ölt ber ben gläd^en-Dlormalen einer Sinie auf einer 
Sludge correfponbirenben fp^ärifd^en fSfigur, oermel^rt um ben 
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Umfang ber ben conjugirtcn Sangcnten btcfer 8inie cotrcf})on« 
birenbcn j<)]öärtjd^cn Sigur, ift qltiä) 360, unb umgelcljrt, bct 
Umfang ber etfteren ))Iu§ bem Snl^alt bet leiteten i^ gleid^ 360. 
SBenn bic ctjie fpl^ärifd&c gfigur einfpringcnbc Sl^cile f)at, fo ftnb bic, burij^ eine 
tüdläufige Setoegung beg ^oI§ entftanbenen %f)tik Dom Umfang bec ^olarftgut 
fubtta!ttD )u nehmen. 

3Dcr Umfang ber ben conjugirten Sangenten einer Sinie auf einer tS}&^t 
conefponbirenben ft)l^örif<i^en gigur ift glei(^ ber @umme ber 2)re]^ung3tt)inlel, 
toü^t bie coniugirte Sangente bejd^reibt, toenn fie mäf unb naä) ü6er alle fünfte 
ber Sinie auf ber %l&(t)t fommt. ©inb nämlid^ «, /?, y, ö, « . . . unenbli(if) nal^e 
5ßunfte einer f oI(ä^en Sinie , fo ftnb , mie befannt , aß, ßy, y6 . . . langenten« 
aiiii^tungen. Sie conjugirte SEangente beS ©lements aß iji ber Surd^fd^nitt bon 
j»ei ©benen, mläft bie gläd&e- in « unb ß berül^ren; biefer ©urd^fd^nitt ftel^t 
alfo fenfred^t auf berjenigen @bene, meldte ben beiben burd^ a unb ß gel^enben 
gIäd^en»3iormaIen paxaM ift. gbenfo ift bie conjugirte Sangente t)on ßy ber 
Surd^fddnitt bon }tt)ei @6enen, toeld^e bie f$fläd^e in ß unb y berül^ren u. f. to. 
SÖetoegt fid^ nun eine ©erabe fo, ba^ fie nad^ unb nad^ mit allen coniugirten 
Songenten ber Elemente aß, ßy, yd, ös, u. f. m. juf ammentrifft , fo i$ bie 
©umme ber S)rel&ung§minlel , toeld^e pe bei biefer Semegung befd&reibt, gleid^ 
bem Umfange ber ben conjugirten Sangenten ber Sinie aßyds . . . conefpon» 
birenben fl)l&ärifd^en Sfiflur. Sie ©umme biefer SDrel^ungSminfel lä^t fid{i nun 
in }tt)ei fpecieüen ^HUtn leidet beftimmen. 

Sei ben Sinien beS ©^ftemS (a) ober ben 6^Iinber«S5erü^rung§linien, 
meldte bie (Sigenfd^aft l^aben, ba^ bie burd^ i^re einjelnen fünfte gel^enben 
gIä(|en»9lormaIen @iner @bene parallel finb, ift bie ben SIö(^en«5lormalen einer 
Sinie (a) correfponbirenbe fpl^ftrijd^e Sinie ein größter JJreiS ; unb ben conjugirten 
Sangenten, meldte unter fid& parallel finb, entfprid^t auf ber ftugcloberfläd^e ein 
^unft. @ine Sinie (a) ift fomit bie Setül^rungSfurbe ber gläd^e mit einem um- 
fd^riebenen ßljlinber; bei ben ^Uä)m jmeiten ©rabeS finb bie Sinien (a) ©d&nitte 
bon ßbenen, weldde bei bem gUipfoib ober ben ^ijperboloiben burd^ ben SRittel- 
punft gelten, unb bemgemä^ ßentrolfd^nitte ober aud^ ©iametralfd^nitte ^ei^en, 
unb beim ^araboloib ber 2lje paraDel finb. 

aßy fei ein 2)reied! auS Sinien (a) auf einer fjläd^e. SBenn bie conjugirte 
Sangente bon a naäjß gel^t, bleibt fie fid^ ftet§ parallel; il^r 3)re^ung§minlel ift 
aljo gleid^ 0. 93eim Übergang im 5ßunfte ß in bie Sage ber conjugirten Sangente 
ber Seite ßy befd^reibt fie einen getoiffen 2Bin!eI 180 — /?'; bon tiitt bis nad() 
y ift bie S)re]^ung mieber gleid^ ; beim Übergang in y in bie Sage ber con- 
jugirten Sangente ber Seite y« befd^reibt bie beweglid^e Sinie toieber einen 
SQßinfel 180 — y; bon ba bis nad^ a ift bie SJrel^ung gleid^ 0; beim Übergang 
in a in bie urfprtinglidfie Sage befd^reibt bie Sinie einen brüten SBinfel 180 — «'; 
alfo ift bie Summe ber SrelungStoinlel, meldte bie conjugirte Sangente befd^rieben 
l^at, bei il^rer Sewegung auf bem Umfang beö SJrciedES aßy 

540 — («' + (3' 4.y'); 

«', ß*, y pnb bie SGßinfel jtoifd&en je jmei conjugirten Sangenten in ben ®dfen 
beS 3)reiedES. @§ ift aber, um eine SSeriocd^Jelung biefer SBinlel mit i^rcn 
^lebentoinfeln ju bermeiben, gfoIgenbeS ju bemerlen; ®rel^t fid^ in ber Sdfe a 
beS 5)reiedS aßy eine ©erabe fo bon ber SRid^tung ber Sangente ber Seite aß 
jur SRid^tung ber Sangente ber Seite ay, bafe fie ben ©reiedfSminfel a felbft unb 
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niii^t tyejjen Slebenmintel U\äfxtibi, fo mirb fiäf anäf bte coniugitte Xongente um 
einen flemiffen SDßinlel breiten , ben »ir a nennen* 66enfa ftnb ß' unb y bic 
SSinlel, um meldte fidd bte conjugitte Tangente in ben fünften ß unb y btel^t, 
toenn bie SEangente in biefen fünften bte bettef[enben SteiedStoinfel befd(|tetbt. 

Slun ifi naä) @a^ 2. bie ©umme bet 5)Te]^ungöminfcI 540 — («' + 
ß' + 7')f ober ber Umfang ber ben conjugirten Sangenten öon aßy conefponbtren» 
ben fp^ttrifti^en tjfigut, Derme^tt um ben 3n6alt ber ben SfIäd^en«!Rormalen Don 
aßy conefponbirenben fp^ärifti^en gigur , = 360. Sediere ift aber ein gemdl^n» 
Ixäit^ aug Sögen größter jheife be ftel^enbeS Sreied ; bejeid^nen toxi beffen ^nl^alt 
mit i (bieg ift na(| unferer @tflärung eine 3<^^^ totli^t angibt, mie t)ie( üon 
ben. 720 gleid^en 5£^eilen ber jtugeloberfl&d^e auf biefeS fp^drifd^e 2)reie(I fommen), 

foijt: 

540 — («' + ß' + y')^i = 360, 

ober : 

«' + /?' + / — 180 = i. 
3n biefer ©leid^ung ift folgenber @aj entl^alten: 

3)er ftberfd&uB ber ©umme bon ben SQBinleln jioifd^en je jttci 
conjugirten S^angenten in ben ©den eines J)reie(f§ au§ Sinien (a) 
auf einer gleid^artig gelrümmten gfläd^e über 180° ift gleid^ bem 
Snl^alt beg ben S^ä^^tt-^iormalen biefeS S)reierf3 correfpon» 
birenben fpl^örifiä^en ®reie(f§. 

Sei ber Slnmenbung biefcS ©a^eS auf baS gHipfoib, jtteimantlige C>9P^i^= 
boloib ober eüiptift^e ^araboloib fe|t man ftatt „Sinien (a)" gentralfd^nitte ober 
ber Slje parallele ©(j^nitte. 

33ei einer ungleiiä^artig gelrümmten gläd^e bagegen ift bie Summe ber 
3)rel^ung§tt)inlel , toeld^e bie conjugirte SEangente bef(|reibt, inbem fie nad^ unb 
nad^ über alle fünfte beS 2)reiedE3 aßy l^ingleitet unb fd^Iie^Iid^ toieber in i^re 
urfprünglid^e Sage in a jurücflel^rt, 

= 180 + a' + ^' + /. 

©omit ifi: 

180 + «' + ^' + y + i = 360, 
180 — («' + ß* + r) = l 

SBir 5oben alfo folgenben ©a^: 

®er Überfd^u^ oon 180^ über bie SBinfelfumme Don je jtoct 
conjugirten SEangenten in ben (Sdten eines SreicdS aus Sinien 
(a) auf einer ungleid^artig gefrümmten §fläd^e ift gleid^ bem 3n» 
balt beS ben §fIäd&en«5lormaIen biefeS 3)reie(fS correfponbirenben 
fpl^örifdöen 3)reierfS. 

Sei ber 2lntoenbung biefcS ©a|eS auf baS einmantlige lE)9perboIoib ober 
l^^perbolifd^e ^araboloib fejt mon ftatt „Sinien (a)" gentralfd^nitte ober ber Slje 
parallele ©d^nitte. 

3)reiedfe auS geobätifd^en Sinien. 

3n gigur 23. ift ABC ein geobätifd^eS S)reiedE, bejfen SJBinfelfumme bejiimmt 
toerben foD. 5Die conjugirten Tangenten ber geobätifd^en Sinie AB in ben 
fünften A unb B finb Ac unb Bc, fie fd^neiben fid& itoax in ber Sfigur, aber 
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in SBitflid^feit nid^t. SBenn aber bie geob&tifd^e Sinie AB in eine @6ene abge« 
widEeÜ toirb, b. i. wenn bie Songentiol-gbenen öon A bis B fid^ je um bie 
bur^ ben betreffcnben Setü^rungSpunlt ge^enbe conjugitte Sangente breiten, fo 
öetwanbelt ^äf bie geobätifd^e Sinie AB in eine @erabe A'B' (bie man fid^ be« 
fonbetS gejeid^net benfen lann), unb bie 
conjugittcn Sangenten Ac unb Bc in ^^^"^ ^^' 

2 ©erabe A'c' unb B'c', meldte ojfenbar 
mit A'B' biejelben SBinfel m unb m' 
bilben, mie bie contugirten Sangenten 
Ac unb Bc auf bet gflöd^e mit ben 
Elementen bet geobtttifd^en Sinie in A 
unb B. ©omit ift bie ©umme bet 
2)te^ungen, meldte bie Sangente Ac im 
%aum mad^t, um in bie Sage Bc )u 
lommen, glei(| bem SBinfel A'c'B' obet 
gleiii^ m — m'. Um bon Bc in bie 
Sage Ba bet conjugitten Sangente beS 
Clements B bet geobfttifii^en Sinie BC 
}u lommen, iji eine Stellung in bet 
Sangcntial-gbene öon B um 180 — ß' 
nöt^ig. 5Run tüdt bie coniugitte San- 
gente bon Ba naä) Ca (beibe Sinien 
fc^nciben fid^ i« SBBitHid^feit nid^t) unb 
es toitb wie botl^in betoiefen, bafe bie 
©umme bet l^iebei jiattfinbenben Stell- 
ungen gleid^ o — o' ift. 3n bet San» 
gential»6bene bon C bte^t fid^ nun bie 
conjugitte Sangente Ca beS Clements G 
bon CB in bie Sage Cb bet conjugitten Sangente beS Clements G bon GA um 
ben SBBinlel 180 — f- 2)önn tüdtt GB nad^ Ab unb befd^teibt eine ©umme 
bon SDtcl^ungen gleid^ n — n' ; enblid^ lommt Ab, obet bie conjugitte Sangente 
beS Clements A bon AG butd^ 2)te^ung in bet Sangential-@bene bon A um 
ben äßinfel 180 — «' in bie utfptünglid^e Sage Ac jutüdf. 

SBejcidönen mit bie SBBinfel beS geobätift^en SDteiedtS ABG mit a, ß, y; bie 
SBBinfcI, meldte je jmei conjugitte Sangenten in ben ßdten «, /?, r mit einanbet 
bilben, butd^ «', js', f] nun ip einetfeitS bie ©umme bet Stellungen, meldte 
bie conjugitte Sangente beS geobätifdbcn SteieiS mad^t, inbem fie, bon A auS- 
gel^enb, übet bie ©eiten AB, BG, GA gel^t unb in ibte utft)tänglid§e Sage in 
A jutütffe^tt, = c + 180 — ^' + a -M80 — r' + b + 180 — «' 

= a + b + c 4- 540 — «' — P' — 7^ 
obet, ba 

a = o — o', b = n — n* unb c = m — m' 

= 540 + m — m' + n — n' + o — 0' — a' — (3' — y'; 
anbetetfeits ift 

in bet Sangential-@bene bon A «' — m + n' = «, 

„ B /?' — o + m' = ^, 
G y' — n + o' = y; 
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fomit ifl bie genannte @umme Don Stellungen , ober bet Umfang ber ben con« 
jugitten Zangenten bed geobätifd^en SteieM aßy conefponbttenben fpl^ärif(|en 
Sigut, 

= 540 — (« + /J + y). 

Sejeid^nen ttir ben ^nl^alt bet ben f^fläd^ennotmalen bon aßy cottef))onbiten« 
ben f))l^ätifd^en ^igut mit i, fo ijl nad^ ©a^ 2: 

540 — (« + ^ + y) + i = 360, 
i = a + p + r — 180. 

Stefe ©letd^ung entl^ält folgenben @a|: 

SDet Übetfd^ug ber SBinlelfumme eines geobfttifd^en Steiedd 
auf einet fJUd^e übet 180° ifhgleid^ bet ben gläd^ennotmalen beS 
2)reiecfS cortefponbitenben \pf)&xx\iSftn gfigut. 

93ei einet ungleic^attig geltümmten ^läd^e, mie ). 9. bem etnmantßgen 
C)^petbo(oib, ift bie @umme bet Ste^ungen, meldte bie conjugitte Zangente be« 
fij^teibt, inbem fie übet ba§ Steied l^ingleitet, unb, Don bet @(!e A auSgel^enb, 
toiebct in il^te utfprünglid^c Sage in A jutüdEfe^tt, 

= a + b + c — «'-/?' — y' + 180, 

obet, »eil 

a = o' — o b = n'— -n, c = m' — m 

= 180 + m — m' + n — n' + — o' — «' — /J' — y'. 

gfetnet ift: 

n' — m — a' = «, 

rn' — o — ß' = ß, 

o' — n — y' =y*^ 

fomit ift bie @umme bet 2)te]^ungen, obet bet Umfang beS ben con)ugitten 
Zangenten beS geobätifd^en 5)reiedf§ ABC entfptedjcnben fpöürifd&en S)teied!ö, 

= 180 + « + /3 + r. 

Sllfo ift nad^ 6a| 2. : 

180 + « + /3 + y + i = 360, 
= 180 - (« + ^ + y). 

2)et Übetfd^ug Don 180 ®tab übet bie SBinlelfumme einei^ 
geobätifd^en 2)teiedfd auf einet ungleid^attig geltümmten f^Iödbe 
ift gleid^ bem Snl^alt bet ben 3U(!^en«9lotmaIen bed 2)teie(!i$ 
cottefponbitenben fp^ätifd&en Sigur. (disq. Art. XX). 
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I. m^ifmtt. Sie Sotiftructiiiit ber SBeaettflai^e. 

J)cr ^tl^er ^ot im Snnem eines jiDeiajigen ßrifians na(ä& jebet SRi(]^tuna 
im SlDgemeinen eine anbete glafiicität, e§ gibt aber für irgenb einen ^un!t O 
brei ju einanber rei^ttDinflige ^[jen, beten Slid^tung mit ber ßriftallform in 
engem Sufammenl^ang fte^t, nati^ tocidjen bie glafticität auSgejeid^nete SBertfte 
l^at unb bie befe^alb aud^ eiajiicitätSajen l^ei^en» SBenn man ouS bem ßriftaH 
brei 5ßri§men fd^neibet, beren Brec^enbe Tanten :paraüel mit biefen Sljen jinb, fo 

laffen [xä) mit 4)ülfe berfelben bie brei ^au^Jibred^ungScoefficienten t-t^, ^-7=, 

Va Vb 

(a > b > c) beftimmen» Stägt mon auf ben 9(jen bon aus beibet» 



Vc _ _ _ 

feits ©ttedt en auf gleidö V" a, V b, V c, fo etlftält man bie ®nbpun!te bet 
9Iren beS etgänjungSellipfoibS E (etjieS gfli^foib na^ ^lütfet), au§ 
toeld^em bie SBellenfläd^e W (surface of ray velocities) abgeleitet tt)itb, 
mie in § 1 angegeben ift. 3^te |)albmeffet geben bie IRid^tung unb ©efdöwin« 
bigleit bet 8i<i^iftra^Ien an; ba fie jmei SKäntel l^at, fo folgt barauS, ba^ ^iä) 
auf ieber ©craben bon O aus jmei ©tral^Ien, ein fd^neDer unb ein langfamer, 

fortpflanjen. SBerben aber auf ben 3ljen ©trecfen aufgetragen, gleidö i^^» 

V a 

fo belommt man baS 5ßoIarifationSeni|)foib E' (jweiteS 
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Vb' Vc 

gaipfoib nad^ püdfer), aus toeld^em bie ffieKengefd^toinbigfeitSfläd&e V nad& § 2 

abgeleitet toirb. 

V ift bie 8fu&t)unltfläd^e Don W, b. 1^. legt man burd& irgenb einen ^unft 
M Don W an biefe gläd^e bie Tangentialebene unb föHt barauf baS 5ßer|)enbifel 
ON, fo liegt N auf V. 3n bie[er SEangentialebene, (meldte im Mgemeinen nid^t 
fenfred^t fielet auf OM) ober paxaUtl berfelben pnben bie ©d^toingungen ber 
einseinen tt^ert^eild^en beS ©tra^ls OM parallel MN fiatt; fie l^eifet be^wegen 
SBelle ober SBellen ebene, unb ba MN bie ©d^mingungSrid^tung angibt, fo 
mirb bie ©bene beS red^tminüigen 3)reiedS OMNSd^mingungS« ober ?ßoIari« 
fationS«®bene genannt. 2)ie ^olbmeffcr ON Don V finb bie SBBcIIennormalen 
unb geben burd^ i^re ®rö^e bie SBeHengefd^toinbigleit an, toep^alb V bie 
2BeIIengefd^tt)inbigleitSfIäd^e (surface of wä ve velocities) genannt »irb. 
©ie l^at ebenfalls ätüei SWäntel, alfo pflonjen fic^ nad^ jeber giid^tung jmei 
parallele SBellen fort, eine fc^nelle unb eine langfame; um eine Kare ginfid^t in 
bie Sejiel^ungen jmifd^en SBcHennormalen unb jugel^örigen ©tral^Ienrid^tungen ju 
befommen, ift es am jtüedfmäBigften , bie ^rümmungSlinien ber beiben 6flip[oibe 
JU ^ülfe ju nehmen, mic in §. 1 unb 2 angegeben. 5KobeDe beiber gläd^cn in 
einjelnen Dctanten, mit ben SDurddfd^nitten ber confocalen ftegel, laffen fid^ burd^ 
bie aSerlagSl^anblung bon S. Sriü in 5)armjiabt bejie^en. 

SBenn man bon O auf bie 3:angential«6bcnen bon E ^erpenbifel fällt, fo 
liegen il^re gufepunfte auf ber ßlafticitätsf läd^e; bie Duabrate i^rer ^alb» 
mefler geben bie elaftifd^e Äraft in gleid^er Sftid^tung an. Sie ift bie inberfe 

©öflen, (Bcomctric. 19 



290 

^läd^e bon E\ b. ^. fie !ann bur(!^ Xtandformotion mittelfl tect^tofer 9tabien« 
öcctotcn bon E' abgeleitet »erben. 

gine jtoeite SBeUenflöiä^e W Wfet Rci^ auf biefeI6e 2trt aus E' con» 
jitüiren, toie W auS E; pe ijl bie inberfe Släd^e bon V unb »urbe ba^er bon 
SQß. SR. Hamilton surface of wave slowness genannt (TOac SuDagl^ gab 
il^t ben 3lamtn index surface), ba il^te Labien gletti^ ben tectprolen S)ert|en 
ber SSSedengefd^minbigfeiten ftnb. äBeil fie aber oud^ bie 9lecit)ro!aIf[ä(^e bon 
W l^infid^tltd^ einer concentrifd^en jfugel ifi, fo bient fie bermöge biefer bobb^Uen 
Sejie^ung jur Ermittlung bieler @igenfd^aften ber beiben ^auptflAd^en. ^lüder 
fül^rte no($ meiter baS 2)irectionS"@{Iip[oib ein, in SBejiel^ung auf meld^eS ber 
eine 9RanieI bon W bie 9leci|)n)talflä(i^e beS anbern SRanteld ift. 

3ur Überfid^t »erben bie ©leid^ungen bon ben ^ier in Säetrad^t lommenben 
Slädjen im golgenben jufammengefieflt ; ba in benfelben bie Sud^flaben x, y, z; 
a, b, c in f^mmetrifd^er SBeife borfommen, fo »irb ber Äürje »egen burc^ ein 
bor baS 3[nfangdlieb gefegtes S eine f^mmetrijd^e @umme be^eid^net. @S ift alfo 

Sx^ = x^ + y2 + z^; Sax^ = ax« + by* + cx^ S -— = -^ + 

r ~~~ a r "~~ a 

r^b+ir:^jSa(b + c)x^ = a(b + c)x^ + b(c + a)y^ + c 

u. f. ». 

1) Sx* = 1 ©leid^ung ber ftugel bom f)albmejfer 1 ; in Seiiel^ung auf 
biefelbe finb fo»o^I E unb E' als aud^ W unb W tReciprofolfläd^en. 

2) Sx ^ = r (Bleid^ung eineS ©l^ftem« concentrif d^er ftugeln , mit bem ber« 

änberlid^en |)albmeffer Vr. 

x^ 

3) S — = 1 ©leid^ung beS grgänjungSellipfoibS E. 

4) Sax^ = 1 ©leid^ung beS 5ßoIarifationMit)foib8 E'. 

r "-"■ a 

5) S x^ = o ©leid^ungen ber ftegel, »eld^e E in fp^ärifd^en ©urben 

a 

fd^neiben. 

6) S x^ = o ©leidjungen i^rer 6rgänjung§!egel unb jugleid^ ber 

r ~~" a 

af9m|)totifd^en ftegel ber confocalen ^^perboloibe bon E'. 

7) S (v — a) x^ =^ o 1^-^ = SxM ©leid&ungen ber ffegel, »eld^e E' in 

ftoMrifd^en Surben fd^neiben. 

x*^ 

8) S = ©leid^ungen i^rcr ßrgänjungSlegel unb jugleid^ ber 

V ""^ a 

af^mptotifd^en ßegel ber confocalen ^^perboloibe bon E. 

9) S — - - x^ = (r = Sx'-). 
^ r — a ^ 



11) S - — = 1 (r = Sx^. 

V — a 

12) Sx- . Sax^ - Sa (b + c) x^ + abc = o. 
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?)icfe ftnb 4 bcrfdjiicbcnc gformcn für bie ©Icid&ung bcr SBellenflftclc ; bie 
3 crften gelten in bie öicttc über, loenn man für r unb E bie beigelegten SEBertl^e 
fubftituirt. 11) fkellt jugleici^ ein ©^jJem bon confocalen glühen öor, beren 
i^rimäre 3l|e bie Z«9lje ip. 



13) S -^ = f— = SxO 
V — a V V J 



14) (Sx^)« — Sx^ S (b + c) x^ + Sbcx^ = o ©leid&ungen ber 3Benen» 
gef(]^tDinbigfeit§fIä(^e. 

15) Sbcx^ . Sx^— S (b + c) x^ + 1 = ®Iei(|urg ber ätoeiten SBeDen- 
Päd^e. 



x2 



16) S -— = 1 ©leid^ung beS ®irection§-gai»)foibS. 

§. 1. 

SSBenn man^ mie in ber Einleitung angegeben ifl, für einen $unlt im 
Snnem eines jmeiajigen ßrijiallö baS (IrgänjungSeDipfoib E conftruirt, fo wirb 
barauS bie SBeQenfläd^e abgeleitet, inbem man in auf einem Sentralfd^nitt 
Don E ein ^erpenbüel enid^tet unb auf bemfelben bie (Sntfernungen OM unb 
Om gleid^ ben |)alba£en beS Sentralfd^nittS annimmt. 2)ie fünfte M unb m 
liegen auf ber SBeHenfläcle, ber erpere auf bem äufeern 9ManteI, wenn OM > Om 
ift, unb ber anbere auf bem innern ÜWantel. SKan l^at nun foIgenbeS ©^flem 
öon ©leid&ungen: 

1)S^ = 1; 2)Sx^ = rj 3)S^^-x^ = o; 4)S-A--x2 = o; 

d, d. X "~~ d. 

5) Sx^Sax''-Sa(b^-c)x« + abc=o; 6) 2^- + SEc1=°'^=°' 
_. z* . a(b— c) ' Qx X* , b(c— a) 

1) ifl bie ©leid^ung öon E, 2) biejenige einer concentrifd^en ffugel; ber 
(Sinfadd^eit megen toerben bie Ouabrate ber f)al6a£en mit a, b, c be^eid^net, 
unb baS Duabrat beS ^albmefferS ber Äugel mit r. 3) mirb erhalten aus 1) 
unb 2) burd^ ©ubtraction unb ftellt einen concentrifd^en ftegel bor, toeld^er E in 
einer fpl^ürifd^en Sinie fd&neibet, ba bie ©d&nittlinie öon 1) unb 3) aud^ auf 
2) liegt. 4) iji bie ®Iei(|ung beS SrgönjungSfegelS, meldte in 5) entwidfelt ift, 
mo man für r feinen SBertl^ aus 2) gefegt l^at. 6), 7), 8) ftnb bie ©leid&ungen 
ber gfocatSinien ber grgänjungSfegel unb toerben auS 4) abgeleitet, inbem man 
ber Steil^c nad^ r = a unb x = o, r = b unb y = o, r = c unb z = o 
fejt. S)a a > b > c angenommen toirb, fo ift nur baS mittlere ^ßaar reell, 
bie beiben anbern ^ßaare Don gfoIaI»8inien in ber yz unb xz gbene finb imaginär. 
@S finb alfo bei jebem Äegel jmeiten ©rabeS aufeer ben reellen göcaUSinien 
nod^ jmei ^aare imaginärer Dorl^anben. 

2)ie ÄreiSfd^nitte ber Äegel 3), meldte E in fpl^ärifd^en ßuröen fd^neiben, 
ftel^en fenfred^t auf ben reellen 8fOcaI»2imen ber ftegel 4), tocil biefe i^re @r- 
gänjungSlegel finb, woraus l^eroorgel^t , bafe fie parallel mit ben ßreisfc^nittcn 
bon E finb. 

19* 
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3)ie @6ene be§ ß^entralfd^nittd 6etfll^tt immet )»ei t)on ben Jfegeln.S) }u» 
gleid^, bie Setäl^tungdlinien ftnb bie S^en bet @(i^ntttf urbe , toeil bie 3:angenten 
in i^ten Snbpuntten aud^ 3:an9enten bet f))l^ftnf<!^n Sutben ftnb^ unb alfo 
fcnhed^t auf il^nen jicl^cn. Da nun bie SRantel-Sinien bet grjänjungSfegel 4) 
fenlred^t fielen auf ben XangentiaUSbenen bet jtegel 3) unb OM unb Öm gleich 
ben ©albajen bet ©d^nittfutöen biefet Ebenen mit E pnb, fo ift 4), toenn man 
fUt r feinen SBett^ au3 2) fe^t, mie auäi 5) bie ©leid^ung bet SffieOenfläd^e ; 
leitete ifl auS 4) butd^ SBegfd^affung bet 9lennet enttoidfelt. 

gät bie ^auptfd^nitte bet SßeOenfläd^e in ben St^enebenen etl^ält man au§ 
5) bie {Relationen: 

9) X = o, (y^ + z^ — a) (by^ + cz* — bc) = o 

10) y = o, (z* + x^ — b) (cz^ + ax^ — ca) := o 

11) z = 0, (x^ + y^ — c) (ax^ + by* — ab) ^= o 

unb finbet, ba| fie )e auS einem ßteis unb einet (Süipfe beftel^en, beten 2)utd^« 
fd^nitte in bet XZ*@6ene teeO unb in ben beiben anbetn imaginftt finb. 
©e^t mon OM* = r^ unb Om* = Tj, fo etl^ält man nad^ 4) 

12) S — — x^ = o 
^ Fl — a 

13) S -^^- x^ = 

r2 — a 

a > r, > b > r.^ > c. 

3ebe biefet ©leid&ungen ftellt füt fid^ einen ftegel bot, beffen gfpcatSinien 
ben ©leid^ungen 6), 7), 8) entfptedöen. S)a leitete r nid^t entl&alten, fo ftnb aDe 
biefe ftegel confocal 2)ie teellen §focaI»8inien 7) finb bie optifd^en 3ljen bet 
SBeHenfläd^e obet bie fecunbäten optifd^en atjen beS (StiftaHS. SBeif 
abet nod^ jtoei ^aate imoginätet gfocal-Sinien botl^anben finb, fo !ann man 
l^ietauS fd^Iie^en, bafe bie ffleHenflä^e im ©anjen 3 ^aate optifd^et 3ljen l&at, 
tooöon ßineS teeH unb bie 2 onbetn imaginät finb. ©ie gelten butd^ bie 
©d^nittpunfte bon je jtoeien bet ßutben in 9), 10) unb 11). 



14) -^— .- + 
^ r— b 

a— b 
r~b 

a— b 


z* 

r— c 

a 

a— c 

r— c 

a 

a— c 

b-c 

a 

a— c 


1 
1 


b— c 
b— c 


b— a 
b— a 


1 
1 


X* 

r— a 

c 

c— a 

r— a 

c 

c— a 

b-a 

c 

c— a 


+ 
+ 


r— b 
c— b 

r-b 
c — ü 

a— b 

% b 


b— a 



Sliminitt man aus 2) unb 4) x, y, z, fo et^ält man bie (Sleid^ungen 14), 
tt)eld&e bie ^ßtojectionen bet fp^ätifd^ien ©utben bet SBeHenflctd^e obet il^te 3)utd^» 
fd^nitte mit ben confocalen ftegcin öotftcHen. 

9tu8 ben 3bentitäten 15) folgt, ba6 bie Sljen biefet Sßtoiectionen in bet 
yz unb in bet xy»@bene ßootbinaten einet ^ilfSeÜipfe unb einet ^ilfSl^^petbel 
unb in bet zx«@bene Don einet anbetn i£)ilf§ettipfe finb unb ba§ fie l^iet eine 
gemeinfd^aftlid^e 3:angente l^aben. 

&fft toit abet auf bie 2)i§cuffion biefet ßutben näl^et eingel^en, ift ed nötl^ig, 
ein jmeiteS (SÜipfoib ein^ufül^ten 

16) Sax^ = 1 
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ober ba§ ^olarifotionS-SUipfoib, »cld^eS toir mit E' bejcid^ncn. Seibe 
gflöii&cn finb xtdpxol ju einanber ; nimmt man auf E einen 0unft K an , fo 
berührt feine ^olarebene ^infid^tlidd ber ffugel bom |)albmeffet = 1 E' in einem 
^unft K\ unb umgelel^rt, bie ^olarebene bon K' berührt E in K. 6S feien 
OK unb Ok bie beiben f)albajen be§ ßenttalfd^nittö bon E; man lege paraKel 
mit ber Sbene biefe§ ©d^nitts an E eine 3:angentialebene, mlä)t OM in Q 

fd^neibet, fo befielt bie aielation OK . Ok . OQ = Väbc7 »ewegt fid& nun 
ber ^unft M auf einer fp^ärif^en ßurbe ber SBeDenfläd^e , fo ift OM = OK 
conflant , alf o aud^ ba§ ^robuct Ok . OQ ober ba Om = Ok ift, Om . OQ. 

Sie Sinie OM fd^neibe E' in Q", jo ifl OQ . OQ" = 1, alfo anä) ~ con« 

ftant, b. ^. ber ^unlt m liegt auf ber gläd^e 

17) Sax^ = ^ « 

r 

»eilige bem 5poIarifation§»6Dipfoib ä^nlit!^ ift; fd^neibet einer bon ben con» 
focalen ftegeln alfo ben ßinen 3KanteI ber SSSellenfläd^e in einer 
\pi)&xx\ä)tn^ixxt)t, fotrifft erbenanbern in einer elüpfoibifc^cn. 

1 8) -^—^ + 1_ = 1 -^^ -_ + ^L_ :^- 1 ? — + __L ^ 1 

^acr — b abr— c ab r— c bc r— a ber— a acr — b 

r a— b r a — c r b— c r b— a r c— a r c— b 

ac r— b ab r— c ab r— c bc r— a bc r— a ac r— b 

^ c— b b— c , a— c , c— a b— a a— b 

a — 7 a b , - - b r — c - c — , 

a— b a— c b— c b— a c— a c— b 

2)ie ^Relationen 18) erl^ält man burd^ Elimination bon x, y, z au§ 4) 
unb 17); fie entfpred^eir ben ^rojectionen ber eüipfoibifd^en Kurden. 9lu§ ben 
3bentitäten 19) folgt, ba| il^re 9ljen bie ßoorbinaten berfelben |)ÜIfSfurt)en finb, 
tt)ie oben, b. ^. bie ^rojection einer fpl^örifd^en (Surde beS öu^ern 
2KanteIS fällt mit berjenigen einer elUpfoibifd^en be§ innern 
5DlantelS jufammen unb umgetel^rt, ba au§ bem ©efagten unmittelbar folgt, 
baj5 wenn m fid^ auf einer fp^örifd^en ßuroe betoegt, M eine elIipfoibi[d^e be« 
fd^reibt. 

Slu§ biefen ©leid^ungen folgt für bie 5ßrojection in ber xz»(5bene, (fjig. 1), 
bag, menn man 

20) OX = \/ b -^ , OZ = \/ b ^-^ 

^ ^ a— b b — c 

annimmt, biefe ©tredEen bie f)albajen einer |)ilf§enipfe finb, meldte bie ©igen« 
fd^aft l^at, bafe bie ßoorbinaten OA'" unb OD« irgenb eines ^un!te§ M 
berfelben bie ^albajen einer ßllipfe finb, meldte bie ^rojection fotoo^I einer 
fpl^örifd^en, atö aud^ einer eflipfoibifd^en ßurbe borfteüt. A'"D" ift eine fp^örifd^e 
ßurbe unb D"D^ eine eflipfoibifd^e , beibe auf bem äußern ?!HanteI. A"E unb 
Er*^ finb Sßrojectionen bon einer fp^ärifd^en unb einer eUiploibifd^en (Suroe be§ 
äußeren 3ßantel§ unb jtellen jugleid^ bie ©renjlinien be§ innern 3Wantel§ auf 
ber xz«@bene bar. 
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SQBcnn mon alfo bic SBeffenpäd^c mit biefen ©urbcn für baS eilipfoib E 
conftruircn tüiD , fo beftimmt man naäi 20) bie SBcrtl^c bon OX unb OZ , unb 
jci(ä^nct eine ©d^aor bon @ni|)fen, beten 2ljen in bie SKd^tunjen OX unb OZ 
faflen unb mlä)t bie ©erabe XZ berühren, mittelft ber C)tlf§eni|)fe XMZ. Unter 
biefen gHipfen flibt biejenige mit ben ^attoien c unb a (in ber gfigur A"EC'C«) 
unb ber JlreiS BB'y^, beffen ipolbmeffer = b ifi, ben 5)ur(^fd&nltt ber xz«gbene an. 

Sie gigur ift fo gejeiJ^net, ba^ man bon bem äufeern ouf ben innem 
ajlantel feigen fann, wobei bie burt!^ bie confocalen ftegel erjeugten ©(i^eibewönbc 
aU unburd&fi(^tig angenommen finb. ®ie ©d^i^öfpnmg beS pdjtbaren S^ctleS 
Don ber einen pülltt biefer Äegetoänbe auf ber linfen Seite ber gigur foH bic 
3eidSinung plaftifc^ mad^en. 

Um bie ^rojection in ber xygbene (gfig. 2) ju ieid^nen, madjt man 

21) OK' = V^^^ , OZ' = Vc^ 
^ a— c b— c 

unb betrad(|tet biefe ©tredfen als bie ^albajen einer f)ilfsi^^perbel unb einer 
©ilf Sellipfe ; nimmt man auf erjicrer einen ^unft M an, fo ftnb bie ©ootbinaten 
OÄ unb OD bic |)Ql6ajen einer gßipfe, bie ßoorbinaten OA' unb OD' eine§ 
^unlte§ M' auf ber ^ilfSeHipfe bagegen finb bie ^albajen einer ^^perbel. 

SSerönbert ber ^unft M feine Sage auf ber ^i^^fftiptxM , fo erl^ölt man 
eine ©^ar bon 6Di|)fen; unter benfelben ift ein ffreiS GC\ beffen ?)albmeffer 

= V c, toeld^er ber ©urd^f^nitt i>^t SDBeHenfläd^e mit ber xy^gbene ift. Seber 
eKi|)foibif(|en ßuröe AD be§ äußern SRantclS entfprid^t eine f:p]^ärifd^e nd be§ 
innem, meldte mit i^r auf einem ffegel liegt unb beren ^rojection innerl^alb beö 
Äreife§ CG' föHt. 

aSerönbert ber ^ßunlt M' auf ber ^ilfSellipfe feine Sage, fo entflel&t eine 
©d^aar bon ^tjptxhzln: jeber f|)]^ärifd^en 6urbe A'E auf bem öufeern 3KanteI 
entfprid^t eine eflipfoibtfd^e de auf bem innern. 

3n ber yzrgbene (gig. 3) ift 

22) OY' = V a ^;- , OZ' = V a ^=^ • 

2)iefe ©tredfen finb bie ^albajen einer $iIf§eBibfe unb einer §ilf§l^^per6el. S)ie 
ßoorbinaten einc§ ?pun!tc§ M ber le^teren finb bie ipalbajen einer (SHipfe AD, 
unb biejenigen eine§ fünftes M' ber erfteren bie ^alba^en OA' unb OD' einer 
^Kjptxbd D'E. aSeränbert M feine Sage auf ber ^ilf Sl^^berbel , fo erl^ölt man 
eine ©d^aar bon ©Hipfen ; unter benfelben ift ein ßrei§ YZ , beffen ©albmeffer 

= V a, weld^er ber S)urd&fd^nitt. ber SDBeflenfläd^e mit ber yz«®bene ift. 3eber 
fpl^ärifc^en 6urbe AD be§ äußern 3KanteI§ entft)rid^t eine eHipfoibifd^e ad be§ 
innern , meldte mit i^r auf 6inem Äegel liegt. 3)em ffreife YZ entfprid^t bie 
(SHi^jfe i?C ober bie ©renjiinie beS innern SRantetö in ber yz»6bene. 

aSeränbert ber ^unft M' auf ber ^ilfSeüipfe feine Sage, fo entfielet eine 
©d&aar öon ^^t)erbeln; jebcr eDi|)foibifd^cn ßuröe D'E auf bem äußern SRantel 
entfprid^t eine fp^ärifd^e ä's beS innern. 

Um baS ©^ftem ber ßuroen in ber xy»(£bene (gfig. 2) ju biScutiren, !ann 
man bie SEranSformation burd^ proportional getl^eilte ßoorbinaten Dornel ^men : 

merbcn nämlidd bie ßoorbinaten y im SSerl^öItni^ bon OX' : OY' = V b— c 

: V a— c [21)1 bertleinert, fo bertoanbelt ftd& bie C)«f§eaipfe X'M'Y' in einen 
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ÄreiS, beRen |)al6meffer OX' wir = ß fe^en, olfo ß = V c ^—^- , bie 

|)ilfd]^9))et6el X'M toitb glei(i^fetttg unb man erl^ält ein ©^{lem bon confocolen 
tHipfen unb f)^t)etBeIn, beten flemeinfonier Stennjjunft X' ift. 

@inb AP unb AT (gtg. 4.) jwei fold^e Würben unb fe^en ttit OA 

23) — + -^-^ = 1 — — J^— =1 /« > ^ > ♦. 

Sie 2;an3enien biefet @umn in intern ©^ntttpunU P {teilen auf einanber 
fenlted^t. Üßan finbet nun au§ 23) 

24) X = Vy y = Vy (f«-/?) (^-*) 
25)tgOSP = V'S tg POS = V^^-^ME5 

i^ (P — ^) ^*^ 

26) OS = \/-^i? 0S' = \/— i? 

27) OT = V7^^ OT' = V7 ^^ • 

3tt)ei ^aorc confocalcr 6fli|)fen unb ©^|)crbcln bitten mit i^ren ©^nitt« 
Dunifcn ein SJiered PPP'T'"; in P fd^neiben f^ bie guröen iji) {f), in P' 
(m) (y'), in P'' {fi') {v) unb in P'" {fi') (r'), unb man erpit bie SBertlJe ber 
©rö^eu in ben ©leitj^ungen 24) bis 27), inbem man bei^ unb » bie 2lccente 

28) XX'" = x'x". 

ä^nlii^e ©leid^ungen lajfen [i(| für bie anbeten ©röfeen bilben, toorauS 
fidö ber @a^ ergibt: 

3n einem bon jmei ^oaren confocaler @nit)fen unb ^^perbeln gebilbeten 
38iere(f finb bie ßoorbinaten ber ©nbpunite, bie Sangenten ber SBinfel, toeld^e 
bie Serü^rungSfinien mit ben Slren bilben, bie Slbftänbe beS llrfi3rungS bon ben 
2)urd^fd^nittS:punften biefer 33erül^rung§ßnien mit ben Sljen in Proportion. 

Sei ber Sranöformation bleiben bie SBertl^e bon x, OS, OS' ungeftnbert; 
ferner fe^t man 

29) y = rix, OT = Or . y, OT' = Ot' . x Y x = \/^-^) 

X £1 — — C ^ 

unb finbet, ba^ ber foeben auSgefprod^ene @aj aud^ ffl^ l>i^ ©röjsen i?, Ot, 
Ot' gilt. 

3)ie ßoorbinatcn beS ^nfteS P in gfig. 2, in bem fid^ bie eHipfe AP 
unb bie |)^perbel A'P fd^neiben, finb alfo t? unb x: bie langente ber &i\p'\t 
in P fd^neibet bie berlängerten Sljen in S unb t ; biejenige ber ^^perbel fd^neibet 
bie x»9lje in S' unb bie anbere in r'. aWad^t man biefelbe ßonfh:uction für 
bie onbercn gtfen beS »ieredts PP'P'P"', fo geigt fid^, ba^ bie bier ®rö^en i? 
ober Ot ober Ot', loelc^e ben bier @dten entfpred^en, je eine ^Proportion bilben. 
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2)ie SutDen in ber yz«@6ene gfig. 3 bemanbeln fid^ butd^ eine äl^nlid^e 
Trans format ion, inbem man bie goorbinaten y im SJer^ftltnife t)on OZ' : OY' 

= Va— b : Va — c uerfleinert in ein ©^fiem bon confocalen ftegelfdjinittcn, 
beren Srennpunft Z' iji. 

Um bad @9fiem ber (Wurden in ber xz*@6ene ju btScutiren, »enben mir 
ebenfatts bie Transformation bur^ pro})ortionaI getl^eilte ©oorbinaten o n nnb 

oerlleinern bie ©oorbinaten z im aSerl^ältni^ üon OX : OZ = Vb — c : Va — b, 

bann »irb bie C)iIfSenit)fe XMZ ein iheiS, beffen C)aI6meffer OX = V b ^^ 

= ß fei, nnb man erl&ttlt ein ©^jlem Don (SDipfen, bei »elci^en bie Duabratfumme 
ber Sljen conftant ift unb mel^e eine gemeinfame SJerü^rungSlinie ^aben. ®inb 

AP unb_AT (gig. 5) i»ei foldje gurben unb fe^en toir OA = V fi, OA' 

= Vv, fo iji 

30) — + j^- = 1. — + ff^— =l,ß>fi>>. 

®ie gormeln 24) bis 29) gelten anäf ^ier, »enn man f« — /? bur^ ß — fi 
erfe|t; fomit finbet ber obige @a| ebenfalls Slntoenbung. 3)emgemä6 gelangen 
tt)ir }u biefem Slefultate: 

SSei einem aus jmei paaren fp^ärifd^er unb eni:pfoibifd&er 
EurDen auf ber SBellenflädJe gebilbeten Siercd finb bie «bftönbe 
einer S^anpititnt bon ben t)ier Scfen, fomie aud^ bon ben 2)urd^» 
bringungSpunIten bon je öier Tangenten mit einer anbern 
|)auj)tebene in Proportion. 6S laffen fid^ in ben öier ©den im ©anjen 
ad^t Tangenten jiel^en, oon toeld^en je dier ju jwei (Segenfeiten gehörige ju 
nehmen pnb. 

Über bie ^rojectionen ber fpl^örifd^en unb eüipfoibifd^en ßurben ber SBeHen» 
fläd^e auf ben f)auptebenen lägt ftd^ nod^ meiter bemerlen: 

1. ©iejenigen auf ber xy* unb yz«Sbene, »eld^e aus einem Softem bon 
confocalen gUipfen unb f)9perbeln nad^ ben Siegeln ber 3:ranSformation 
proportional getl^eilter ßoorbinaten abgeleitet finb, lönnen als Irumm* 
linige (Soorbinatenf^fteme betrad^tet merben unb }ur S3eftimmung Don 
fünften u. f. m. in ber @bene bienen, »ie bieS bei ben confocalen 
ffegelfd^nitten ober bei ben ettiptifd^en ©oorbinaten ber gfaH ift. ©ie 
tl^eilen mit benfelben alle bieienigen @igenfd^aften, n)eld^e bei ber SiranS« 
formation ungeänbert bleiben. 

2. Sie ^rojectionen ber ßrümmungSlinien eines ßHipfoibS, fomie ber con» 
focalen fpl^ärifd^en ffegeljd^nitte (S)urd^bringungen einer ftugel mit 
confocalen Regeln) ftimmen t)ielfa(| mit ben ^rojectionen ber gurDen 
auf ber Sßeüenfläd^e überein; festere !önnen, menn man febe ^auptebene 
für fid| betrad^tet, einzeln als ^rojedionen eUipfoibifd^er ^ümmungS» 
Knien angefe^en werben. 

2)ie reellen gocal-Sinien ber oben betrachteten Segel, toüäft ben ©leid^ungen 
7) entfpred^en, Reißen bie fecunbären optifdjcn Sljen beS (SriftallS; fie 
treffen bie SBeQenflftd^e in 4 ju ben 9(;en f^mmetrifd^ gelegenen fünften, in 
loeld^en beibe SJläntel juf ammentreffen , mo alfo ein Übergang jlatifinbet bom 
Supern Z^eU ber f^rläd^e auf ben innern. 3ur SSeranfd^auIid^ung ift in gfig. 6 
ein Dctant ber SSBeflenPöd^e in ^araßelperfpectibe gejeidjnet, bie ©tredfen OA, 
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OB, OG fmb glci(5 bcn S^^alba^tn VliT V\ V~c~ beS 6r9änjung§cai»)foib§. 
AJA, BOi, B, GhC pnb ftrcife, unb bie 3 onbcxn ßurDcn in bcn 9ljen«gbencn 
gnipfen. 00, ift btc fecunbftte unb 00^ bie wa^re opttjd^e «je; 0,G 
iji bie gemeinf^Qftlid^e Tangente Dom ÄreiS unb t)on ber gllipfe in ber xz»®6ene. 
GM"MH ift eine fp^örifd^e ßuröe auf bem äußern SRantel, unb gm'"mh bie 
cortefponbirenbe eHipfoibifi^e ouf bem innern; bagegen ift OiM'MJ eine eHipfoibifdie 
ßutoe auf bem äugern 5KanteI unb o, m'mi bie entfptec^enbe fplftörifd^e auf 
bem innern. 

3n ber gigur pnb no(ä^ 2 »eitere 5ßaare bon ©urden geieid^net, bie pd^ in 
M'" unb m'" f^neiben. 

Um toeiter ju geigen, mie bie lEßellenfläcle au$ bem SrgttnsungSellipfoib 
entfielt, bient bie gig. 7. OK unb Ok pnb bie ©albajen eines ßentralfd^nittS 
öon E unb P ip berienige ^unft auf E, beften 3:angential«@bene parallel mit 
bem ßentralfd^nitt ip. ä'^el^t man nun in K unb k ebenfalls bie tangential- 
ßbenen Don E unb öerDoHftänbigt baS ^aralleleptpcb , fo pnb bepcn ffanten 
PMo unb PNo Sangenten ber beiben burt!^ P gel^enben ÄrümmungSlinien Don 
E. 5Han fäOe bon auf bie Jangential.gbene K baS gJerpenbüel OH' unb 
breite baS rciä^ttoinllige SreiedE OKH' in feiner @bene um 90^* nad6 OMN; bie 
Zangential'ßbene Don K, mläjt ber SSetoegung folgt, fommt in eine Sage, bie 
man pd^ fenfred^t }ur @6ene ber grigur beulen lann unb meiere burd^ MN gel^t. 
3n biejcr neuen Sage berül&rt pe bie SBeHenPöd^e in M , fomit ip ON paraflel 
mit ber Slormale in M. 66enfo föHe man auf bie Sangential-Sbene in k Don 
baS 5ßer})enbilel Oh unb breite baS red^tiDinHige 2)reied Okh in feiner @6ene 
aud^ um 90^, fo lommt eS nad^ Omn'; bie Sangential'gbene öon k, toeld^e 
ber Sewegung folgt, wirb bann burd^ mn' gelten unb ben innern ^Kautel ber 
SQBeDenPäd^e in m berühren. On' ip parallel ber 9lormaIe in m. |)ierauS 
folgt ber @a|: 

SBenn ein ^albmeffer OmM ber aBellenflädöe gegeben ip, fo 
erl^ält man bie 9lid^tungen ber 9lormaIen oon M unb m^ menn 
man an baS ^rgönjungSeUipfoib eine 3:angential'@bene legt, 
fenlred^t jum ^albmeffer, unb bon auS auf bie 3:angenten ber 
beiben burd^ ben ©erül^rungSpunlt P gel^enben ftrümmungSlinien 
^erpenbilel fällt. 

2)ie SBenü^ung ber ftrümmungSlinien be§ gllipfoibS ip fel^r geeignet, über 
Diele 6igenfdöaftcn ber SSBellenPäd^e Sluffd^lufe ju geben unb biefelben ber 9ln« 
fd^auung }ugänglid^ }u mad^en, mie aus bem golgenben erl^ellen wirb. 2)ie 
Sangential'gbene uon P werbe Don OM in Q gefc^nitten, bie 4 fünfte QSPs 
bilben ein ^ed^tedE; ip nun P ein JheiSpunIt bon E, burd^ meldten unenblid^ 
Diele ftrümmungSlinien gelten, alfo ber entfpred^enbe ßentralf^nitt ein ÄreiS unb 
OK = Ok = OM = Öm, fo faHen bie ^unlte M unb m auf 0^ unb OM 
wirb bie fecunbäre optifd^e 9lje OOj. S)ie gufepunfte S, s . . . fämmttid^er Don 
O auf bie Sangenten ber ÄrflmmungSlinien Don P gefällten ^erpenbifel liegen 
auf einem ftreis, beflen ©urd^meffer QP ip. ©ie bilben alfo einen Äegel jmeiten 
©rabs , beffen jweiter ff reisfd&nitt fenlred^t auf OP ip. 2)ie SBeüenpäd^e wirb 
bemgemäg in Oj Don unenblid^ Dielen Ebenen berül^rt, weld^e ben SrgängungS» 
leget umfüllen, unb ba bie gfocal-Sinien beS Settern fenfred^t pelzen auf ben 
ÄreiSfd^nitten beS grfteren, fo pnb OOj unb eine burd^ O2 parallel mit 00^ 
gejogene ©erabe bie §focal-Sinien beS Serü^rungSfegelS. 
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§. 2. 

SBcnn man, toic in bcr @inlcitung angegeben Vjl, für einen ^ßunftO im 
3nnern eines jtoeiajigen ßtiftalls baS ^oIarifationS»6flii)foib E' conftruirt, fo 
mirb barauS bie SBeOengefd^minbigleitdflöd^e abgeleitet, inbem man in O auf 
einem ßentralfd^nitt Don E' ein ^etpenbilel errid^tet unb barauf bie Entfernungen 
ON unb On gleid^ ben reci|)rofen SBert^en ber ig)attajen beS 6entralf(ä^nitt3 
abträgt. S)ie fünfte N unb n liegen auf ber SDBeDengefd&toinbigfeitSfläd^e , bcr 
erftere auf bem äußern SDlantel, menn ON > On ift, ber anbere auf bem innern. 
2Kan ^at nun folgenbe ©^ftem bon ©leid^ungen : 

1) Sax^ = 1 2) Sx^ = i- 3) S (v— a) x^ = o 4) S -/- = o 

V V *~~"a 

2 



a— b 
a— c 
z^ . b — c ^, X- . c — a 



5) (Sx^)^~Sx2 . S (b + c) x2 + Sbcx2 = o 6)-^ + ^- =o, x = o 



^ x^ b — a ^ Y^ c— b 

SluS biefen @Ici(^ungen gel&t ^eröor, bafe biejenigen ber SBeDengefd^winbig« 
leitsfläd^e, 4) unb 5) ganj öl&nlid^ aus bem 5ßolarifation§»6ttipfoib 1) unb einem 
Softem t)on concentrijc^en Äugeln 2) unb ßegeln 3) unb 4) abgeleitet werben, 
mie es bei ber SBeUenfläd^e l^inftd^tlid^ beS (SrgänjungSeQipfoibS gefd^ie^t. 2)te 
Äegel 4) [inb confocal, i^re gocal^Sinien entfpred^en ben älelationen 6), 7), 8); 
fie finb ebenfalls nur in ber xz«6bene reeH, unb in ben beiben anbern SI^en= 
ebenen imoginär. S)a fie bie grgönjungSfegel bon 3) pnb, meld&e E' in 
fpl^ftriftj^en guroen burti^fd^neiben , fo folgt barauS, ba^ bie ÄreiSfd^nitte ber 
Sedieren, meldte fenfred^t auf ben §focal»2{nien ber Srfteren ftel^en, parallel mit 
ben ffreisfd^nittcn öon E' finb. 

3für bie ^auptfd^nitte ber SBeIIengefd^tt)inbigfeitSflftd^e in ben 3ljen«6benen 
erl^ölt man aus 5) 

9) x = (y^ + z^ — a) (cy^ + bz^ — (y^ + z^)^) = o 

10) y = o (z^ + x^ — b) (az^ + cx*^ — (z^ + x^)^) = o 

11) z = (x^ + y2 >- c) (bx^ + ay2 — (x^ + y^)^) = o 

unb finbet, baß fie je aus einem ÄreiS unb bcr fju^punftluröc einer Sllipfc be« 
fielen, bereu Surd^fd^nittc in bcr xz^gbcnc reell unb in ben beiben anbern 
Ebenen imaginär finb. 

@e^t man ON^ = v^ unb On- = Vj, fo erl^ält man nad& 4) 

12) S -^- = 18) S -^^ = 
Vi— a ^ V2— a 

a>Vt>b>V2>c 

3cbe bicfer ©Icid^ungen fteflt für ftd^ einen ßegcl bor, bcffen gocafcfiinien 
ben ©leid^ungen 6) 7) 8) entfpred^en. S)a Se^tere v nid^t enthalten, fo finb 
alle biefe Äegcl confocal. S)ie reellen fjocal-ßinien 7) finb bie optifd^cn 9l£en 
ber aBeHengefd^toinbigfeitSfläd^e, ober bie toal^ren optifd(ien Sljen beS ©riftaHs. 
aOßeil aber no(| 2 5ßaarc imaginärer tSfocal«2inien Dori^anben finb, fo fann man 
l^ierauS fd^liefecn, bafe bie S5ßellengefd^minbig!eitsfläd^e im ©anjen 3 ^aare optifd^er 
Sljen l^at, moöon eines reell unb bie beiben anbern imaginär finb. 
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V — b V — c V — c V— a V — a v — b 

a— b a— c b — c b — a c— -a c — b 

Sliminirt man quS 2) unb 4) x, y, z, fo cti^ält tnon bic ©leid^utigen 14), 
mld)t bic 5ßroiedioncn bcr fp^ärifd&en ßutbcn bcr SBcDengcfd^toinbigfcit^fläd&e 
ober i^rcr 5)ur(|f(Jönitte mit bcn confocalen Regeln borftcllen. 

3n 8fig. 8) fteßt ACA baS crjic, A'C'A' ba§ jioeitc göipfoib unb bcr 

b^ 
Rrei§ bie iJugel bor , bcren ^affimeffcr toir glcid^ b fc^en , df o ift OA' = — 

b^ 11 

unb OC = — ober aud^ = — unb — , tocnn man b = 1 fejt. 5)en burd^ 

OK gel^enben ©entralf^nitt fann man fid6 fenfred^t jur @bene ber gigur benfen. 
®ie ^oIar«6bene öon K l^infi^tlid^ ber ßugel berül^rt E' in K' unb umgelel^rt be« 
rü^rt bie 5poIar»6bene bon K'E in K. ®a OH' fenfced&t \kf)t auf ber Songential- 
ebene KH' , fo ift bie jtoeite |)aIbore Ok beS ßentralfd^nittS KOk fenfreti^t auf 
OKH', unb meil OH fenfred^t jie^t auf ber SangentiaWSbene K'H, fo ift bie jweite 
Öalba^e Ok' be§ 6entralfd^nitt§ K'Ok' bon E' ebenfalls fenlred^t jur Ebene ber 
fjfigur, fönt alfo in ber Sftid^tung mit Ok jufammen. 9iad6 ber ©rel^ung um 
90° fommt K nad^ M auf bie SDBeDenflöd&e unb H' nad& N auf bie aBeKen« 
gefd^minbigfeitsfläd^e. 

3)ie tangential» ebene KH', toeld&e ber Setoegung folgt, fommt nad^ MN, 
fomit ift bie SBellengef^ioinbigfeitSfläd^e bie gufepunftfläd^e ber 
SOßellenfläd^e. 2)re^t man Ok in ber gbene MOk um 90\ fo fällt k auf 
m, unb bie SangentiatSbene bon E in k, tt)eld^e ber Setoegung folgt, wirb ben 
innern 3KanteI ber SBeßenfläd^e in m berttl^rem 

8fig. 7 ift bie :perfpectibifd&e 2)arfteIIung bon einem Stl^eil ber gig. 8 , unb 
e§ ift barauS ju erfel^en, toie oben fd^on nad^gewiefen tourbe, ba^ bie bon 
auf bie Tangenten PM^ unb PN^ ber ÄrümmungSlinien bon P auf E gefällten 
^et|)enbifel Os unb OS :parallel mit ben Slormalen ber SBeDenfläd^e in m unb 
M finb. 3Kan beftimme nun auf E' ben $unft ^\ beffen 3:angential=6bene 
parallel ber 6bene K'Ok' iji, unb jiel^e in P' bie beiben iangenten ber Ärüm- 
mungSlinien, tt)eld^e ben ^albajen OK' unb Ok' paraDel pnb. OP' ift parallel 
ber SangentiaKSbene K'H; alfo fielet OM fenfred^t auf ber Sangente ber ©inen 
bon ben beiben burd^ P' gel^enben ffrümmungölinien. SJrel&t man Ok' in ber 
ebene NOk' um 90^ fo faßt h' auf n, toeld^er gSunÖ auf bem äußern aWantel 
ber SBeflengefd^toinbigfcitSfläd^e liegt. 5)er 5ßunlt h' fielet ju k' in berfelben 
aSeiiel^ung toit H' ju K', b. ^. e§ ift Oh' . Ok' = OH' . OK' unb eine Sbene, 
meldte burd^ h' fenfeed^t ju Oh' gelegt tt)irb, ift 3:angential»ebene bon E. eine 
burd^ n fenfred^t auf On gelegte ebene berül^rt bie SBeHenflädJe in einem ^unft 
m' unb ber SlabiuS Om' ber le^tern trifft bie Sangente ber jmeiten bur^ P' 
gel^enben flrümmungSlinie fen!re(|t in S'. hieraus folgt ber ©a|: 

3ie]^t man brei parallele ebenen, wobon jtoei bie SBellen« 

läd^e (in M unb m') unb bie britte be§ ^ßolarifationS-eilipfoib 

m P') berül^ren, fo fiel^en bie nad^ ben 93erü]&rung§pun!ten ber 

SBellenflödöe gezogenen Labien fen!red^t auf ben Sangenten ber 

burd^ P' gel^enben ftrümmungSlinien. 

SDBir moHen nun annel^men, K'Ök' feien ein ftreisfd^nitt bon E', bann ift P' 
ein ÄreiSpunft, burd^ toeld^en unenblid^ biele ftrümmungSlinien ge^en, bie Sufe« 
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punftc ber auf i^re Sangenten gefättten ipeH)enbifeI liegen ouf einem ffrei§, 
beffen S)urd&mejjer P'.Q' iji, bie ißunfte N unb n fallen auf 0^ unb 00^ ifl 
bie malere optifd^e 21 je. 3)ie beiben tangential« ©benen ber SBellenfläd&e fallen 
in 6ine jufammen, mlä)t burd^ 0^ fenfre^t ju 00^ ge^t unb bie SOßellenfläd^c 
in bem ftteiS berührt, beffen 5)urd^mef}er OiG ift. 

2luf ber SBellenflädö^ liegen 4 ftreife, in »eld^en fie öon 4 
ebenen berül^rt »irb, »eld^e in ben ©nb^Junften ber maleren 
optif(|en 9ljen fenlred^t auf berfelben flehen. ®aS ©urc^mejferquabrat 

eine§ folgen ffreifcS ift = -^(a— b) (b— c). 

3n gig. 6 ift bie ipälfte 0,M'"G eines fold^en ÄreifeS, bejfen S)urd^mejfer 
OiG ift, perfpectibifcft gejeid^net; 0|6 ift bie gemeinf(|aftli(ä^e Sangente be§ 
ftteifeS unb ber (Sflipfe in ber xz»6bene. 

5Ra(!& bem Obigen ift bie SBeHengefti&winbigfeitSfläd^e Don ber au§ bem @r« 
gänjungSeHiploib abgeleiteten SBeHenflä^e bie fju^punttfläd^e. SBir bejeic^nen erjiere 
mit V unb bie 2e|tere mit W. 2)ie r^lääft V ift au§ E^ entftanben, inbem man 

auf einem 6entralf(^nitt, beffen ipalbajen OK' = V— unb Ok' = V — 

finb, in eine ©enfre(ä^te_errid^tet, unb auf i^r jmei fünfte N unb n 

beftimmt, fo bafe ON = Vv^ unb On = V^ ift , alfo gleid^ ben reciprolen 
SBert^en ber |)alba3cen. SWan fann aber au<ä^ au§ E' eine jmeite SBeHen» 
^&ä)t W ableiten, inbem man_auf biefer ©enf redeten jmei weitere fünfte N' 

unb n' annimmt, ON' =\/ — unb On' = \/ ^ierauS folgt, bafe 

W bie inderfe fjläd^e Don V ober burd^ Transformation mittelft reciprofer 
giabienöectoren aus V entftanben ift. 9lad^ ben Siegeln biefer SSermanblung 
entfprid^t einem ftreis auf W aud^ ein i?reis auf V, meldte beibe auf einem 
Äegel liegen, beffen ©pi^e ift; einer 33erü^rungSebene Don W entfprid^t eine 
burd^ ge^enbe ffugcl 3lun liegen auf W, toie auf jeber SGBeHenfläd^e , öier 
Äreife, in benen fie oon gbenen berüi^rt loirb, bie fenlre^t jur xz»6bene ftel^en. 
3n gig. 8 ift O^G ber Surd^meffer beS SBerü^rungSlreifeS bon W; ber ÄreiS 
B unb bie gllipfe A,Go finb bie S)urd&fd^nitte biefer gläd^e mit ber xz«6bene. 
0.,G' ift ber ©urd^meffer beS SSerü^rungSlreifeS bon W\ 2)er ftreiS B unb 
bie gflipfe A"G'' finb bie 5Durd^fd^nitte Don W mit ber xz^gbene. S)er iheiS 
B unb bie gujspunltfuröe A,Oi NG^ ber Mipfe AoG« getreu ber gläd^e V 
an. Sei ber Transformation oermanbelt fid^ bie gbene beS ÄreifeS OjG' in 
eine ffugel, beren S)urd^meffer OO2, ber JJreiS O^G' oertoanbelt fid^ in einen 
ftreis, beffen S)urd^mejfer O^G", toeld^er auf ber ßugel liegt unb beffen 
ebene ebenfalls fcnlred^t jur gigur ift. O^G' unb O^G" finb alfo 2 SreiSfd^nitte, 
beS ßegels. 33a bie Äugel V im ÄreiS O^G' berührt, fo mirb biefe glöd^e in 
bemfelben ÄreiS aud^ öon einem SiotationSfegel berül^rt. §ierauS folgt alfo 

5luf ber SOßellengefd^minbigleitSfläd^e liegen 4 Äreife, in 
benen fie bon 4 Äugeln berührt toirb, beren S)urd&meffer bie 
fecunbären optifd^en |)albajen finb. 

33ie 9lormalen, beren gu^puntte in einem fold^en Rreife liegen, bilben einen 
2)re§ungSf egel , beffen @pi|e bie 3Mitte biefer f)albaje ift. gin jmeiter Äegel 
berührt bie glöd^e längs beS «reifes, ber ©urd^meffer beffelben ift 
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V^a — b Vb — c 

' ^ V a — b + c 

S)ie 3flö(ä^c W tDtrb in 0^ bon einem fteflel jtoeiten ®tabe§ betül^rt, beffen 
gocaUinien O^F ober bie SSerIftngerung bon ÖOi unb OtF' fenhed^t auf OjR 
fteöenb finb. 5)ie »je biefeS ÄegelS ift olfo bie |)albirung8linie beS 5BinfelS 
FOiF' ; bei ber SranSfotmation bermanbeln fid^ feine @rjeugenben in ein ©Aftern 
Don greifen, beten gemeinfame ©el^ne 00^ ift unb mlä)t bie inberfe gflä(i^e beS 
Sangentenlegete bilben. Sie berührt V in 0^ unb fiat mit i^r ben Sangenten- 
fegel GOiR' gemein , bon bem fid^ leidet betoeifen lä^t, ba§ er bem erften ftegel 
GO^R gleid^ ift unb bafe beibe l^infid^itlid^ ber burd^ O^G gel^enben SEangential» 
@bene bon W f^mmetrifd^ liegen; lefetere ©erabe ift eine gemeinfame ßrjeugenbe 
beiber Äegel. 3rgenb eine burd^ OOi gelegte 6bene fd^neibct ben erften Äegel 
in einer grjeugenben OJ unb ben jmeiten in ber ßrjeugenben O^J'. 9lad^ 
ben Siegeln ber SronSformation burd^ reciprole Äabienbectoren finb bie SDBinfel 
JO^F unb J'O^O einanber gleid^, alfo l^aben O^J unb OJ' in Sejiebung auf 
bie Slje OO^F, ober, maS baf(elbe \% in Sejiel^ung auf bie burd& O^G gelegte 
3:angentiaK5bene (loeld&e jenfred^t jur gfigur ift) eine f^mmetrifd^e Sage. SDie 
gocaI«8inien beS ameiten flegete fmb O^F unb O^F" (SOßinfel GO^F" = GO.F'Or 
Ie|tere ©erabe ift bie 5RormaIe ber fturbe AoO^ NCo in Oi. f)ierauS folgt 
ber ©a^: 

3luf ber SBellengefd&toinbigleitSfUd^e gibt e§ bier auSge« 
jeid^nete ißunite — bie ©nbpunfte ber maleren ot)tifd^en 9ljen — 
in meldten beibe 9RönteI jufammenflo^en, unb meldte bie ©pi^en 
bon 4 S3erü]^rung§legeln yinti, beren SocaI«8inien bie toa^ren 
ot)tifd^en Sljen unb bie 5iormaIen beS in il^rer 6bene liegenben 
C)au»)tfd^nitt§ ber gläd^e finb. 

3n gfig. 9 ift bie SBeDengefd^winbigleitSfläd^e mit ben S)urd^f(3^nitten ber 
confocalen Äegel in ber xz»Sbene projicirt. Der f)auptfd^nitt in biefer @bene 
beftel&t au§ bem Äret§ BgOi LB, beffen ^albmeffer = b ift unb auö- ber gufe« 
punftenfurbe ber entfpred^enben 6Dip|e bon ber erficn SDBellenfläd^e , AGOj IC; 
beibe fdjineiben fid^ in 0^ , bem gnbpunfte ber »al^rcn optifd^en 31 je. GN"NH 
ift eine fpl^ärifd^e ßurbc auf bem äußern SWantel unb in" n"'l eine fold^e auf 
bem innetn. 5)iefe ßurben »erben nad^ ben ©leid^ungen 14 conftruirt. Um 
nun bie ßurbe gn"nh, b. f). ben 2)urd&fdi^nitt be§ Segels, auf meld^em bie erfte 
fp^ärijd^e ßurbe liegt, mit bem innem TOantel, ober bie ßurbe JN" N"'L, b. f). 
ben ®utd^fd^nitt be§ Äegel§, auf bem bie jtoeite fp^önfd^e ßurbe liegt, mit bem 
äußern SKantel, ju erl^alten, benü^t man als ^ilfsfigur bie fpl^örifd^en unb 
eüipfoibifd^en Sinien ber jweiten SBeßenpäd^e W, meli^e aus E' abgeleitet ift, 
unb bie fic^ mie in §. 1 angegeben ift, leidet conftruiren lajfen. ^a fie auf 
benfelben Äegeln liegen, xoit bie ßurben ber SBBeHengefd^minbigfcitSflöd^e, fo geben 
bie IRid^tungen Gg, LI aud^ in ber ^ilfsfigur bie 2)urdj|fd^nitte biefer Äegel mit 
ben f)aupl«66enen an. 6S feien 91" unb n ' jtoei fünfte auf bem äußern unb 
innem 9JlanteI ber Sedieren. Um bie entfprcd^enben fünfte N" unb n" ju er» 
l&alten, jiel&e man bie ©erabe ON" in ber glcid^en JRidijtung, tt)ie On"5l" in ber 
f)ilfsfigur, fo geben i^re 2)urd^fd^nitte N" unb n" mit ben fp^ftrifd^en ßurben 
GH unb 11 bie correfponbirenben 5pun!te an. 3luf biefe 9lrt Iaf[en fid^ alfo, 
ttjenn in gig. 9 nur bie fpl^ärifd^en Würben nad^ ben gormeln 14 gejeid^net 
finb, burd^ blo^eS 3i«^^ii bon parallelen 3labien OnN, On'N' ... mit ben ent- 
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ft)re^cnbcn »abicn bcr ©ilfsfigur OnS», On'9l' ... bic fünfte nn'^g einer 
cotrefponbirenben ßuröe auf bem innern ober N"N'"L einer fold^en auf bem 
äußern SKantcI conjiruiren. 9lad& ben ©efe^en ber SranSformation burt^ recit)rofe 
giabien ift ON . 05» = On , On, e§ wirb alfo 91 auf bem innern unb n auf 
bem äufeern SRantel ber jroeiten SBettenfläd^e liegen. 2)ie ©leid^ung lann §ur 
gontrole ber 6onfh:uction bienen, jur äuSfü^rung felbji reicl^t aber baS ange» 
gebene SScrfal^ren burd^ blofeeö 3'^^" bon 5paraflel«8inien l^in. 

Um bie @Iei($ung biefer Würben }u ertjatten, gel^t man Don ber %ejie^ung 

au§ (fSfig. 7 unb 8) OK' . Ok' . OQ' = -^ ober ON . On . ^^ = abc; 

betoegt [\ä) N auf einer fpl^örifd^en Surbe , jo ift ON conftant , alfo aud^ -^^ ; 
ba nun ber ^unft Q' auf bcr gu^punltflöd^e bon E' liegt, beren ©leidjiung 
S — = (Sx2)2 ift, fo mufe n auf ber i^r ä^nlic^n m¥ 

16) -^ S — = {Sx^ 

liegen, ®ur(% Elimination bon x, y, z au§ 4) unb 16) finbct man bie Sic» 
lationen für bie ^ßrojectionen ber ©c^nittturöen. 

Um bie ©urd^f^nitte ber confocalen Siegel mit beiben gläd^en, fotoo^I mit 
ber SBeDenfläci^e als auci^ mit ber SBeHengef^toinbigleitSflödde , auf bem SRobeü 
felbft ju jeid&nen, bient f olgenber Se^rfa^ : 

3tDei ^aare fid^ red^ttoinlHg fd^neibenber Äegel, beren gfocal» 
Sinien bie fecunbären (wahren) optifc^en 3ljen firib, fd^neiben 
au§ einem 9KanteIber SBellenfläd^e (SBellengefd^toinbigleitSflädöe) 
ein aSieredt auS, in bem bie Entfernungen bon je jmei ©egeneden 
einanber gleid^.finb. 

Ser IBeroeiS biefeS ©aje§ grünbet fid^ barauf , bafe bie nad^ jtoei ©egeneden 
gezogenen SRabien mit einanber benfelben SQBinlel cinfd^üe^en , toie bie ätabien, 
loeld^e nad^ ben beiben anbern ©egenedfen werben. 

Sei ber SBeDenfläd^e (gig. 6) ift MM'M'^M'" ein foId^eS SSiered MM'" 
= M'M"; ba MM" unb M'M'" fp^örifd&e (Suroen finb, fo ift OM = OM" unb 
OM' = OM"'; ferner SBinfcI MOM'" = M'OM" , woraus bie ©leid^^eit ber 
Entfernungen bon je jwei ©egencdEen folgt. S)iefe ©d^Iüffe laffen fid^ aud^ auf 
baS entfpred^enbe aSiered be§ innern 5KantcIS anwenben, inbem bie großen a3ud^= 
ftaben M burc^ m erfe^t werben; l^ier finb mm' unb m"m"' fp^ärifd^e Eurben. 
2)ie ©leid&öeit ber SQßinfel MOM'" unb M'OM" beruht auf einer gigenfd^aft 
confocaler fiegel, bie man leidet aus ben ©leid^ungen 12) unb 13) in §. 1 ober 
in §. 2 ableiten lann. 

S)a aber O^Oi aud^ eine fp^ärifd^e unb O26 eine eßipfoibifd^e ßurde iji, 
fo gilt bcr ©a| aud^ für baS SSicred 00:iMiG, b. ^. eS ifl MO., = O^G: 

J)ie Entfernung irgenb eines fünftes ber SBellenfläd^e bom 
gnbpunit ber fecunbären optifd^en Sl^e ift gleid^ bem 9lbftanb bcr 
3)urdöfd^nittSpun!te bon ber burd^ biefen^un!t gel^enben fpl^äri» 
fd^en unb elUpfoibifd^en Sinie mit einer f)auptebene. 

Um biefe ©d^Iüffe auf bie SBenengefd^winbigfeitSfläd^e (fjig. 10) ju über« 
tragen, barf man nur bie S3uG^ftaben M, m bur^ N, n erfe^en. ES ift alfo 
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NN'" = N'N", NOi=GK ober btc Entfernung irgenb eines ißunfteS 
ber SBenengef(^tt)inbig!eitSfIö(i^e bom Snbpunft ber toa^ttn 
optifd^en 9l^e ifi gleid^ bem Slbftanb ber beiben bur$ biefen^unlt 
gel^enben Sinien mit einer i^auptebene. 2)ie{e Sinien ftnb bie 2)urd^« 
fi^nitte ber confocalen jtegel mit ber glöd^e. 

2)ie pUftifii^e Sarftellung beiber ^l&äftn toirb mefentlid^ erleichtert 
imä^ bie ißroiectionen in gig. h 2, 3 unb 9, meldte bie 3)urd^fc]^nitte ber con» 
focden jtegel mit ben ^ä^en entl^alten unb mit beren |)ilfe ^ib anbere Surd^« 
fd^nitte mit beliebigen @benen leidet conjiruiren laffen. Um bie 6uröen auf ben 
SDlobeUcn felbfi anjubtingen, »erben bie beiben borl^ergel^enben ©ä^e bcnü^t. 
Sei ber SBeDenPäd^e mirb juerft ber ÄreiS OtM"'G gejeid&net, bie 5ßunlte H 
unb J lojfen fid^ au$ ben ^rojectionen beftimmen. 3)o MO2 = 0^6, fo liegt, 
ber $unft M auf einem Äreife, meld^er Don O2 (mit bem 3irt^0 öuf bem 3RobeII 
befd^rieben mirb. @r liegt aber augerbem no(^ auf 3 anbern ^eisbögen, meldte 
bon ben fünften A auf ber z- unb y«9tje, B auf ber x«Sje je mit ben f)alb» 
meffern 6J. HJ unb HOi gejogen »erben. @benfo berfä^rt man bei ben anbern 
5JJun!ten M' . . . S)ie nadd 6 , 0^ H gejogenen f)aI6meffer beftimmen auf bem 
innern SKantel bie ^ßunfte g, o^ , h, Don meldten aus l^ier fid6 in ä^nfid^er SBeif e 
bie fünfte m , m' . . . angeben laffen. 2)iefe8 ©erfahren finbet auc^ auf bie 
SBeDengefd&ttjinbigleitSfläd^e 2lntt)enbung unb bebarf JEeiner nähern ©rläuterung; 
man !ann l&icr Don bem ftrcife 02n'"G" ausgeben. 

3)ie ^rojectionen ber aBeDengefd^winbigleitSfläd^e in gfig. 12 unb 13 ent» 
fpred^en benienigen ber SBeHenflö^e in gfig. 2 unb 3 unb finb äl^nlid^ mie 
gig. 9 mit f)Ufe ber correfponbirenben ^rojectionen ber jmeiten SBeHenpäd^e W 
conftruirt. 

3)ie ©leid^ung §. 2, 4) pellt iugleid^ bie afpmptotifd^en ftegel ber confocalen 
^pperboloibe be§ @rgön}ung§»@IIip[oibd Dor, benn fe^t man auf ber redeten 
©eite biefer ©leid^ung 1 fiatt o, fo erl^ftlt man bie ©leid^ungen biefer confocalen 
glöd^en. @benfo ftellt bie ©leid^ung §.1,4) )ugletd^ bie af^mptotifd^en j^egel 
ber confocalen |)ljperboIoibe beS ^olarifation8«611ipfoibs Dor, weil man bie 
(Sleid^ungen biefer tH&ä)m erl^ält, »enn man auf ber redeten ©eite burd^ 1 
erfe|t. 

2luS bem Sorfle^enben er^ettt, ba| bei ber ©rjeugung biefer gläd^en 4 
©Qfteme Don j^egeln eine mid^tige Stolle fpielen, mel($en bie @Ieid^ungen 3) unb 
4) in §. 1 unb §. 2 entfpred^en unb Don benen befel^alb nod^ einige weitere 
ßigenfd^aften angegeben werben. 

1) S)ie ftegcl, weldje ba§ ÖrgönjungSeflipfoib in fpl^ärifd^en ©urDen fd^neiben 
(§. 1, 3). 3^re ftreisfd^nitte finb parallel benjenigen beS ErgänjungSeDipfoibS; 
bie ^antellinien eines fold^en jtegelS beftimmen in ber 2Be(Ienge[d^winbig!eitSfIäd^e 
jwei aiabien (ober jwei conjugirte SBeHengefd^winbiglciten), beren ißrobuct conjiant 
ift; fomit fd^neibet jeber Don biefen Äegeln aus ben beiben SWänteln ber glöd^e 
jwei inDerfe KurDen aus, b. f). woDon bie @ine burd& Transformation mittelft 
reciprofer SlabienDectoren aus ber anbern abgeleitet werben fann. S)ie Ebenen 
ber ftreiSfd^nitte, weld^e aud^ ju biefen Äegeln gehören, treffen alfo ebenfalls beibe 
SKöntel in inDerfen ßurDen. Der SeweiS folgt aus ben Sejiel^ungen biefer 
^ege( jum {Weiten ©Qftem. 

2) ®ie ßegel, beren gocollinien bie fecunbären optifd^en Sljen pnb (§. 1, 4) 
unb weld^e bie SBeUcnfläd^e in fpl^ärifd^en unb eüipfoibifc^en Kuroen treffen. ®ie 
SRantellinien eines fold^en ffegelS finb paxaDel mit benjenigen Normalen beS 



304 

@tg&n)ung§eQit)|oib§ , beten gfugpuntie ouf einet üttümmungdltnie liegen @te 
inb jugleid^ bie af9ni|)totifd^en jtegel bet confocalen $)9pet6oIoibe bed ^olati« 
Qtion§eQip[oib§ itnb jebe il^tet 3:angentiQle(enen btibet alfo in bem Se^teten 
einen @d^nitt Don conftantem ^nffaü (analst. @eom. beS Staumd bon Solmon 
§ieblet 1 Sit}!. ©. 216); ettiii^tet man im ajlittclpunlt eine ©enftcd^te auf bem 
©d^nitt unb ttftgt batauf 2 ©tteden ab gleidfi ben teci<)tofcn SSBettöen feiner 
^albajen, fo ift aud^ baS ^ßtobuct biefet ©tteden conftont. S^te 6nbt)unltc 
liegen auf ben beiben ^Ränteln bet SBeÜengefd^minbigfeitöfläd^e unb ba bie ftegel 
1) bie gtgänjungsfegel Don 2) finb , fo folgt batau« bie füt jene angegebene 
gigenfd^aft. 

3) S)ie ßegel, mläjt baS ^oIatifation§.gnipfoib in fpl^ätifd&en ftutöen 
f(ä^neiben (§. 2, 3). 3^te fttci8f(]^nitte finb paxaM mit benjenigen beS ^olati« 
f ationS-gllipfoibS ; bie SKantellinien eines fold^en ÄegelS beftimmen in bet SBellen« 
fläd^ie jtoei Slabien (obet 2 conjugitte ©tta^lengef^ttinbigfeiten) beten ^tobuct 
conftant ift u. f. tt. (toie in 1). 

4) S)ie Äegel, beten gocallinien bie toasten optifd^en Stjen pnb (§. 2, 4) 
unb tteld^e einen SKantel bet aSJeHengefd^winbigleitSpädJe in fpl^ätifd^en ©utben 
fd^neiben. Sie SJlantellinien eines fold^en fiegelS ftnb pataüel mit benjenigen 
Slotmalen beS ^oIatifationSeßit)foib§, beten Su||)unlte auf einet fftümmungSlinic 
liegen, ©ie pnb jugleid^ bie af^mptotifd^en ftegel bet confocalen f)5t)etboIoibe 
beS @tgön}ung§eIIi))foibS unb jebe i^tet Sangential^Sbenen bilbet alfo in bem 
Sejteten einen ©d^nitt Don confiantem Snl^alt, wotauS bie gigenfd^aft bet ftegel 
3) folgt. 

§.3. 

Sie ©tunblage füt bie Sti^eotie bet boj)peIten Sted^ung bilbet bie 216» 
l^anblung Don gteSnel (Memoire sur la double röfraction, Academie des 
Sciences de rinstitut de France, tome VII, 1827), beten |)auptgtunbjüge 
biet roicbetgegeben roetbcn. 3m ^a^x 1816 mad^ten ?ltago unb gteSnel bie 
gntbedfung, bafe jtoei fenfted^t ju einanbet <)oIatifitte Sidfitfttal^Icn feinen @influ^ 
auf einanbet ouSüben, untet Umflänben, mo geroöl^nnd^e 8id^tfttal&Ien intetfetiten, 
»äl^tenb bem man, fobalb i^te ^oIatifationS«@benen ein menig fid(> ndl^etn, bie 
bunleln unb l^ellcn Sänbet fie^t, meldte aus bem 3"[öntmentteffcn bet beiben 
©tta^Ienbünbel folgen, unb bie um fo beutlid^et »etbcn, je mel^t fid& i^te ^olati» 
fationS=@benen näbetn. JpietauS folgt, bafe jtoei fenfted^t ju einanbet polatifitte 
©Italien immct biefelbe Sid^t«3ntenfität geben, »eld^eS aud^ bet Untetfd(>icb bet 
bon i^nen jutüdgclegten SBcge ift, fomit muffen bie ^t^etmolecülc fenftec^t ju 
ben ©tta^Ien unb ted^tioinllig ju einanbet fd^toingen. ®enn, menn man bie 
DSciflation eines 9JloIecülS nad^ btei ju einanbet fenfted^ten Slid^tungen jetlegt, 
moüon bie etfte paxaM mit bem ©ttal^I ift unb bie beiben anbetn in einet 
ebene fenfted&t ju bemfelben ftattfinben, fo mug bie etfte Kompofante = o fein, 
meil fonft bie Sntenfität beS Sid^tS nid^t conftant fein fönnte füt jebe beliebige 
SRid^tung bet ^olatifationS=66ene. ipietauf bemeist gteSnel folgenbe 2 ©ö|e: 

Sei itgenb einem ©tiftem don SWoIecüIen im ©Icid^igemid^t unb loeld^eS aud& 
baS ®efe^ i^tet gegenfeitigcn SBitfungen jein mag, etjeugt eine fel^t Heine SBe« 
toegung eines SKoIecülS in itgenb einet SRid^tung eine giepulpöltaft , meldte in 
©töfee unb SRid^tung gleid^ bet Slefultante bon btei tRepuIfibftäften ifi, t)on benen 
jebe füt fid(> butd^ bie ^tojectionen bet utfptünglid^en 93cmegung auf btei tec^t« 
minfiige Sljen l^etöotgebtad^t wütbe. 
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^üt jiebeS SRoIecüI e^tfiiren btei ted^ttointlige 9H(i^tungen, toeld^e bie @igen« 
fd^aft l^aben, bag menn ftd^ bod SRoIecüI nad^ einet betreiben betoegi, bie Slefultante 
ber babutd^ bert)orgebta($ten Jhöfte bie gleid^e 9ti(i^tung l^at. SDiefe 9li(|htngen, 
OX, OY, OZ Reiften bie glofKcitatSajen, toeld^en brei etojiifd&e ftrftfte entfpreti^en, 

a > b > c. 

SBit nel^nten nun an, ein ^tl^ermolecül bemege fid^ in ber tRid^tung OH' 
gig. 8 unb fe^en ben jurüdgelegten SBeg = 1 ; ftnb « , /? , y bie coflnuS ber 
Sintel, toeld^e OH' mit ben 9(^n maä)t, fo fteQen biefe ®r5gen }uglei(^ bie 
^roiedionen ber ©ttedfen 1 auf ben 2ljen öot. ©obutdj »erben brei elojiifd^e 
ftrftfte J^erborgerufen, a«, bß , cy in ber SKd^tung ber Äjen, »eldje fidj ju einer 
SDlittelfraft 

1) f« = aV + bV' + cV' 
jufammenfe^en. 

@S feien x, y, z bie ßoorbinaten bon H' unb x', y', z' biejenigen Don K, 
femer wie oben ÖH'^ = v unb OK^ = r, f o tft 

2) „ = ^\/7 ß = -tV ' r = ^V^ 

dfo a««» + b*^* + c«/-* = V (x"» + y'* + z'*) ober 

3) f » = rv. 
hieraus folgt ferner, bofe bie elofttfd^e ffraft f bie Sid^tung OK l^ot, benn 

Slcl uß Cy 

bie ßofinuS ber SSMnIel, toeld^e pe mit ben Sljen bilbet, finb nad| 1. y"' T"' T"' 

wä^renb nad^ 2. 

a« hß cy 

V V V V V V 

aifo berl^alten pd^ jene ©opnuS »ie x' : y' : z' ; b. 1^. f l^at bie 9tid^tung 

t)on OK. 3)ie ^ßrojection Don f auf ber SRid&tung OH' ift = f V — = v. 

3)iefe ^rojection ober ©eitenfraft bon f ijl nun aDein mirifam j^infid^tlid^ 
ber gortpflanjung ber SBeIIen«@benc , »eld^e burd^ OH' gel^t unb fenfred^t jur 

gfigur fielet ; fie t^eilt il^r eine ©efd^toinbigleit mit = OH' ober V v , alfo ge- 
langt bie SQBeHe in ber 3eitein^eit nad^ NM, ba ON = OH' ift, unb berührt 
bie SBeDenfläd^e in M, »ttl&renb ON ein SabiuS ber SBettengefd^tDinbigfeitS- 
flödöe ift. 

S)a biefe ©eiteniraft gleid^ bem Duabrat bon OH' ift, fo nennt gfreSnel 
bie Sfläd^e, »eld^e ber ^ßunft H' befd^reibt, bie glaflicitätsflöd^e, ibre 
©lei^ung toirb erl^alten, wenn man bie ©oorbinaten bon K, x', y', z' auf OH' 
projicirt. 3)a x'a, y'/j, z'y biefe ^ßrojectionen finb, unb il^re Summe = OH' 
ijt, fo finbet man nad^ 2. 

4) v = a«2 + b^2+ cy2 für bie ©leid^ung ber glafHcitötSfläd^e in 
^olarcoorbinaten, ober 

5) (Sx^)^ = Sax^ in ^unftcoorbinaten, 
©e^t man in 4. — ftatt v, fo erl^ält man 



»Bflen, ©eontetrte. 
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6) — = a«^ + hß^ -f cy« für bie ©Icid^ung bc§ ^ßoIarifationS-gaipfoibS 

in ^olatcoorbtnaten, ober 

7) Sax^ = 1 in ^unftcoorbtnatctt. 
®ic anberc Sompofante bcr Äraft f paxaM mit KH' f)at leinen ginpufe 
auf bie gförtpflanjungSgefd^minbigleit ber SSBeHen, »eit fonfl nad& bem Obigen 
bie Sntenptät beS Si^tS don ^mei fenfret^ ju einonber polariprten Std&tjlra^Ien 
nid^t für jebe beliebige Sfid^tung ber ^oIarifattonS«6benen conftant fein lönnte. 
Um ju bemeifen, bofe bie elapifiä&e Äraft v ober bie ©ompofante öon f in bcr 
aiid^tung OH' gleid^ bem Duabrot ber SförtpPöttjungSgefd^mtnbigfelt ip, »eld^e 

tt)ir mit V v bejeid^nen, benü|t man bie gormel Don Ületoton, v= -^, 

worin v ba§ Duabrat ber gfortppanjungSgefci^minbigleit , e bie ©apicitftt be§ 
^tl^erS unb d feine Sid^tigfeit bebeutet, mel^e in allen SJlitteln al§ conpant an» 
genommen toirb. 3Ran tann au($ bie @d^mingungen etneS ^tl^rmolecüfö mit 



=.\/j: 



ber ^enbelbewegung bergleid^en, alfo bie gformel t = w V — anmenben , in 

mtläftt t bie @($mingungdi)eit , 1 bie ^enbellftnge unb g bie ©d^toere bebeutet. 
Sie Übereinpimmung berul^t barauf, baj5 bie elapifd^e Äraft, toeldje burd& bie 
SSetoegung eines $t^ert]^eil(|ens l^erborgerufen toirb, ber Entfernung beweiben 
t)on ber @leid^gekDtd^tdIage |)roporti(maI ip unb ba| beim fßenbel bie Semegung 
biefelbe ip, toie toenn anftatt ber @($mere im ^ittelpunlt ber @<i^n)ingung eine 
jhaft wirlte, beren ^tn^iel^ung ebenfaOS ber Entfernung proportional iff. 2)enft 
man fi(^ ferner auf ber Sinie ON eine gleite t)on ät^ermolecülen , mobon baS 
Ie|te in Nq feine ©(i^ttingung Beginnt, toenn baS erfte in bie feinige boHenbet 
l^at, fo ip ONq = A eine äBeüenlänge, unb toenn t bie Sd^mingungSbauer eines 

^tl^ermolecüte ip, t = :y^' 

greSnel l^at nun bie Analogie mit ber ^emegung einer fd^mingenben 
©aite iu f)ilfe genommen. @inb unb No bie beiben fepen ©nbpunftc ber« 
felben, fo bilbet pe ju irgenb einer 3^it biefelbe ©urbe, toie bie SSt^ermoIccüIe 
jtDifd^en ben nämlid^en fünften. 2Benn bei einer fd^toingenben @aite bie OScil« 
tationen ifod^ron fein foöen, fo mufe il^re fiftnge proportional ber Duabratmurjcl 
i^rer Spannung fein. S)a bie ©^»ingungen ber Stl^ermolecüle für eine be« 
pimmte §farbe in aDen SKitteln aud^ ifod^ron pnb, fo mürbe bie SEBellenlänge 
i unb alfo audd bie gfortppanjungSgefd^minbigleit ber Cuabratmurjel aus ber 
elapifd^en Äraft proportional fein, meldte ij^nen, mie bei ber ©aite bie Spannung, 
eine ^Bewegung mitt^eilt, paraflel mit ber SBeHenebene. 



3taä) §. 2, 4) ip bie @Ieid^ung ber SBeHengefd^minbigteitSpttd^e S 



x^ 



V — a 
= ober 

8) xMv — b) (v — c) + y2 (v-c) (v — a) + z^ (v — a) (v — b) = o. 

2)iefe ©leid^ung l^at in 93e}ie^ung auf v jmei SQßur^eln, toeld^e ben beiben 
S^albaim OH' unb Oh' beS Eentralfd^nittS ber 6IapicitätöPäd&e entfpred^en , ber 
burdd OH' fenfred&t jur Ebene ber gfigur ge^t. Stimmt man nun an, ba^ ein 
jmeiteS ^tl^ermolecül in ber Stid^tung Oh' fd^mingt, fo la^en pd^ alle biSl^erigen 
Sd^IüPe für baS erpe SJloIecüI aud^ auf baS jmeite anmenben. Segt man burd^ 
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h' eine jtöeite gbene fenfted^t ju Oh', fo wirb jte E in k*' berül^ren unb Ok" 
ift bie Xiddiung einet gioeiten elaflifd^en Jhaft, tnelci^e butd^ bie[e neue SSibration 
^eröorgeruf en »irb. Sl^re ©omjiofante in ber gKdJtung Oh' ift = Oh' ^ unb 
etjeugt eine SBeDe, f^neüer ate bie erpe, »eld^e in ber 3^tt^i«^^it nad^ nm' 
fommt unb paxaM mit ber erjien ift. 

ßunäd^ft bemeiß nun fSftednel, ba^, toenn man bur^ eine beliebige 
©ii&mingungSri^hing OH' eines Sfttl^etmolecüfö einen fold^en ßentralf($nitt ber 
61afticitat§fläd^e legt, Don bcm OH' eine |)albaje ift, bie gbene Don OH' unb 
ber entft)red&enben eIojiif(|en ftraft OK fenfred^t ouf biefem ©entralfd^nitt fielet, 
meld^er SäemeiS l^ier, aber in anberer gform^ ret^robucirt mirb. @S feien 1, m, 
n bie SKd^tungScofinuS bon ON, »äl^renb toie oben «, ß, y biejenigen üon OH' 



unb 



aa 



f 



er 



bie ))on OK ftnb. SJlan l^at f olgenbeS ©Aftern t)on ©leid^ungen : 



f f f 

9) 1« + Di|3 + ny = o 

«2 + |S« + y«=l 
^ + bj3^ + C/* = V 



aa 



10) Id« + md^ + ndy = o 
ad« + W|5 + ydy = o 
aada + b^djS + c?'dy = o 
11) U' + m^' + ny' = o 
aa' + P^' + rr' = 

aaa' + b/SjS' 4- Cyy' = O 

V Sie erfte ber ©leid&ungen 9) befagt, ba§ bie Sinien OH' unb ON auf 
einanber fenbed^t ftel^en, bie jmeite ift bie betannte Stelation stoifd^en ben Slid^tungSi' 
cofinuS einer (Beraben, bie britte ift bie ^ülorgleid^ung ber Slafticittttsfläd^e. I)ie 
©leid^ungen 10) »erben aus 9) burd^ 2)ifferent)iation abgeleitet. 3)aS gleid^« 
jeitige 99e{te]§en ber Stelationen 10) ift an bie Sebingung gebiüpft. 



12) 



1 in 



a 



= O 



n 

7 
a« hß cy 

@oQen bie @Ieid^ungen 11) mit einanber bertrdglid^ fein, fo mu^ bie gleid^e 
SSebingung erfüllt »erben; biefelben jeigen, bafe bie ©erabe, bereu SHid^tungS- 
coftnuS «', ß\ f ftnb, fenfred&t fte^t auf ON, OH' unb OK, alfo liegen biefe 
3 ©erabe in einer @bene. S)a aber bei ber S)ifferenjiation ber britten ©leid^ung 
9) bie SRid^tung Don v als conftant angenommen »urbe, fo ftnb i»ei unenbli(| 
nal^e S3Jert|e bon OH' einanber gleid^, b. 1^. OH' ift eine ^albaje beS ßentral« 
fd^nittS ber ©lafticitätsfläd^e , beffen 6bene fenlred^t auf berjenigen jener 3 ©e- 
raben jte^t 



S)ie Äid^tungScofinuS ber jtoeiten 9lje Oh' 
alfo «', ß\ 7*, ober nad^ 12) 



13) 



n m 

7 ß 



In 

a y 



v^ beS ßentralfd^nitts finb 
m 1 

ß a 



3)em in ber JRid^tung Oh' fd^ttingenben Stl^ermolecüle cntfprid^t eine jtoeite 
elajKfd^e ftraft f in ber «id^tung Ok" 

14) f 2 = aV2 + b2/3'2 4. cy'2 



S)ie Siid^tungScoflnuS berfelben finb 



aa' b^' 



cy' 
^; i^re Sompofante 



Oh'^ = v^ »eld^e bie fd^nellere SBeDe nad& n trabt, ift gegeben burd^ bie 
©leid^ung 

20* 
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15) v* = a«'* + b^'' + cr'^ 

@rfe^t mon aUx bie le^te bet ®Iei(i^ungen 9) bUT(| bielenige bed ^olari» 
fation8*@IItpfoib3 6), fo ffai man in ben legten bet ®(ei(!^ungen 10) unb 11) 

a, b, c mit — ,^r-, — ju üertaufd^cn , bic übrigen bleiben ungeönbert, unb 

cl D C 

jlatt ber 2)tietmtnanten 12) ttf)IÜi man 

16) 

aar. 

= 



1 


m 


n 


a 


ß 


r 


a 


ß 


7 


a 


b 


c 



@d gelten ^ier alfo biefelben @(i^IUffe, unb bie ©ubbetenninanten in ben 
gformeln 13) bejiel^en jtd^ oud^ auf bie ^albaje Ok' beS ^oIatifotion5»6ni<)foib§, 
beten SHci^tung mit Oh' jufammcnfällt. OK' ift alfo bie etffe ^albaie. 

3)ie weitete gftage, toatum bie SSßellenebene , m^t butd^ bie Sd^mingung 
eines ätl^^tmolecüfö in bet Slid^tung OH' entRelftt, fenfted^t ift jut (Sbene öon 
OH' unb bet entfpted^enben elapifd^en Ätaft OK, beanttoottet f^teSnel folgen» 
betmagen: SSßenn man ein Softem bon Si^ttoeQen annimmt (bie eben unb Don 
unbeftimmtet SluSbel^nung l)otauSgefe|t metben), loelti^e fid^ in bem ÜJlittel fott» 
pflanzen , beffen (SlafticitSt bad @efe|^ befolgt , toeld^ed butd^ bie (Slafticitätdflöd^e 
teptäfentitt mitb, unb butd^ i^en 9RitteIpun!t eine Sbene legt, paxaUtl mit ben 
SBeQen, fo mitb man von ]ebet 6;om|)ofante fenfoed^t }u biefet Sbene annel^men 
mttflen, ba^ fie leinen Sinflu^ l^abe auf bie fifod4)fian)ungdgef(i^tt)inbigIeit bet 
SBeDen. 2)ie elajtifd^e jhaft, toeld^e butd^ S^mingungen pataM mit einem 
bet Siabienbectoten biefeS Senttalfd^nittS etjeugt mitb, fann immet in iioei anbete 
jhäfte jetlegt metben, mobon bie eine paxaM, unb bie anbete fenfted^t }um 
9labiu§t)ectot ift: bie etfte ift gleid^ bem Duabtat beffelben; ba bie jmeite nut 
füt 3ttJ^i befonbete Sagen auf bet gbene beS 6enttal{i|nittg fenfted^t fielet, fo fann 
man fie im allgemeinen in jmei anbete Ätöfte jetlegen, bie eine in bet 6bene 
unb bie anbete notmal ju betfelben. S)iefe übt leinen ©nflufe auf bie gfott« 
pflanjung bet SDßeHen auS; anbetS betl^ält eS pd^ abet mit jenet, meldte man 
mit bet etften Kompofante, bie pataHel mit bem SlabiuSbectot ift, combiniten 
mü^te, um bie ganje elaftifd^e fftaft, meldte in bet SBeHenebene ettegt toitb, 5u 
^aben. 

gilt biefen allgemeinen gall toöte bie elafiifd^e fftaft, meldte bie SBcHen 
beioegt, nid^t ben ©^toingungen |)atanel, bie fie etjeugt l^aben, mobutd^ in ben 
©d^toingungen , bie bon einet SQBeDenfd^id^te jut anbetn fid^ f ottpflanjen , eine 
gtabueHe aSetänbetung il^tet SRid^tung, unb fomit aud^ bet Sutenptät bet elaftifd^cn 
Ätaft, toeld^e fie l^etbottuf en , etjeugt »ütbe, toaS bie S3eted(|nung il^tet gott« 
Pflanzung fel^t fd^toietig mad^en, unb bie Slnmenbung be§ gemöl^nlid^en @efe^e§ 
betl^inbetn mtttbe, monad^ bie gfottpflanjungggefd^minbigleit bet Cuabtatttutjel 
bet l^etbotgetufenen Slafticität propottional ijl, bon bem nad^getoiefen toutbe, 
bag e§ nut füt ben §all pagt, mo bie Sd^mingungS« unb bie SlafticitätStid^tung 
bon einet SBeHenfd^id^te jut anbetn conftant bleiben. 

3iun gibt eö in jebem Kenttalfd^nitt jtt)ei §u einanbet fenfted^te Slid^tungen 
(OH' unb Oh') bon bet Sigenfd^aft, bafe fid^ bie butd^ Sd^wingungen pataflel 
mit il&nen ettegten elafti[d^en Ätäfte (in ben 3iid&tungen OK unb Ok") in j»ei 
anbete jetlegen laf[en, mobon bie eine patattel unb bie anbete fenfted^t ju biefet 
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« 

SKd^tung ijl, unb tt)o bann bic itocitc ®om<)ofante fenfred^t jur 66enc bcS 
@enttal)d^nttt§ ifi, \o ba^ bie @(i^tDingungen audfd^Iiepd^ burd^ eine elafttfd^e 
^raft fortget)fIanit toerben, meldte t|nen parallel i[t, unb bie alfo auf bem ganzen 
SBeg bie nttmli(|e Sftid^tung unb äntenfttdt beibel^ftlt. äBeld^ei^ nun aud^ bie 
JRid^tung bet einfaHenben ©d^toingungen fein mag , fo töirb man fie ftets nad^ 
biefen jmei ju einanber fenfred^ten Slid&tungen in bet @6ene beS ©entralfd^nitts 
jeriegen lönnen unb fo bie Slufgabe auf bie Sered^nung x^xtt gortpflanjungS» 
gefd^toinbigleiten paraÖel mit biefen 2 SHd^tungen )urüdfttl^ren lönnen, toeld^e 
^eted^nung (eid^t ju mad^en ifi nad^ bem ^rincip, ba^ bie t^ortpflanjungS- 
ge[dött)inbig!eiten ben Quabratmurjeln ber entfpred^enben elaftifd^en ffräfte pro« 
portional finb, »eld^eS fid^ in biefem §faK ftreng onmenbcn lä^t. 

3n_bem red&toinHigen ©teied OKoHo (gfig 8) ift OK^ gleid^ ber ftraft 
f = Vrv (§. 3, 3); OHo = v, alfo K^E, = Vv (r— v). 2)ie ßoorbinaten 
öon f finb a« , hß, cy; bie SRid&tungScofinuS öon OH^ ftnb tt, ß, 7 unb bie- 
ienigen Don Kq Hq 1/ m, n, Sfflenn man bie brei Seiten biefeö ®reiedt§ auf 
bie äjen projicirt, fo erl&ält man foIgenbeS gormelnf^fiem : 

1) (a— v) a = Vv (r — V) 1 2) a^a^ + b¥' + cY = rv 

(b— v) ß = V y (r — v) m 3) a« + b/3 + cy = v 

(c— v) y = V^v (r — v) n 4) a«l + bßm + cyn = V v (r — v) 

5) 1« , m« , n^ _ 1 



(a — v)^ (b — v)^ (c — v)^ V (r — v) 

a — V b — V c — V 

3) iji abgeleitet auS 1) burd^ 9WuItipIi!ation mit «, ß, r unb SBerüdffidJtigung 
Don la + m/? + ny = o; 4) burd^ beiberfeitige 9WuItipIifation mit 1, m, n, 
ebenfo 6) , nad^bem man borl^er mita — v, b — v, c — v biölbirt ^at. 5) 
etl^ftö man au§ 1) burd& Duabriren, mit 3*üdfid&t auf a^ + ß^ -{- y^ = l. 
3) ift bie @Ieid(|ung ber @lajiicität§fläd^e unb 6) biejenige ber SBeffengefd^minbig- 
feitsfläd^e, je in ^olarcoorbinaten. 

7) 1 VT — X = VT^T . a 8) X ^ I -/ - 

m V_Y_ — y = Vr — V . ß a— r a— v^^ 

nVv— z = Vr — v.r y ^ "^ y— 



b — r b — V 
z n 



c — r c — V 



VT 



9)S— — = 
^ a — r 



^ßrojicirt man bagegen_bie brei ©eiten beS rcd^twinfßgen S)reiedES OMN 

auf bie 9tjen, OM = VT, ON = VT, MN = Vr^~v ; 1, m, n finb 
bie gHc^tungScofinuS Don ON, a, ß, y biejenigen Don MN unb x, y, z bie 
©oorbinaten bon M, fo fo mmt ma n auf bie gormeln 7), aus toeld^en man 8) 

ableöet, inbem man für Vr — v feine SBertl^e au§ 1) fe^t , unb einige leidste 
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Kebuctionen Domtmtnt. S)utd^ Cuabttren bon 8), beiberfettige SMtipKtation 
mit a (a — r), b (b — r), c (c — r) unb inbcm man für 1, m, n il^re 
äßertl^e au§ 1) fe^t, finbet man 9) ober bie (Bleid^ung ber 9BeIIenfI{U(l^; bte 
Formeln 8) !önnen aber anüf aU ®Iei(|ungen biefer gfläd^e angefe^n »erben. 

10) « = VF=^^^^- 11) S ^' ^ 



a — r ^ (a — r)^ r — v 

ß = Vr"^^^ ^ 12) S — — = 1 

^ b — r ^r — a 



z 



r = \^T — V 

c — r 

2)ie Formeln 10) erl^ält man inxif (^Kombination oon 1) unb 8); burd^ 
Dabriren berfelben entfielet 11); projicirt man bie ^rojectionen x, y, z üon OM 
auf MN, cx -f ßY + rz = — MN, fo finbet man auä 10) bie (Sleid^ung 12), 
meldte ebenfalls bie äBeHenfläd^e repräfentirt, benn burcj^ Kombination berfelben 
mit Sx^ = r lommt man auf 9) jurüd. 

2)ie ®Ieid^ung 6) lägt ftti^ anif in biefen t^ormen fd^reiben: 

13) V (b-v) (c-v) + m^ (c— v) (a~v) + n« (a— v) (b-v) = o 

14) v^— V I l^b + c) 4-m^ (c + a) + n^ (a + b) | + Pbc + m^ ca + 

n^ab = 

(12 JJ.2 ^2\ 

©inb Vi unb Vj bie beiben SSBurjeln, fo ift 

16) Vi + Vj = a + b + c — aP — bm^ - cn^ = P (b + c) + m^ 

(c + a) + n'^ (a + b) 



17)v,v, = abc(^-^-+ ^ +-J 



18) P(b~v) (c — v) + m-(c — v) (a — v) + n2(a— v) (b-v) = 

(v—v,) (V— Vj) 

3n biefer ibentifd^en ©leid^ung !ann man für v beliebige SBertl^e annel&men, 
alfo ber Sleil^e nad^ s., h, c bafür fe^en, unb erl^ält bie 9lelatbnen 

,Q^ 12 _ (a— Vj) (a-v,) ^2_ (b-vj (b— Va) o _ {c-y,) (c-^y^) 
^ ~ (c-b) (c— a) ~ (c— b) (a— b) ^ ~ (a— c) (b— c) 

SBenn biefe SBrüd^e pofitib fein foHen, fo mufe a>V2>b>Vi>c fein, 
bie ©efd^winbigfeit ber fd^nefleren SBeHe ift alfo nie Heiner unb bie ber lang« 
fameren nie größer afö bie mittlere SBeHengefd^winbigfeit. 

2)urd^ Kombination biefer ®(eid^ung mit 5) finbet man 
20) V, (r,-v,) = (--=IlH^Z:^-Zli) V, (r,-v,) 

_ (a— Ya) (b— Yj) (c— Yt) 

imb 'bütä) (Sombinatton tion 19) unb 20) mit 1). 
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^iw 2 ^ (a-Va) (b-vj (c — V,) 2 _ (b-V2) (c-Vi) (a-Vi) 

^ ' (vi-v,) (b~a) (c-a) ''^ - (v,-v,) (c-b) (a-b) 

2 _ (c— V2) (a— Vi) (b-v,) 
^i (vi-v.,) (a^c) (b-c) 

Sicfc ©Icid^ungcn bcpimmcn bic Sage einer 5ßoIttrifatiottö»66ene hnxä) bie 
aSertl^e ber beiben conjugitten SBeHengef^toinbigfeiten; ixxxä) SUertoed^Slung bet 
©uffije etl^ält man bie Sage ber anbern. 

2)ie ©leid^ung ber $poIarifation§.®6ene OMN (Sig. 8) felbft , »eld^e einen 
©tral^I OM unb bie 5RormaIe ON ber jugel^örigen SBeffe ent^K, ifi 

22) (b-c)^ (a-v) ^ + (c-b) (b-v) ^ + (a-b) (c-v) ^ = o 

3)ie ©oorbinaten x , ^ z bc§ ^nlteS M beftimmen fxä) au§ 8) unb bie- 

ienigen Don N finb 1 V v , m V v , n W, »orauS fi(^ bie ©leid^ung 22) 
unmittelbar ergibt. 

3n ber SRid^tung ON finb aber jtoei SBeDengefd^tpinbigfeiten ON = V v, 

unb 0N = Vvj bereinigt, alfo gelten burd^ ON jtDci ^oIarifationS«@benen 
OMN unb OM'n; il^re ®Iei(^ungen finb: 

23) (b-c) (a~v,) -^ + (c-a) (b-v,)i + (a-b) (c-v,)-^ = 

(b-c) (a-v,) ^ + (c-a)^b~v,)-^ + (a-b) (c-v,) -^= 

@ie ftel^en auf einanber fenfred^t, benn burd^ 2RuItit)Iication ber 6oef ficienten 
Don X, y, z in 23) unb 24) erl^ält man mit SerüdEfid^tigung Don 19) bie 
Sbentität 

(b-c)2 (b-a) (c— a) + (c— a)^ (c-b) (a— b) + (a— b)^ (a— c) (b-c) = 

gür bie Sftid^tungScofinuS «, ß, y ber ©d^toingungSrid^tung MN im fünfte 
M gilt nad^ 10) bie ©leid^ung 

24) (b-c) ^+ (c_a) X + (a-^b) ^ = 

toeld^e ebenfalls bie 5poIarifationS»@6ene OMN repröfentirt. 

S)ie ©leid^ung ber SBeHenfläi^e ifi (§. 1, 12) Sx^ , Sax^ — Sa (b + c) x^ 
+ abc = 0. Solan feje nun toie bisher 

Sx^ = r Sax^ = * (a— b) (b— c) (c— a) = D 

fo ijl 25) x^ = ^ (b-c) (r— a) («— bc) y' =-^ (c-a) (r— b) («-ca) 



z^ = -=r- (a— b) (r — c) (? — ab) 



x^ 



alfo 26) S . = 
' ^ « — bc 

®ie^ ift eine toeitere gorm für bie ©leid^ung ber SBeSenfläd^e. 
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§. 5. 

Surfaces polaires reciproques*) ober 9lccit)roIaI-SIä(jJcn ftnb jtoci fold^c 

^läd^en, bei toAdftn bie fünfte ber Sinen bie $oIe bet SangenttQ(«@benen ber 

Änbem in SBejiel^ung auf eine btitte ^lii^t jtoeiter Orbnung finb. 5)a nun 

(gfig. 8) E' ber $o( ber 3:angential-@6ene Don E unb umgefel^rt K ber $oI 

ber Stangential'Sbene Don K' x% l^inftd^tlid^ ber ßugel Dom ^albmeffer 1, meU^e 

bie britte plä^e ijt, fo folgt barauS, ba| bad SrgänjungS' unb baS ^olart« 

fationS'SDipfoib 9lecipro!aIfIäd^en finb j^infid^tlid^ biefer ^ugel. Sei ber 3)re]^ung 

ber gfigur K'OK unb ber beiben StangentioWSbenen K'H unb KH' um toirb 

in ben reciprolen Slelationen ^infi(J^tIi($ ber ftugel nid^t§ geänbert, E' mirb immer 

ber ^ol öon EH' unb E ber ^ol bon E'H bleiben. 3n bem fpecieüen SoO, 

menn bie 3)re^ung 90" beträgt, fäflt EH' auf MN, bie ißoIar-Sbene EH »irb 

bie 3:angentia^@bene ber SBellenßöd^e in M. E'H mirb in bie Sage 33131 

fommen, b. 1^. bie ^oIar-@bcne E'H »irb Songential-gbene einer jweiten SBeHen» 

flä(3^e, bie aus bem ^olarifationS-SHipfoib abgeleitet i^. 3St ifi ber Säerül^rungS^' 

i)unlt* 2Benn man bem fünfte E' Derfd^iebene Sagen gibt auf bem ^olart« 

jationd'SHipfoib, fo erl^ält man mi^ unb nad^ aSe Xangential-iSbenen ber erften 

SBeÜenfläd^e , meldte an bie 2:angential-@benen ber jioeiten äBeOenflftil^e fo ge* 

bunben finb, ba^ bie Sinen bie ^ole ber SInbern entl^alten unb umgelel^rt. f)ierau3 

olgt: 2)ie au§ ben beiben Sllipfoiben abgeleiteten SBellenffäd^en 

inb 9lecit)roIaI'f$fIft(i^en l^infid^tlid^ berftugel bom^albmeffer 1. 

©inb X', y', z' bie carteftfd&en goorbinaten beS ^unftS E' (gig. 8), fo ift 

bie ©leid^ung ber ^olar^ßbene EH' xx' + yy' + zz' = 1 unb bie abfd^nittc, 

« 111 

meldte bie ^oIar»6bene auf ben Sljen mad^t, finb Don aus gered^net —r—r—rl 

fe|t man nun x' = — A, y' = — B, z' = — C, fo ftnb A, B, G bie 
^lüdEer'fd^en ober gbenencoorbinaten Don E*. 3ft F (x, y, z) = o bie 
®Ieid^ung ber f^Iäd^e, auf meld^er E' liegt, in Sartefifd^en Soorbinaten, fo ift 
F (— A, — B, — C) = bie (Sleid^ung ber «eciprolalfläd^e , auf »eld^er 
E liegt, in ^Ittcfer'fd^en ßoorbinaten unb umgetel^rt. ÜRan ^at alfo folgenbe 
3ufammenfieIIung 

1) Sax'^ =1 3) S— = 1 

^ a 

2) SaA^ = 1 4) S^ = 1 
^ ^ a 

1) unb 3) finb bie ©leid^ungen beg ^ßoIarifationS- unb ©rgänjungSeHipfoibS 
in ©artefifd&en, 2) unb 4) in püdfer'fd^en ©oorbinaten. 

$ lud er fanb }uerft eine einfädle Ableitung Don ber ©leid^ung ber SBeDen» 
fiad^e, ba e§ gfreSnel nid^t gelang, bie ®Ieid^ung ber 2BeIIengefd(|tt)inbigIeit§» 
P(|e in bieienige ber SBeO[en|[öd^e ju tranSformiren unb Ampere erft im 
gal^r 1828 bur^ fel^r umfiänblid&e ßliminationen baju !am. Gebeutet nämlid^ 

V V ben reciprofen SBertl^ einer f)albaje Don bem ßentralfd^nitt E'Ok' (gig. 8) 
beS ^olarifationS-ßllipfoibS , beffen Ebene ber ©leid^ung Ax + By + Gz = o 
entfprid^t, fo ^at man bie aus ben ßigenfd^aften ber gllipfe leidet abjuleitenbe 
{Relation 



*) 3u öergletci&en: S)tc «bl^anblunö ö. ^lüder (dreKc 1839). 
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5) (v~b) (v— c) A^ + (v— c) (v— a) B^ - (v-a) (v— b) C^ = o 
2)te 6eiben Sur}eln biefet in v quabratifd(ien @Iei$ung geben bie Ouabrate 
bet teciprofen SSBert^e OH' unb Oh' ber S^aVbaitn be§ ßenttalfd^mtts. Gebeutet 

nun V V jugleidj ^^« Stbjlanb bet parallelen @bene Ax + By + Cz + 1 = o 
öon 0, fo ift V = A 2 I p8 I p2 ' tooburd^ fid^ bie obige ©leid^ung Der- 

»anbelt in 

6) (bcA^ + caB* + abC^) (A« + B^ + C^ — [(b + c) A^ 

+ (c + a) B^ + (a + b) CT + 1 = o _ 

S)ie6 ift bie ©leid^ung ber glöd^e, weld^e öon ben 66enen im Slbjianb V v 
uml^üat tDirb, b. 1^. ber Dom @rgöniung§»6IIi|)[oib abgeleiteten SßeHenfläc^e, unb 
itoar in ^lüder'fd^en ßoorbinaten. ßrfe^t man A, B, C burd^ x, y, z, fo 
i^at man nad^ bem Obigen bie @Ieid(|ung ber äleciprolalflöd^e l^infid^tlid^ ber 
ftugel Dom ^albmejfer 1, b. 1&. ber Dom ^ßolatifations * gllipf oib abgeleiteten 
jweiten SEBellenfläd^e in ©artepfd^en ©oorbinaten; bie^ ift bie fjläd^e, »eld^e ber 

^unlt 9M befij^reibt. grfejt man nun toeiter a, b, c bur<j^ — 'TT' — ' ^^ 

erl^dlt man 

7) Sx^ . Sax2 — Sa (b + c) x^ + abc = o 
b- ^. bie gefud^te ©leid^ung ber erfien SBeDenpäc^e , »eld^e Dom ©rgänjungS- 
(Sntpfoib ^errül^rt. 5IWan lann aber aud^, um bie Sejiel^ung imifd^en 2 Sleci» 
profaipad^en ju ermitteln , ftatt ber Äugel Dom ^albmejfer 1 eine anbere gläd^e 
jmeiter Drbnung, j. S. bas ßflipfoib 

2 2 2 

8) :r^ + ^7= + r^ = 1 iu ©runbe legen. 
V bc V ca V ab 

Sinb x\ y\ z^ bie 6oorbinaten beS ^unlteS M auf ber gläd^e 7, fo 
entf)>rid^t ber ^olar*@bene Don M als $oI in 99ejie]^ung auf baS (SOipfoib 8) 

XX ^ VV ^ ZZ "^ 

bie ©leid^ung ^ . + // + r-;-— = 1 ober in ^lüdfer'fd^en ßoorbinaten 

V bc V ca V ab 

2 8 

Axi + Byi + Cz' = l. ©e^t man nun in 6) A2 = |-,B=* — ^ 



bc ca 



z^ 



C^ = -r , fo lommt man auf bie ©leid^ung 7 jurfidf. 

f)ierauS folgt ber @aj: bie SBellenfläd^e ift i^re eigene 3Jeci« 
t)ro!aIfIäd^e ^infid^tlid^ beS gllipfoibd 8). 

Um bie 2 gebrod^enen ©tra^Ien )u beftimmen, »eld^e im S^riftaU entftel^en, 
menn er Don einem Sid^tftra^I in irgenb einem ^un!t auf einer beliebigen 
Seitenfläd^e getroffen mirb, conftruirt man junäd^ft eine jtugel, beren SOtittel« 
punit unb beren ^albmejfer = 1 ift, inbem man bie ©ejd^minbigfeit beS Sid^tS 
in ber Suft = 1 annimmt. Sann toirb ber Sid^tftral^I bid )um }meiten Durd^' 
jc^nitt mit ber jtugel Derlängert, l^ier eine Xangentia(*@bene an Se^tere gelegt, 
meldte bie griftaUflftd^e in einer ©eraben G fd^neibet. g0 fei 0' ber $unlt, 
in tocld^em 6 Don ber 6infall§*@bene ge|d^nitten wirb. 9lun beftimmt man bie 
Sliddtungen ber brei burd^ gcl^enben @(afticitätSajen , trägt barauf bie ^oupt» 

gefd^toinbigleiten auf, »eld^e j. SS.Jbeim Slrragonit für bie ©tra^Ienart D V a = 

0,6535 , V b = 0,5947 , V c = 0,5932 betragen , unb erl&ftft fo ba« 
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@rgän}ung3«SIIi))foib, aus meinem bie etfte SQßeDenfläd^e W abgeleitet mitb. ^aäf 
^n\)Q^tn^ toerben aldbann burd^ 6 jtDei XangentioI'Sbenen an bte beiben 
Mäntel Don W gelegt, bann finb bie nad^ ben Setfil^rungdpun&en g^ogenen 
^atbmeffet bie jtpei gebrod^enen Stral^Ien. S)ie Slufgabe ift alfo batauf jurüd« 
gefül^tt, burd^ eine ©etabe 2:angential«@benen an bie ffleHenfläd^e ju legen, beten 
3a^I im ©anjen 4 ift, unb bie ^erül^tungSpunfte )u beftimmen. 

S)ie auflöfung biefeS ^ßroblemS iji in gig. 11 bargeflellt. Siefelbe pettt 
ben ©d^nitt ber @infall§«@bene (toeld^e ben burd^ gel^enben Sid^tfhal^I in bet 
Suft unb baS SinfaQSlotlg , toeld^ed in O auf ber bted^enben Sti^aü^äd^e er« 
richtet ift, enthält) mit W (Aq Co unb BB), mit W^ (A'' C" unb BB), mtt 
bem J)irection§»SIIipfoib DD unb enblid^ mit ber ihigel bom ^albmeffer 1 öor. 
Ser @infad^]^eit megen, ba nad^bem bie @erabe 6 confhuirt iji, eS ftd^ nur 
barum l&anbelt, bur§ G 4 S:angential«©benen an W ju legen, tjl je^t OB = 

V b = 1 angenommen toorben. 3)er flreis BB gel^ört alfo ben beiben SBellen« 
fläd^en unb ber ftugel an. ®ie ©erabe G ge^t burdj 0' fenired&t jur gbene 
ber tSfigur; bie bred^enbe SrijiaDpäd^e ge^t burd^ 00' unb ijt ebenfalls fenfrcd^t 
gur tSfigur, »eld^e einen beliebigen ßentralfdjinitt ber in SBetrad^t lommenben 
^mä)tn borftettt. 

ÜJian conftruire bie in S3e}ie]^ung auf bie jtugel reciprofe (ober confugirte) 
polare QQ^ bon G , meldte W ^ in d unb Qa fd^neibet. S)a in Q ober Q, 
mel^rere ^unlte in ber 3^id^ttung gufammenfallen, fo toerben biefelben burd^ Sei« 
fe^ung ber Släd&en unterfd^ieben : Q (K) liegt auf ber ftugel, Q (W) auf W, 
Q (W^) auf W\ alfo finb Q (W^), Q^, Q^ (W^), Q., bie 4 3)urc^fd|nitt§« 
punöe ber polare mit W*. 2Ran jiel^e m^ benfelben bon auS 4 ^alb« 
meffer, unb lege burd^ G 4 6benen fenfred^t auf ben Slid^tungen biefer ^alb« 
mejjer, fo erl^ält man bie oerlangten 2:angential«@benen. Sie 4 ^albmeffer 
geben alfo bie Sftidötungen ber SBeßennormalen unb jugleid^ , ba OQ^ . ON = 
OQ3 . ONi = 1 iji, il^re recit)roIen SBertl^e an. Segt man aber burd^ bie 
4 Surd&fd^nittSpunÖe ber ^polare Sangcntial'gbenen an WS, unb fäHt barauf 
5per})enbifel oon aus, fo treffen biefe W in ben SerüJ&rungSpünöen R, Q (W), 
Q2 (W), R, ; biefe $ßerpenbifel geben, ba Or . OK = Or^ . OR^ = 1 ift, bie 
reciprolen SBertl^e ber ©tral^Ien OR :c. an. 

2)iefe Konftruction ber beiben gebrodjenen ©tral^Ien OR unb OQ (W), 
toeld^e einem auf bie ßriftaKflöd^e OO4 in auffaHenben Sid^tflral^I entfpred&en, 
erforbert alfo nur bie Seftimmung ber ©urd^fd^nittspunfte ber 5ßoIaren Q (K) Q^ 
t)on G mit W^ unb ber Xangentlal=6bene bon W^ in biefen ©d^nittpunften. 
©ie rül^rt bon|)amiIton l^er unb il^rSeweiS berul^t barauf, bafe W unb W^ 
SRcciprofalfläd^n pnb ^infid^tlid^ ber Äugel K. 

6ine meitere ßonftruction nad^ ^lüdfer (grelle 1839 ©elte 43) löfi bie 
9tufgabe mit ^ülfe ber in Seäiel^ung auf baS S)irection§=(5ßit)foib recilJrofen 
polaren bon G , »eld&e W in ben fünften P , P^ , P^ , P^ trifft, »etradjtet 
man biefe 4 ^ßunfte afö ^ole l^infid^tlid^ beS S)irectionS«(SnipfoibS , fo finb il^re 
^oIar«®6enen bie 2:angential=@benen bon W unb gelten burd^ 6. P iji alfo 
ber ^ol bon ber ebene O'Q (W), P^ (W) ber 5ßoI bon 0*R, P2 bon O^Q:^ (W) 
unb P3 (W) bon O^R^. ^ieburd^ finbct man nun jmar bie 2angential»66enen, 
aber nid^t bie Serül^rungSpunlte R , Q (W) u? f. f. 3« bief em S^ti mu^ 
man »ieber auf bie gonftruction bon|)amiIton jurüdffommen, toefej^alb 2e|tere 
offenbar bie einfad&fte ift. ^lüdfer l^at (am angefül^rten Orte) bie unrid^tige 
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Slngabc gemoiä^t , ba^ btc naä) bcn @d6nitt<)un!tcn P, P^ gcjogencn $oI6meffer 
bie gebroiä^cncn ©tta^Icn unb bte hmä) G unb P, P^ gelegten ^enen bie 
SongentiaI»@benen feien, »ol^er e§ tommt, bafe er feine ßönftruction für bie 
einfa^fie l^ait 

S)a bie Sfigur einen beliebigen ßentralfd^nitt ber gläd^en borfleHt, fo ijl 
}ur Stiöuterung nod^ j^inpjufägen , ba^ auger ben @d|nittcurben ber gfläd^en 
unb ^ nod^ bie ©(|niit))unlie ber erßen polare mit K unb W * unb alf o aud^ 
bie burd^ biefelben gezogenen i)albmeffer ober bie 9lormaIen ber tangential« 
ebenen üon W in ber gbene ber §figur liegen, loäl&renb bie| bei allen übrigen 
fünften nid^t ber gfall ift. 

2)ie SBinfel ber SBellen-Slormale ON (gig. 8) mit ben tnal^ren optifd^en 
Sljen bejeidjnen mir mit xp mih yp^ unb biejenigen beS ©traute OM mit ben 
fecunbären optifd^en Sljen burd^ q) unb qp ^ ; bie ßofinuS ber SEBinfel, »eld&e ON 
mit ben Slyen bilbet, pnb »ie oben 1, m, n unb ber SBinfel, toeld^e bie »al^ren 
ot)tifd&en 9ljen mit benfelben 2ljen bilben 

+ V^^, o. V^^'ülfo 
— ^a — c a — c ' 



cos 1/^ = 1 \/^ -+n V ^, 

a — c a — c 

cos v^ ^ =1 \/ ^^^^ — 1- n \/ "^ Bieraus 

a — c a — c 

1 = "2" V |-^ (cos xp — cos xp^), n = -g- V \^~l (^^^ ^ + cost^ ^). 

©e^t man biefe SBertl^e für 1 unb m in bie ©leid^ungen 16) unb 17) in 
§. 4 unb berüdtfid^tigt bie Kelation 1^ + m« + n* = 1, fo pnbet man nad^ 
einigen SRebuctionen 

1. Vi + ^2 = a + c + (a — c) cos t^ cos ii^ * 

a "~~ c 

2. Vi Vj = ac -| j— [(a — c) cos^ v; + (a — c) cos* xp^ + 

2 (a — c) cos xp cos xp^'\ 
alfo 3. Vi — Vj = (a — c) sin xp sin v^ 

4. Vi = -g- (a + c) + -g- (a — c) cos (xp — xp^) 

5. vj = -g- (a + c) + -g- (a — c) cos {xp + xp^) 

^ierau§ ftnbet man unmittelbar bie entfjjred^enben Qformeln für bie ©tral^Ien* 

gefd^toinbigfeiten r^ unb Fj, toenn man fiatt a, b, c — , -r-, -— , ftatt xp 

a 13 c 

unb xp ^ bie Sßinfel (p unb g) ^ fe^t, meldte bie gemeinfame ©tral^Ienrid^tung OM 

öon Ti unb r^ mit ben fecunbären optifd^en Sljen mad^t unb v, , Vj burd^ 

— , — erfe^t. 

ll ^2 

6. 1 = 1 hl I cos qp cos g.^ 

Fl r2 a c ' V a c ^ 
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7. =1 I stn (p sm 9 * 

Tj r^ V a c J 

§.6. 
2)te ©Irid^ung beS IStgän)ung3>@aipfoibS E fei tote in §. 1 S ^ = 1 obet 

d 

in eOiptifd^en Sootbinoten 

a a —ß a — y 

ßrfe^t mon in 1.) a burd^ jü ober r, fo erhalt man bie ©lei^ung bcr 
confocalen |)^perboIoibc (/i) unb (v), xotl^t jtd^ im ^unlt P auf E fd^nciben. 

a>/4>y>i?>«'; /9 = a — b, y = a — c. 

25ic bcibcn ^albajen bc5 ßentralfd^nitts Don E, totiäft i bcr buri^ P gelten « 

bcn SEangcntial'ßbene Don E JfaxaUA ift, finb r^ = Va — v unb Fj = Va — fi ; 
fällt man Dom 3DlitteIpunft ein ^erpenbüel auf biefe Sangential'gbene unb 
bcftimmt barauf bie ^unKe M unb m fo, ba^ OM = r^ unb Om = Fj ift, 
fo liegen biefe fünfte auf ber SBeHenfläd^e. 2Ran jie^e nun burd^ P bie 9lor» 
malen ber brei glätten E, (f*) unb (v) unb trage barauf beiberfeits bie ©trecfen 

V a , V^ , V V ab, fo erholt man bie 9Ijen für ein jtoeiteS 6tti|>foib @, 
toeld^eS nad^ einem @a^ bon gl^aSleS bie yz*@bene in berührt unb bei 

toeld|em ber mit ber yz»6bene parallele ßentralfd^nitt bie |)albajen V ß unb 

V y l^at; bie erjie ifl paraDel mit ber y3l|e unb bie jweite <)arallel mit ber 
Z'Stje. 3)ie gro^e Stje bon @ liegt auf ber Normale Don E; benimmt man 
auf il^r {toei fünfte F unb f burd^ bie ®Ieid()ungen 

2. PF = Vä^=^ unb Pf = V^T^ 

fo finb F unb f bie |)auptbrennpun!te Don 6 (bie Srennpunfte ber burd& bie 
grbfee 9lje gel^enben ^auptfd^nitte). Setoegt man nun @ parallel mit fid^ felbft, 
fo ba| ber SDlittelpunft P nad^ berfe^t toirb, inbem er bie ©erabe PO burdji* 
läuft, fo merben bie ^untte F unb f mit M unb m jufammen fallen, bie gro^e 
2l|e bon 6 lommt in bie SRid^tung eines JtabiuS ber Sellenfltt(^e unb ber 

gentralfd^nitt bon 6, bejfen ^albajen V ß unb V7~ pnb, wirb in bie 
yz'gbene lommen. S^bem ^unft P ouf E entfprid^t ein anbereS gllipfoib S, 
toeli^e^ ebenfo mie baS erfte nad^ berfe^t toerben lann; man erl^ält baburc^ 
eine ©d^aar bon gUipfoiben, beren aWittelpunlt ift, unb beren gro^e ^albaje 

bie conftante Sänge V a ^at ; alle gelten burd^ bie in ber yz»Q06ene conjlruirte 

ßllipfe mit ben |)alba jen V /? , V 7 . 3Kan l^at alfo f olgenbe neue 6 n « 
ftruction ber BeÜenfläd^e: 

I. S)ie ^auptbrennpunfte aller ©Uipfoibe, meldte einen 6en» 
tralfd^nitt gemeinfd^aftlid^ l^aben unb beren grofee 5lje eine con» 
flaute Sänge f)at, liegen auf einer SDßellenfläd^e. 
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3Man !ann btcfcn @q| anä) fo auSfptcd^cn: SBenn eine fejie @IIU)fe unb 
eine concentriftä^e Ängel, toeld^e fie nid^t f(j&neibet, gegeben finb, fo liegen bie 
$aiH)tbrennpunIte aller concenttifd^en ßüiijfoibe, »eld&e burd^ bie ßHiljfe gelten 

unb bie ftugel berühren, au^einer SBeHenfläd^e. ©inb V ß unb V 7 bie 

9l3^en biefet ßHipfe unb V a ber f)albmeffer ber ftugel, fo ijl 1.) bie ©leid^ung 
be§ 6ni|)foib§, quo meld^em bie SBeHenfläd^e abgeleitet ift. ßiel^t man burd^ P 
bie 2tangentiat®bene bon (S in feiner jtoeiten Sage, fo toirb fie t)aranel ber 
yz»@bene fein: 

II. 2)iej[enigen 5ßunlte ber (Sin|)foibe in L, bereu Stangential« 
Ebenen parallel mit bem gemeinfd^aftlid&en ßentralfd^nitt finb, 
liegen auf einem (Sllipfoib. 

fSföDt bie ©erabe OfF ober bie IRid^tung ber großen 2l|e öon 6 mit einer 
fecunbören optifd^en 9I|e jufammen, fo fallen bie ^au})tbrenn^)unlte F unb f auf 
einanber unb boS etjeugenbe ©Hipfoib @ toirb ju einem 9lotationS«@ni})foib, beffen 

^albajen V a unb \/~f finb. Setoegt pd& P auf ber Ärümmungölini^ (im) 
t)on E, fo ifi fi alfo aud^ Of ober Fj conjiant, mitl^in Befd&reibt f eine fp^ärifd&e 
ßuröe, OfF einen Äegel, beffen gocal^Sinien bie fecunbären optifd&en 3ljen finb, 

bie jtoeite 3lje bon @ ift gleid^ V /* , alfo aud^ conjiant. Der anbere ^anpU 
brennpunft befd^reibt eine eDtpfoibifd^e ßurbe. Slel^niid^e IRefuItote erl^ält man, 
menn fid^ P auf ber Ärümmungölinie (v) bewegt: 

ni. S)ie großen 3l^en ber gllipföibe, bie einen ©entralfd^nitt 
gemeinfd^aftlid^ l^aben, unb bei meldten bie Sängen ber großen 
unb mittleren (ober üeinen) 9lje conflant finb, liegen auf einem 
ftegel; bie f)au})tbrennl)unlte liegen auf einem fpl^ärifd^en unb 
auf einem ellipfoibifd^en flegelfd^nitt. 

2)urd^ ajeränberung ber Sänge ber jtoeiten 3lje erl^ält man ein Softem bon 
confocalen Äegeln; bie gnbpunöe ber großen Slje befd^reiben alfo confocale 
fp^ärifd^e JJegelfd&nitte. 

SluS ISfig. 8 gel&t toeiter l^erbor, bafe menn bie grofee %e biefer ©Hipfoibe 
ben Äegel O^OG befd^reibt, beffen SJafiS ber über O^G afö ©urd^meffer be« 
fd^riebene ftreis iji (fenfred^t jur gbene ber Sfigur) , ber 6ine ^aut)tbrennt)unlt 
biefen ftrei§ befd^reibt (geitfd^rift bon ©d^Iömild^ ic. XXV. @. 346). 

IV. 2)ie SBellenf läd^e lann nad^ 2B. SRobertS burd| bie ©d^nitte 
einer Sei^e bon confocalen ip^perboloiben mit concentrifd^en 
ßugeln erjeugt werben (anal, ©eometrie be§ SRaumS bon ©almon Siebler, 
3. Sluri ©. 331). 

S)ie @Iei(^ung 12) in §. 4. 

3. S- — = 1 
r — a 

ift aU biejenige ber SBeHenfläd^e angegeben toorben, weil fie in SSerbinbung mit 
Sx^ = r auf bie ©leid^ung 9.) in §. 4. fül^rt. 9lun fteHt biefelbe aud& ein 
Softem bon confocalen glasen bor, bereu tJrimäre Slje bie i^%%t x% unb gwar 
öon f)9perboIoiben , ba r^ nid^t größer als a unb nid^t Heiner als c werben 
fann. gür r größer als b erl^ält man ein einmantligeS unb für r Meiner als b 
ein jweimantligeS ^^perboloib. 2)ie gocaicurben biefeS ©^ftemS pnb für 
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r = a unb x = o ^ , H = 1 

a — b ' a — c 

X* z* 

r = b unb y = o ^ h r— — = 1 

^ b— a ' b — c 

X* y2 

r = c unb z = o f- -''— r- = 1. 

c — a c — b 

®ur(ä& SBerglcid^ung mit ben gformeln 6.), 7.), 8.) in §. 2 eticnnt man, 
ba^ i^xt ^f^mpioten mit ben reellen unb imaginären o|)tif(i^en 9l|en ber Seilen» 
gef(|»inbisfeit8flä4e übereinflimmen ; inSbef onbere ftnb bie Sf^mptoten ber goca(> 
$^perbel in ber xz'Sbene bie maleren optifd^en St^en unb ae^t biefe SurDe burd^ 
bie gnbpunfte ber fecunbären optifd^en 3ljen. 3ebe fpl^Srifd^e (Juröe ber SBeCen» 
fi&S)t liegt alfo auf einem f)9perboIoib, unb jtoar biejenigen beS ftu^em 2Rantefö 
auf einem einmantitgen unb biejenigen bed innern SRantelS auf einem ^mei» 
mantligen. 

Sd^reibt man nun bie (Sleid^ung 3) in ber gform 

4. x^ + r^^ + — = 1 ^>r>.>f»>' 

fo fteUt fte 3 conf ocale SfIS($en bor, toenn man l burd^ ^ ober r erfe^t unb e§ iji 

l ober fi ober *' = r — c, ^ = b — c, y = a — c. 
3ft M ber gemeinfd^aftlid^e @(i^nittpuntt biefer Sonfocalen, fo ifi nad^ ber Stl^eorie 

ber eDiptifd^en ©oorbinaten, toenn OM = V~F ifi, 

5. T = l + fi + V — ß — y ober nad^ 6infe|ung biefer SBertl^e 

6. A + v=:a + b — c 

7. l -\- fi = si -\-b — c 

8. ^ + i' = a + b — c 

6.) ift bie ©leiiä^ung beS einen TOantelS in eBiptifd^en ©oorbinaten, 7.) bie« 
jenige beS anbem, toäl^renb 8.) einen imaginären Ort bgeid^net. Da für ein 
conffanteiS A aud^ v ober t* confiant ftnb, fo folgt baraud, bag bie {)9perbo(oibe 
(/m) unb (f), toeld^e ben ©neu 3HanteI in einer fp^ftrifd^en ßurbe fd^neiben, bem 
anbern in einer Don il^ren JhUmmungSlinien begegnen, toäl^renb bem bad @IIip> 
foib (X) leben 3KanteI in einer bon feinen ihümmungölinien trifft, meldte jmei 
oerfd^iebenen ©^pemen angel^ören. 

3ur Seranfd&aulid&ung bient gig. 6. Sei bem gflipfoib {l) flnb brei 
(SrenjfäHe ju unterfd&eiben : 

i = a a + b — c b a — c 

^ — ß = Si — b + c a c a — b 

^ — r = c b — a+b+c o 

1) ©a§ gflipfoib ge^t burd& bie fünfte A, C unb C unb Berührt alfo bie 
SBeDenfläd&e in ber eöipfe AGO;iG; toenn bie Sljen pd^ öergrö^ern, fo 
erhält man eine Äeil^e Don ©d^nittcurDen M"M'", MM' (unter tocl^en man 
fid^ ie^t Arfimmung^Iinien ju beulen l^at), bis 

2) ba§ empfoib burd^ bie ^nlte A, B, A' ge^t unb bie SBeüenfiad^e in 
ber gDipfe AHB berührt* SBenn fidd aber umgefe^rt Dom erftcn ©renj« 
faO aud bie 9(|en Derminbem, fo erl^ftlt man eine Stetige Don @d^nitt» 
curDen m'm''\ mm'' (unter toeld^en man fid^ ebenfalls ^ümmungSünien 
ju beulen l^at) auf bem innern SRantel, bis 
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3) bas gttipfotb burdö bie fünfte B, G, B' ge^t unb bie aOBcnenfiäd^c in bcr 
gaipfc BiC berührt. 3ft — a + b + c < o, fo tritt ber brüte ©rcnj« 
fall fd^ott ein. toenn ^ — y = o ifl wnb baS (SDipfoib töirb ju ber Sttipfe 
^ = a — c unb A — |3 = a — b. 

2)urd^ bie jhttmmungglinie JMM'Oi gel^t aI)o fotool^I ein @lIip[oib (X), ald 
anäi ein ^Qperboloib (i^), fomit ift fie eine jlriimmungglinie ber ^meiten 9lrt, 
unb le^tere ^lÜLcSft fd^neibet. ben innern ÜRantel ber äBeQenflädde jugleid^ in einer 
ft^^ärifd^en gurbe, bie aber nid^t mit imm'Oi jufammenfäÖt. S)urd^ bie jhäm^ 
ntungdlinie gmm''h gel^t ein ßUipfoib (^) unb ein C>^P^^^i>If>it> (f^), f^ntit ift 
fie eine jträmmungSlinie ber erften ^rt unb le^tere Sfltt($< fd^neibet ben äußern 
3RanteI ber SBeDenfläd^e }ugleic^ in einer fpl^örifd^en Surbe, berfd^teben bon 
GM'MH. 

n. Stlfd^tittt üttttiettbttttg attf bie Sl^eotte ber Sritgl^eitjSmotnttite 

ttttb auf ha» iSUipUih. 

§. 1. 

fei ber ©d^merpunlt eineg jtörper^, burd^ meldten bie |)au))tträg^eit§a£en 
Xr y, z gelten unb benen bie |)aut)ttrdgl^eit8rabien, beren Cuabrate a > b > c 

finb , entfpred^en. M ift ein ^un!t im Snnern beS fiörperS , OM = V r , 
x* + y* + z^ = r*, bann finb bie brei SBurjeln ber in k cubifd^en ©letd^ung 

(k~a) x-^ (k-b) y^ (k^c)z^ _ 

^ r — (k— a) "^ r - (k — b) "^ r — (k — c) ~ 

ober, toenn man x^ + y* + z^ = r abbirt, 

^ r — (k— a)^r — (k— b)^r — (k — c) 

bie Ouabtate bet ^aut)tttägl^eit8iabten bon M, beten 9Kd^tungen bie 9lorma(en 
bet btei butd^ M gel^enben confocalen ^löd^en beS ©runbefltpfoibS 

^) T + i- + T = ^ 

finb* SBenn k conftant unb > a ift, fo pnb 1) unb 2) bie ©leid&ungen einer 
SBeflenfläd^e Wk, toeld^e bon bem (SKipfoib 

^ k— a^k~b^k-c 

abgeleitet ift, inbem man auf ben ©entralfd^nitten beffelben ^erpenbüel errid^tet 
gleid^ i^ren ^alba^tn. Sllfo liegen aUe fünfte M, für meldte ein ^aupttrAg« 
leitSrabiuS conpant ift, auf Wk. 3fl ^«4 r conpant, fo ift 2) eine ber mit 
3) confocalen Sfläd^en, bie Wk in einer fpl^ftrifd&en ©urüe fd^neiben unb beren 
(Sleid^ungen 

5^ ^" I y I ^^ =rl 

^ ;. ^;.~(a — b)^^. — (a,— c) 

fein foHen. Q.) ift baS ©Dtpfoib, (m) unb (v) finb bie Beiben ^^perboloibe ; eS 
ijl alfo nad^ 2) unb 5) ^ ober f* ober v = r — (k — a) unb ba nad^ ber 
i^eoric ber eHiptifd^en ßoorbinaten r = ^- + ji« + y — (a — b) — (a — c) 
ift, fo mu| enttoeber 
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6) i4-'' = k + a — b — c 
ober 

7) X + ^ = k + a — b — c 

fein. 6) iji bie ©leid&ung bcS in^tm SOlantete Don Wk unb 7) biejenige be§ 
innem in eQiptifd^en ßiootbinaten. !BeiI für ein confianted l enhoebet i^ ober jm 
ebenfalls conftant ift, fo folgt baraui^, baB bie ^^perboloibe {pt) unb (v), toeld^ 
ben @tnen 9]lante( in einer fpl^ärifii^en ßurbe fc^neiben, bem anbem in einer t)ün 
il^ren itrümmungSlinien begegnen, toäl^renb bie ®Iii)foibe (A) bie SBeÜenfläd^e 
nid^t in fp^ürifd^en ßuroen, fonbern nur ben einen ober ben onbern SDlantel in 
einer bon il^ren ^rfimmungSlinien treffen, meld^ berfd^iebenen @9|temen angel^ören. 
®a bie ®Iei(|ung 1) aud^ bie confocolen ftegel repräf cntirt , bie Wk in ben 
fpl^ärifd^en unb eIIt))foibifd^en Sinien fd^neiben, fo muffen biefe festeren }ugleid^ 
JtrümmungSlinien . ber ßonfocalen 2) ober 5) fein. 2)urd6 M gel^t eine tüip» 
foibifd^ Sinie Don Wkj toeil pe jugleid^ eine ÄrümmungÄßnie oon (^) iflr fo 
giebt il^re Zangente bie 9lid^tung eines ^aut)tträg§eitSrabiud oon M an, unb ba 
für aDe fünfte M auf Wk fein f)auptträgl^eitgrabiuS conftant ift, f o folgt toeiter : 

3)ie 3:angenten ber ellipfoibifdden Sinien einer SQSeUenfläd&e 
geben bie JRid^tungen bcr conftanten Srägl^eitSrabien an. 

3Jtan lann biefen @a^ aud^ fo bereifen: 

S)ie Duabrate ber ^au|rtträgl^eit8rabien im fünfte M, burd& tteld&en bie 
ßonfocafen (l), (m), (v) gelten, finb 

r + a — K r + a — f^, r + a — t, 
toeld^e ber SReil^e nad^ bie Slid^tung Oon ben 9lormaIen biefer ^läd^en l^aben, 
ober mit Senüjung bes obigen SBert^eS oon r 

fc + v — a + b + c, ^ + «' — a + b + c, X+jii — a + b + c; 
nad^ 6) ift alfo für ben äußern 3WanteI ber nad^ ber 3?ormaIe t)on (ju) ge« 
rid^tete, unb nad^ 7) für ben innem SJlantel ber nad^ ber Normale bon (v) ge« 
rid^tete |)aut)tträgl^eit5rabiuS conftant. 

OOi fei bie toal^re unb OO2 bie fccunbäre ojjtifd^e Slje bon Wk ; in bem 
ßufpibalpunite O2 fd^neiben fid^ jtoci eHipfoibifd^e Sinicn, eine oom äußern unb 
eine oom innem SDlantel; bie ©leid^ungen oon OO2 finb 

^^ y-^'? + (k^c) (a-b)-^- 

®ie Koorbinaten bon O2 entfpred&en ber SRcIation x^ + z^ = k — b; eliminirt 
man l^ieraus unb au§ 8) k, fo finbet man 

9) y = 0, — -,- --^--. = h 

' ' ' a — b b -— c 

®ie ®Ieid^ungen bon 00^ finb 

z^ . c — b 

b. 1^.: 

2)ie SBellenflöd^en Wk, öon benen jebe einem beftimmten 

SBertl^ Vk be§ einen §au))tträg]^eit§rabiuS il^rer fünfte ent« 
fprid^t, ]§a6en biefelbe Slid^tung für il^re maleren o})tifd^en 9lren, 
nämlidö bie Slf^mptote ber fjocall^^perbel oon ben confocalen 
gfläd^en beS ©runbellipfoibS; bie gnbpunfte il^rer fecunbören 
Dt)tifd^en 9ljcn liegen auf biefer Socall^^perbel. 



10) y = o, 4^ + ^— ^ = 0, 
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3m ?ßunlte O2 fd^nciben p^ Jtoci eHipfoibifd^e Sintcn, alfo ftnb l&ier jtoci 
|)aut)tttägl^eit§rabten gleid^. @omtt l^at man ben @a^ t>on 93 i n et : Sie ^ocal« 
fcgelfd^nitte ftnb bie Orte im gioume, für toeld^e gtoei ber |)au|Jtträg]^eit§momente 
eines fefien flör|)erÄ unter einonbet gleid^ ftnb (Journal de Tee. polyt. XVI), 
ober bon Slmpfere, weld^er fie afö ben Ort ber ^ßunfte eines ftörperS bon un« 
enbli^ bieten t>ermQnenten SlotationSa^en ongiebt. 

0^6 fei bie gemeinfame Songente beS ftreifeS unb ber (Stlxp\t, in »eld^en 
Wk bie xz«©bene fd^neibet, fo ifl 

nP2 — ( ^ — t>) (b — c) 

^ - r^="b 2L 

fomit ift, ba 00^ = Vk — b, 00^ . O^G = V'(a — b) (b — c) alfo con« 
ftant, für aDe SBeHenflädden Wk, b. 1^. bie fünfte 6 liegen auf einer gleid^- 
feitigen f)5t)erbel, beren 6ine 3If5mt)tote 00^ unb beren gro^e f)albaje 

= V4 (a — b) b — c) ip, 0^6 finb bie 3)urd^mef[er ber pngulären S3e« 
rül^rungSfreife ber gfläd^en Wk, toeld^e auf ber xz*@bene fenfred^t flel^en. M fei 
ein ^unlt auf ber ^eri})l^erie eines fold^en ftreifeS unb MH fenfred^t auf ber 
xz»6bene; fe^t man 00^ = j, MH = 9, O^H = j, fo ip 

11) ^-^-^ i = V(a-b) (b-c) 

bie ®Iei(^ung ber gfläd^e, auf meld^er bie Derfii^iebenen ftngulären ftreife ber 
SBeOcnfläd^e Wk liegen. SJetrad^tet man 0^ als Sßol ber gfocal^^perbel , fo ift 
bie burd^ G mit 00t fl^jogene ^ßaraDele bie polare. ©l^aSleS l^at in bem 
AperQu historique, 9lote XXXI, 56, ben @a| angegeben: „SBenn man oon 
einem fünfte einer ^auptebene confocaler gflädden auf biefelben 9lormaIen föOt, 
fo liegen biefe in jtoei 6benen, mobon bie jmeite fenlred^t ift jur |)auptebene; 
bie gfu6))unlte ber legieren bilben einen iheiS, beffen S)urd&meffer baS bon bem 
fünfte auf feine polare l^infiti^tlid^ beS in ber ^uptebene liegenben t^ocaltegel» 
fd^nitts gefällte 5per})enbifel ift." fliegt alfo M auf bem iheife, bef[en Durd^- 
meffer OiG, fo ift O^M feniredjt auf bem burd^ M gel^enben confocolen ^^per- 
boloib; ba aber burd^ M aud^ eine eIIil)foibifdöe Sinie oon Wk gel^t, toeI(|e §u« 
gleid^ jtrümmungSlinie beS burd^ M gel^enben confocalen @Dit)foibS ift, fo ift 
O4M jugleid^ Sangente ber ellipfoibifd^en Sinie unb fomit bie 3lid^tung eines für 
alle ^nlte M auf bem Äreife conflanten Srägl^eitSrabiuS. 5Die beiben anberen 
C)aui)ttrög^eitSajen bon M treffen bie bur(^ G gejogenc ^olore. 3)aS SSorl^er« 
ge^enbe lä^t pd^ fo gufammenfaffen : 

a)ie Don ben einzelnen fünften ber Slf^mptote bergfocal« 
l&^perbel beS ®runbeni})foibS auf il^re polaren l^infid^tlid^ biefer 
|)9t)erbel gefällten ^erpenbifel finb bie ©urd^meffer oon Äreifen, 
bie auf ber Stf^mptote fenfred^t ftel^en; für alle ^unlte auf ber 
^eripl^erie eines fold^en ftreifeS giebt bie ©el&ne, weld^e nad^ 
bem auf ber 9lf^m})tote liegenben @nbl)unfte beS S)urd^mefferS 
gejogen mirb, bie 9tid^tung beS conftanten ^auptträg^eitSrabiuS 
an; bie beiben anberen f)au)}tträg]^eitSa|en fc^ineiben bte burd^ 
ben anbern @nbt}unlt gel^enbe polare. 

Unter ben brei |)au|)tträg]^eitSrabien Don einem beliebigen fünfte M im 
Snnern eines j{ört)erS ift alfo immer Siner auSgejeid^net, enttoeber ber mittlere, 
menn M auf bem äufeem, ober ber gröfete, »enn M auf bem innem SRantel 

»öflen, (Seometrie. 21 



322 

ber betYeffettben gfläd^e Wk liegt. 3n iebem gfafle cfifft bmä) M eine eOipfoibifile 
Sinie, bie auf einem ftegel liegt, beffen @pi$e bev @(|mert)untt iji unb beffen 
gfocallinien bie fecunbäcen optifd^en S^en biefev SBeIIenf{S(|e ftnb [8)]; alfo 
bilbet bie burd^ OM unb ben auögqei^neten XtägJ^tSrabiuS , toel^er eine 
Stangente beiS jtegefö ift, gelegte Sbene mit ben beiben butd^ OM unb bie fecun« 
baren optifd^en %itn gelegten Sbenen gleit^ SBiniel, ober: 

g^onftruirt man mit bem Sßertl^e k beg mittleren ober größten 
f)au))tträg]^eitdrabiud eines fünftes M bie beiben Sl^en 8), ber» 
binbet M mit bem ©d^merpuntte unb legt burd^ OM unb biefe 
a^en iwei Sbcnen, fo »irb eine britte burd^ OM unb ben be» 
treffenben |)aupttrög]^eitSrabiu5 gel^enbe gbene ben einen bet 
Don ben ^mei erften Ebenen gebilbeten SBintel l^albiren. f)at 5U» 
gleidö bie S5erbinbung§Iinie OM eine conjlante Sänge, fo ift an^ 
bie Summe ober SJifferenj ber SBinfel conpant, bie fie mit ben 
«jen 8) einf(!6IieBt, 

§. 2. 

@ine »eitere 9Ser»enbung finbet bie SBeDcnfläd^e , wenn man il^re Se= 
jiel^ungen unterfud^t ju bem ©ompiejr bon ©erabcn, imä) »eld&e jtd^ an ein 
©flipfoib rectanguläre Tangentialebenen legen laffen. 9Wit Seibel^altung ber bis« 
^erigen SJejeid^nungen fei ber ^unft M bie ©pi^e eineö ftegcfö, meld^er eine ber 
confocalcn gWd^en (l*) beS ©runbeüipfoibs 3), beren ©leidjungen in 5) ange» 
geben finb, betüljrt, fo »irb 

ja „2 f2 

12) — h — 1- — — = 

bie ©leidjung biefeS ftegefö fein. ®ie Ülormalen bon ben brei ßonfocalen (l), 
(i"), Wf bie ftdj in M fdjneiben, ftnb bie ?ljen Ux h v, C 3tt>ei ©rjeugenbe 
beS ftcgels, toeldje in ber gbene K liegen, MN unb MP [N unb P pnb bie 
S3erü^rungSpunfte auf (X% entf preisen ber 3leIation 

f -L- ^ v — v' 

SJetoegt fidj M auf ber ftrümmungSlinie v = const. auf Q) , fo ifi -^ eben» 

faD§ conpant, b, IJ.: 

SurdJ eine Sangente ber J^rümmungSlinie eines SQipfoibS lege man smei 
ebenen, »eldje ein confocaleS gUipfoib berühren, fo ip ber SBinlel 5tt)ifdjen biefen 
beiben Ebenen bon conflanier ©röfee. (Mannheim, From the proceedings 
of the royal society, 16. Juni 1881.) 



13) ^ = 0, 4- = + 



©e^t man in 13) 4- = 4^ 1 ober 2X' =zX + v, fo ijl ber SBinlel 

jtoifdjen beiben Sangentialebenen ein redjter, unb menn man mit Siüdfidjt auf 
6) 2 A' = k + a — b — c fe^t , fo erljält man baS anbere St^eorem bon 
9Dlattn]Jeim: S)ie ©pijen ber SerülJrungSfegel eine§ ©ffipfoibS (V), bei weldjen 
bie beiben ßrjeugenben @ines |)auptf(|nitteS redJhoinHig ju einanber finb, liegen 
auf einer SQBellenflädJe. S)a bie Slormalen bon (^0 in ben SerülJrungSpunften 
N unb P reddtwinflig auf ben beiben Stangentialebenen fte^cn, fo liegen fie in 
ber ebene beS SHJtnfefö NMP unb fdjneiben fidj alfo in einem ^unlte F. 2)ajer 
giebt 5Kann^eim feinem ©o|e (ben er öuf finematifdjem SBege beibiefen IJat) 
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mä) folgenbc gform : SScmcgt ^ä) ein redetet SQßinlel, bcffcn B^zxdzl ein gßipfoib 
berül^ren, fo, bafe bie Siormalen bcS @lIipfoibS (in einem fünfte F) fid^ fd^neiben, 
fo befd^rcibt bie ©i)i§e M beS SBlnlete eine SBeHenfläd^e , beten Siormale MF 
ift. F ift bet gocuS bet ©bene beS SBinlefö, benn für eine unenblid^ Heine 
Sett)egung bet ßbene beS gicd^tecfs MNFP finb bie Sangenten ber öon ben 
^ßunlten N unb P Befd^riebenen SErajIedotien fenfred^t ju NF unb PF, alfo ift F 
ein momentaner S)rel^ung§t)unft ; jomit finb bie a:ongenten ber Srajectorien aller 
^PunÖe ber ®bene fenfred^t ju il^ren SSerbinbungSlinien mit F, b. 1^. MF ift bie 
9lormaIe ber SBeHenfläd^e in M. 

5)ie ©leid^ung ber ßonfocolen {^*) 

■y'^ V^ 7^ 

IA\ ± I l \ f — 1 

) |(k + a-b-.c)^l(k-a + b-c)^|(k-a-b + c)- 

jeigt, ba^ biefelbe unter ber SSorauSfe^ung k > a enttoeber ein ®IIi<)foib ober 
ein einmantligeS ^^perboloib ift. 3^ V^^^ ^in^w^ befiimmten SQßert^e oon k 
entfpred^enben conftanten Srägl^eitSrabiuS gel^ört eine beftimmte gWd^e {^') [14)], 
bie burd^ benfelben an (^') gelegten Tangentialebenen berühren biefe Qfläd^e in 
itoei fünften, beren Slormalen fid^ fd^neibcn. ®a burd^ iebcn 5ßunft M ber 
SBeüenfläd^e foiool&I eine eHipfoibifd^e, aU au4 eine fie red^troinflig fd^neibenbe 
fp^ärif(|e Sinie gel^t, fo enthält bie burd^ OM unb bie Sangente ber erfteren 
gel^cnbe gbene bie Jlormale MF ber SBeHenflädöe , »eld^e als diagonale be§ 
3led(|tedE§ MNFP bie ©ebne NP l^albirt. §icrau5 folgt alfo ber @o^: 

S)ie burd^ ben ©d^toerpunft unb ben conftanten Srägl^eitS» 
rabiuS beftimmte Ebene fd^neibet bie @bene beS fleinften unb 
größten Srägl^eitSrabiuS, »enn ber ^unft auf bem äußern 9RanteI 
Hegt, ober be§ fleinften unb mittlem, »enn er auf bem innern 
ÜRantel liegt, in ber Slormale ber SBellenfläd^e. 

2)ie ^albirungSlinie beS 2Binfel§ NMP giebt bie Sftid^tung beS Heinften bie 
feines 9iebentt)infelS bie SRid^tung be§ größten ober mittleren Sräg^citSrabiuS an. 

SBenn mx^ + ny^ + pz* = bie ©Icid^ung eines ftegelS, auf feine 
Sljen bejogen, ift, fo ift bie ©leid^ung eines jtociten ÄcgelS, burdd bejfen 3KanteI» 
Knien ftd^ rectanguläre Tangentialebenen an ben erften legen laffen, auf biefelben 
2ljcn bejogen 

m (n + p) x^ + n (p + m) y^ + p (m + n) z^ = 0. 
SQSenn man bieS auf ben Siegel 12) antoenbet, jo finbet man 

15) (fiJ^v -^2 V) r' + C«' + ^ - 2 ;.') y^ + {k + fi — 2}.*)^^ = 
für bie ©leid^ung eines ftegels, befjen ©pi^e (Ifiv) ift unb burd^ beffen SKantel» 
linien ftd^ rectanguläre Tangentialebenen an ben ßegel 12) unb fomit aud^ an 
baS ©Ciipfoib (l*) jiel^en tajfen. Setrad^tct man in 15) X' als conftant, bie 
übrigen ®rö|en als öeränberlidj, fo fteflt pe alle ßomplejgeraben, burdj bie fid^ 
an ein (5ni})foib rectanguläre Tangentialebenen legen Iaf[cn, oor. ©e|t man in 
15) i + V = 2 i' ober ;i + ^ = 2 a', fo bcrtoanbelt fi<^ biefe ©leid^ung in 



i = + V^- 



16) 

i -^ • i — f* 

ooei 



17) 



-+Vr'' 



1/ — i — V 

b. 1^. ber Siegel 15) begcnerixt in beiben rS&ätn in jtoei ßbenen, »eld^e in 
16) reeH unb in 17) imaginär finb. S)urd^ SSergleid^ung mit 6), 7) unb 14) 

21* 
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ergiebt fid^, bag im etfien ^aUt bie ©pt^e bed ftegeld auf bem Supern unb im 
}meiten gfaQe auf bem iunern SRantel Don Wk liegt. 

9lKe ßompleigetaben beS ©QjtemS, toel^e burd^ einen ^unlt ber SBeDen« 
fläd^e gelten, liegen bemnad^ in }tDei (Sbtntn, bie fid^ in ber Xangente ber tüxp* 
joibifd^en Sinie fd^neiben unb mit ber Slormale be§ confocolen ®D[i))(otbd (i) 
gletd^e SBinlel bilben. Siegt ber $unlt auf bem ttu^ern Vtanitl, fo finb bie 
Ebenen, alfo aud^ bie ^omple^geraben , reell; liegt er aber auf bem innem 
Hantel, fo finb bie Ebenen imaginär, nur il^r £urd)fd^nitt ift reeH. Slfo giebt 
es für einen ^unÜ beS innern kantete nur Sine ®erabe, nämlid^ bie Sangente 
ber eni|)|oibife^en Sinie, burd^ tteld^e fid^ an bad SÜipfoib (x*) rectanguläre 
SEongentialebenen legen laffen. 

®ie ©pi^en fämmtlid^er rectangulären Strieber, toeld^e jtd^ um bo§ 6IIit)« 
foib (V) bej d^reiben lafjen, l iegen nad& 14) auf ber ftugel, beren ^albmeffer 

= Vi (3 k — a — b — c) ip. 2)iefe Äugel merbe Don einer ßbene L in 

Ja 

einem Jlreife K gejd^nitten; bie ^rojection bon (i*) auf L ift eine concentrifd^e 
gUipfe'E; aUe ©ompiejgeroben ober Jrieberlanten , meldte in L liegen, bitten 
©eignen Don K; eni(|tet man auf benfelben in il^ren ©nbpunften ©enfred^te, fo 
toerben biefe E berübren, alfo finb bie ©ompiejgeraben Sangenten eines con« 
centrifd^en unb mit E coajialen ftegefd^nitteS, meld&er eine @ttit)fe ober ^\)pttbd 
ift, je nad^bem bie gro|e ^^e bon E fleiner ober größer, als ber S)urd^mef[er 
Don K. ©i nb « un b ß bie ^olbopen Don E unb ifi r ber f)attmeffer Don K, 

fo finb Vr*— 13* unb Vr^ — «^ bie ^albajen beS Äegelfd^nitteS , beffen 
Sangenten ßompiejgerabe bilben. SSetoegt man alfo L paraDel mit fid^ felbft, 
fo bleiben a unb ß conftant unb man erl^ält ein ©^ftem Don confocolen ifegel» 
fd^nitten, moju au^ E gehört, beren gemeinfame 33rennpunfte toir mit A unb ß 
bejcid^nen. 3m ©renjfalle, wenn E unb K ficb berül^ren, begenerirt ber Jlegel« 
fd^nitt in bie ©erabe AB unb alle ßomplejgeroben, meldte biefer fpecießen Sage 
Don L entfpred^en , gelten fomol^l burd^ A, als burd^ B; fomit liegen biefe jmei 
fünfte auf bem äußern aWantel ber SBeHenflä^e Wk. 3n AB felbft fallen jwei 
©ompteEgerabe jufammen, toeld&e außer ben fünften A unb B nod^ einem brüten 
?ßunfte G jtoifd^en A unb B auf bem innern SWantel angel^ören. 2)ieS ge^t 
anä) aus folgenber Setrad^tung l^erDor: 

9luf jeber @bene L liegen jtoei beftimmte ^unlte A unb B, nämlid^ bie 
Srennpunite Don E; toirb L parallel mit fid^ felbft beioegt, fo burd^laufen A 
unb B jttjei auf L fenfred(|te ©erabe; jeber Sage Don L gcl^ört einer Don ben 
confocolen flegelfd^nitten an, bejfen Sangenten ßomplejgerabe finb, fo lange bie 
gbcne L nid^t außerhalb ber SBeÜenfläd^e Wk ift, in toeld^em galle fie feine 
©omplejgeraDe entl^ält. Serül^rt L ben äußern SWantel Don Wk, fo ift bie @ine 
?8(je ber confocolen ffegelfd^nitte , toelc^e burd^ bie SRitte Don AB fenired&t ju 
biejer ©eraben gc^t, bie einzige ßompiejgerabe Don L; pe ift im SJerü^rungS« 
punfte jugleid^ Sangente ber eflipfoibifd^en Sinie Don Wk unb alfo eine pnguläre 
Sinie beS ßomplejeS, »eil fie bie ©renjfläd^e Wk ober bie ©ingularitätenfläd^e 
bcS ganjen ©ompIejcS in einer ellipfoibifd^en Sinie berührt, ©d^neibet L ben 
äußern SRantel, ol&ne ben innem ju treffen, fo pnb bie Sangenten einer ber 
confocolen |)i)perbeln ßompleygerabe, »orunter jioei pnguläre in ben Serül^rungS- 
punften ber ^^perbel mit ber ©urd^fd^nittScurDe Don L unb Wk. SSerü^rt L 
ben innern SJlantet in C, fo gel^t burd^ C nad^ bem Obigen nur (Sine ßomplej* 
gcrabe, meldte jugleid^ Sangente ber eüipfoibifd^en Sinie ober 9iormale beS burd^ 
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G gcl^enbcn ^t)ptxiolo\i^ (v), olfo fingulärc Sinie i[t. C liegt bcStoegen ouf 
AB, meldte ©erabe qI§ ©rcnjlinie bcr confocalcn ^^pcrbcln anjufcl^en ip. S)urd| 
bic fünfte A unb B, bic auf bcm äuffcrn ÜRontcl liegen, gelten unenbftd^ öiele 
©omplcjgetobe, toorunter jmei fingulärc (ou^et ber ©eroben AB) qI§ Stangenten 
ber efli})}oibif4en Sinien in A unb B. Sie @6ene L entfprid^t in biefer Sage 
für ben ^ßunlt A ber ©leid^ung 16) unb fielet fenfred^t auf einer fjocallinie beS 
S:angentialfegel§ 12). ©d^neibet L bcibe 9KänteI Don Wk, fo finb bie ^ompki' 
geraben Stangenten einer ber confocalen ©Ilipfen, meldte fomo^I bie S)urd^fd^nitt§» 
curbe auf bem äußern, als aud^ auf bem innern 9Kantd berührt, unb gtoar in 
je jtoei fünften, burc^ toeld^e alfo im ©anjen bier pngulöre Sinien gelten. 

5)iefe 3lefultate, »eld^e l^ier burd^ einfädle geometrifd^e Sctrad^tungen abge= 
leitet finb, ]^at ^ainbin (Nouv. Annales, 1872) auöfül^rlic^ auf anal^tifd^cm 
SDBege entwidelt. ©ie laffen fid^ aud6 auf bie fie^re bon ben conftanten Sträg« 
^eitSrabien antocnben, beren Slid^tungen ate Stangenten bon eHipfoibifd^en fiinien 
mit ben fingulären Sinien jufammenfaBen. SMan erl^ölt bann ben ©a^: 

3n einer @bene L im 3nnern eine§ iförperS Hegen bier 
gleid^e ^auptträg^eitSrabien, meldte einem b^eftimmten ^aupt« 
träg^eitSmomente k entfpred^en, wenn L beibe TOöntel ber nad^ 
biefem SBertl^e bon k abgeleiteten SBellenfläd^e Wk fd^neibet. Se» 
rü^rt L ben innern SKantel, fo fallen jmei bon biefen bier Srög» 
I)eitSrabien in ber SSerül^rungSlinie iufammen; fd&neibet bie 
ebene nur ben öufeern TOantel, fo entölt fie jtoei Sräg^eitS» 
rabien unb im galle ber SSerül^rung (Sinen bon bem SBertl^e k. 
3lHe anberen au|er^alb Wk liegenben Ebenen entsaften feinen 
fold^en f)auptträg]&ett§rabiuS, 

Setrad^tet man bie Slormale einer burd^ paraßel mit L gelegten ßbene 
aU Sje ber j, jiel^t in berfelben burd^ parallelen mit ben 5ttjen ber con« 
focalen flegelfd()nitte, tteld^e bie 9ljen ber j unb \) fein f ollen, fo erl^ält man für 
bie glö^^r owf toeld^er bei einer parallelen Setoegung bon L biefe ffcgelfd^nitte 
liegen, für biefe§ neue (Soorbinatenfpftem bie ®Ieid[|ung 

R ift ber ^albmcffer ber Äugel, auf toeld^er bie ©pi^en ber um (;i') befd^rie» 
benen rectangulären Srieber liegen, alfo ift nad^ 14) 

R2 = 1 (3 k ~ a — b — c). 

$at bie i«3lp bie Sid^tung ber toal^ren optifdden 9lje bon Wk, »eld^e ju* 
gleid^ bie 2lje be§ um (^0 befd^riebenen SlotationSc^Iinberö ift, fo toirb 

a^ = ß^ = ^{k — a + b — c) unb bie ©leid^ung 18) bermanbelt fid^ in 

19) j2 ^ ^2 ^ j2 ^ k _ b 

Segt man burd^ eine nic^t jum ©omplej gel^örenbe ©erabe Ebenen, fo 
bilben bie in benfelben enthaltenen ßomplejlegelfc^nitte bie jur ©eraben gel^örige 
gomplexfläd^e , bemnad^ finb 18) unb 19) bie ©leid^ungen bon fold^en §Iöd^en, 
meldte unenblid^ fernen ©eraben entfpred^en. 3n bem fpccieHen gaffe 19), too 
L'fenftedEit auf ber magren optifd^en 9lje fle^t, begeneriren bie confocalen Äegel« 
fd^nitte in ein ©^ftem bon concentrifd^en Greifen. 

fjür eine beftimmte 9lormaIe bon L finb brei befonbere Sagen biefer @bene 
j\u unterf(|eiben, L^ , Li unb Lj ; im erften gaffe ge^t fie burd^ ben 2MitteIpunft 
0, im jmeiten berührt fie ben innern 9WanteI in C unb bann liegen bie S3renn» 
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punfte A unb B auf bem du^etn ^Rontel, im britten gfaDe enblufi berfll^tt fte 
ben äufeern STOantel in G\ gäHt man öon ein ^erpcnbücl OD auf bic 
66cnc Li, fo ift 

20) 0D = ^^^±^. 

IT, n\ n** ftnb bic ?ßrobuctc bcr ig)albajcn bon ben brei confocalen gflftd&en (;i), 
(^)/ W [5)]r bie f\(S) in A fdjneiben; »enn « bet SBinlel ip jtoifdjen AB unb 



=\/^^=^,oIfosm«=V^ 



ber 9?ormaIe bon («'), fo ift nadb 16) tg f 

COS e = \/ - -^- ; bejeid^net man femer bie SIbftänbe ber Tangentialebenen 
biefer gläd^en bon mit P, P\ P'\ fo ift P = "" 



P" = "" , OD = P cos « + P" sin «, morauS fid^ bie Sie- 

lation 20) ergibt. S)a fie ft nid^t enthält, fo ift OD conftant, »enn x unb v 
conftant bleiben, b. 1^. : 

S)ie burd^ bie Sangenten einer elli^jfoibifd^cn Sinie be§ 
äußern SJiantelS einer SBellenflftd^e an ben innern gelegten 
Tangentialebenen berül^ren eine concentrifc^e üugel. 

S)er ^albmefler bcS JfreifeS K, in tteld^cm bie ftugel, auf ber bie ©t)ijen 
ber um {v) befd^riebenen retangulären 3:rieber liegen, öon bcr ©bene L gcfd&nitten 

toirb, ift VR^ — OD^ unb bie ^albage n be§ in L liegen ben ßomplcjlcgel« 

fd^nitteS finb VR^ — OD^ — «* unb VR^ — OD^ — /j^ a unb ß ftnb bie 
^alhaitu ber ^roiection E bon {V) auf L. gür L^ toirb R^ — OD^ = a^ 
unb für L2 R^ — OD- = |3^; im erften gfaHe ift K ber über ber großen 9lre 
öon E, im jtoeiten ber über ber Keinen 9Ije atö S)urd^mcffer befd^riebene Ärei§. 
3ft für Li OD conftant , f mu§ e§ aud^ a fein , unb ijt für Lj OD conftant, 
fo mufe aud^ ^ confiont bleiben. 9Kit Sejiel^ung auf baS SBorl^ergel^enbe ^at 
man nun ben ©a^: 

©ie ^rojectionen eine§ @nit)foib§ (}*) auf ben tangential« 
ebenen einer SBencnfläd^e Wk finb ©Ilipfen, bcren 2tjen!reife 
auf einer concentrifd^en Äugcl liegen. Qfür eine Tangentialebene 
bc§ innern 3KanteI§ liegen bie Srennpunite ber ^rojcctionen auf 
bem äußern aKantcI unb ber grofee SljenfreiS liegt auf ber ffugel, 
»äl^renb bei einer 3:angentialebene beS äußern 5IManteI§ bie§ 
beim Ileinen Sljenlreife flattfinbet. 3m erften gallc ge^t bie 
grofee aje burdj ben S5crül^rung§punft unb gibt l^ier bie 5ßoIari« 
fation§rid^tung für ben betreffenben fiid^tftra^I an, im jioeiten 
gcl^t bie Heine 2lje burd^ ben Serül^rungSpunlt, mo fie gleid^fallS 
mit ber ^oIarifation§rid^tung übereinftimmt. SJcrül^rt bic San« 
gentialeb'ene be§ innern 9RanteI§ jugleic^ eine concentrifd^e Äugel, 
fo befd^reiben bie beiben Srennpunfte ber ^rojection elit|)= 
foibifd^e Sinien ber aBcIIenfläd^e ober, tt)a§ baffelbe ift, ßrüm« 
mungSlinien öon ßllipfoiben, unb bie gro^e 9lje ber ^projection 
ift conftant. 35ei ben Tangentialebenen be§ äußern 90lantel§, bie 
eine concentrifd^e flugel berül^ren, ift bie Heine 2lje conftant. 
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S)i€fer @a^ läfet jt(i& oud^ in anbetet gotm auöfpted^en, »obutd^ man eine 
neue gonfituction fotool&I bet SBellenPiiti^e , al§ aud^ i^tet ^u^nnti^&ä)t , bct 
SEenen9efd&minbifl!eit§päd(|e , etl^ält, unb toobei ba§ mip\oü> (^0, »eld&eS aus 
bem (StgänjungSeHipfoib 4) abgeleitet ift, ju ©tunbe liegt: 

3)ie beiben coajialen SlotationSc^Iinbet, toelcä^e bem Se» 
tül&tung§c^Iinbet eine§ gllipfoibS (x') um* unb einbefd^tieben 
finb, fiä^neiben bie ßugel, auf meldtet bie Bpx^tn bet um (x') be» 
fd^tiebenen tetanguläten SEtiebet liegen, in jtoei Äteifen, beten 
?!KitteIl)unIte auf bet SBellengefd^toinbigfeitSflöd^e öonWk Hegen 
unb beten ßbenen bie SBellenfläd^e Wk felbft betül^ten. S)et 
©utd^fd^nitt beS Setül^tungScplinbetS mit bet ©bene beS g töteten 
ffteife§ ift eine ®ni<)fe E, beten gto^e 9lje ben innetn 9RanteI in 
einet enit)foibifd^en Sinie betü^tt unb beten Stennpunite auf 
bem äufeetn 2RanteI bet SBellenflöd^e liegen, töäl^tenb bie üeine 
3Ije be§ S)utd&fd^nitt§ mit bet ßbene be§ lleinen flteifeS ben 
öupetn SKantel in einet ellipfoibifd^en Sinie betül&tt. 

2)ie 2)utd^[d^nitt§cutbe beS S3etü^tung§c^Iinbet§ mit bet ffugel l^at btei ju 
einanbet fenfted^te ©^mmettalebenen ; t^te ^tojection auf bet etflen, fenfeed^t jut 
©plinbetaje, ift bie M\p\t E, wäl^tenb fie fid^ auf ben jtoei anbeten als gtttpfen« 
unb f)^petbeIbogen ptojicitt. Settad^tet man bie ß^Iinbetaje als gewöl^nlid^en 
(unt)oIatifitten) Sid^tfttal^I , fo fteflt fie bie Sal^ncutbe eines ätl^ettl^eild^enS bot. 
3ln einem jtoeiajigen ßt^ftaße bagegen finb bie SSetbinbungSlinien il^tet l^öd^ften 
unb tiefften fünfte (roelt^e in bet jioeitcn unb btitten S^mmettalebene liegen) 
bie ^olatifationStidJtungen bet Stl^ett^eild^en in ben beiben pataHelcn tangential« 
obet SSBeHenebenen L^ unb L2. 

Sejeid^net man bie Duabtate bet 3lbftclnbe beS SRittelpunöeS bon L^ unb 
L2 mit Vi unb Vj unb i^te SRid^tungScofinuS mit 1, m, n, fo flnb Vj unb V2 

bie SButjeln bct ©leidbung -. 1- 1 r h 1 = 0, 

*^ a k — a — V k — b — V k — c — v 

b. ]&. bet fSfu^uttftpäd^e bon Wk, obet bon 

91N P(k — b— v) (k — c— v) 

"^ + m^ (k — c — v) (k — a - v) + n^ (k— a — v) (k — b - v) = 0. 
getnet ift «^ = r2 _ y^ y„^ ^2 _ ^2 _ ^^ p^ ^^^ Duabtate bet 

Slbftänbe bet ^Kittelpunfte beibet Äteife bon ben Setü]^tungS|)unften bet SBeflen« 
fläd^e auf bet gtofeen unb fleinen 9Ije bet beiben ©Dipfen l^at man bie SBJettl^e 

(k— a— v^) (k— b— v ^ ) (k— c— v j (k— a— v^) (k— b— V2) (k— c— V2) 

Vi(v2 — vj ' V2(v, — V2) 

5)i e ipalbagen b eS Somp Iegfegeljd^nitte S einet gbcne L im SlbfJanbe } bon finb 

Vr^— j^-— 13^ unb VR^— 5*— a^ SRan jiel^e an benfelben jttei Sangenten, 
bie jtd^ untet einem ted^ten SBi n!eI in G fd(ineiben, fo liegt biefet ^unft auf bem 

^eife, beifen C>ottmejfet = V2R^— 25^— ß^— /?%• i unb t) feien bie Koot» 
binaten bon 6 in SSejie^ung auf bie 2ljen « unb j?, fo ift j^ + ^^ = 2R^ — 
2j2 — a^ — ß^ obet 

22) / + 9' ^ 1. = 1. 

V,+V2 |(Vt+V2) 

G ift bie ©pi^e einet bietfeitigen ^^tamibe, beten ©eitenfläd^en auf einanbet 
fenfted^t ftel^en unb (^0 betü^ten. SIeibt bie 5RotmaIe bon L unbetänbetlid^, fo 
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finb 1, m, n unb fomit aud^ v^ utib Vj conftoni, olfo liegt 6 auf bcm abge« 
platteten StelungMipfoib 22). «ud 21) folgt 

V, 4- V2 ==F(2k— b — c) + m^(2k-c — a)+n*(2k — a— b). 

an G' bet gnbpunft bct j«2[je beS eilipfoibS 22) unb finb x, y, z bie 
goorbinaten bon G' in Sejiel^ung auf bie Slpn bon (i')r fo i|l | (vi + ^2)= 
x« + y2 4. t}^ fomit 

2)te^ ift bie SuBpunttfIä(i^e beS SOMoibS 

X* v" z*^ 

•^ 2 2 2 



©efet man in ben SBett^en VR*— j* — p* unb VR*— j*-a* bet C)oI6' 
ojen beS 6on^)IeEfegeIf4nitte8 bon L v^ = R * — «* un b v-^ = R * — ^*, 

j» = 1- (vi + vj), fo er^äü man Vi (v, — v^) unb Vi (v^ — Vj) , olfo 

3 8 

ift ber ßompleifegelfd^nitt bon L, »enn biefe gbene butd| G' gel^t, eine gleid^« 
fettige ^^perbel, looraud folgt: 

3)ie6benen berjenigen (5ompIej!egeIfd§nitte eines ©lUpfoibS 
(V) [14)], loeld&e gleid§feitige|)^perbelnfinb, berül^ten ein jtt)eite§ 
«Ilipfoib 24). 

IpierauS folgt ferner, ba bie Slf^mptoten biefer 4)^perbeln ©ompiejgerabe finb : 

t)ie ©pi^en ber um ein glUpfoib (x') befd^riebenen bier« 
fettigen ^ß^ramiben, beren ©egenfeiten paarmeife auf einanber 
fen!red^t (teilen unb fi^ in )tt)ei retangulören @eraben fd^neiben 
in einer Sbene fenlre(|t jum jpalbmeffer, liegen auf ber gr^l^ 
punttflöd^e eines an>^it^n SUipfoibS 24). 

3)er ©omplcrfegel 15), bejfen ©pi^e (x\iv) ift, berül&rt beibe Bläntel bon 
Wk ober bloS ben innern, unb jmar je in jmei ißunften, Je nadjbem feine ©pi^e 
augerl^alb beS'äu|ern SRantelS ober }toifd^en beiben SRdnteln fid^ befinbet. 2)ie 
m^ ben Seräl^rungSpunlten gel^enben (Srjeugenben beS j^egelS ftnb Slid^tungen 
bon conftanten |)auptträgl^eitSrabien , tooburd^ man einen bem obigen, fid^ auf 
bie |)auptträg]^eitSrabien in einer @6ene bejiel^enben , analogen ©a| für fold^e 
aiabien, bie burd^ einen ^unlt ge^cn, crl^ält, 

§. 3. 

%qA ©runbellipfoib 3), tt)eld()e§ aus ben brei |)auptträgl&eitSrabien VITI 

V b, Vc für ben 5ßunft O als ©d^ioerpunlt eines ftörperS confhcuirt ift, 
gehört jum ©tiftem ber confocalen gifteten (^), (^), iy) ber ©teid^ung 5), beren 
^acaleüipfe burd^ bie 9teIattonen 

25) z = 0, — hi-^^ = l 

^ a — c b — c 

beftimmt ift. 3^^^* wian in einem ^ßunfte M ober {i\iv) bie 5iormaIen biefer 
brei t^Iäd^en unb trägt barauf bon M aus beiberfeitS ©tredfen ab gleid^ a, \». unb 
V, fo erl^äÜ man bie SHjen für ein C)Uf^cIIipfoib , toeld^eS bie yz^ßbene in 
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berührt unb beffen irxxä) M paxaM mit bicfcr Sbcnc gelegter 6entcalf(^nitt bie 

f)albajen Va — b unb Va — c.l^at, tooöon bie erfie paxaM mit ber y-2lxe 
unb bie jtoeite paroDel mit ber z=9lre ift. Serfe^t man nun boS ^iIf§entt)foib 
pataM mit fid^ felbft , fo bafe fein 9JlitteIl}unft bie ©trcdf e MO burd^Iäuf t , fo 
toirb in biefer neuen 2age ber genannte ßentralfd^nitt ben ©leid^ungen 

26) X = 0, -^ + -^ = 1 

a —b a — c 

entfpre(i§en. OM »irb jejt ber conjugirte ©emibiameter üon 26) fein, ba bie 
Tangentialebene Don M parallel ber yz»6bene ift, unb jwar für jebe beliebige 
Sage be§ ^unöeS M im Sftaume. ©oB aber biefer 5punft auf ber SBellenfläd^e 
Wk bleiben , f o ift z + y confiant , f o lange er auf bem äußern 2RanteI fid^ 
bemegt, unb x + t* für ben innern. hierauf berul^t folgenbe neue ®rjeugung§art 
ber SBeflenpäd^e: 

Sei ben 6ni})foiben Don gemeinfamem ©entralfiJönitt, »o bie 
Duabratfumme ber grofeen unb Ileinen ober ber großen unb 
mittlem Ije conftant ift, befiä^reiben bie gnbpunfte beS bem 
gentralfd^nitte conjugirten ©urd^mefferS eine SBellenfUd^e, unb 
jwar im erften gfalle ben äußern, im jmeiten ben innern SKantel. 

Settegt ftd^ M auf einer eüipfoibifd&en Sinie öon Wk, fo fmb j»ei S^en 
beS |)iIf§enipfoibS conjiant unb bie britte aDein beränberlic^ ; befd^reibt bagegen 
M eine fpl^ärifd^e fiinie öon Wk, fo ift fotool^I eine aije, ate aud^ bie 
Duabratfumme ber beiben anberen confiant. ®iefelbe SGßeHenfläd&e Wk ift aber 
aud^ t)on bem ßdipfoib 4) als @rgön}ung$eIIipfoib abgeleitet baburd^, ba^ man 
auf ben Sentralfd^nitten beffelben ^erpenbitel errid^tet gleid^ i^ren ^albajen. 
S)iefeS ßHipfoib gel^ört ju einem gleiten @t)ftem öon confocalen fjläd^en, beren 
gocaleflipfe man erl^ält , toenn in 4) x = unb k = a gefegt mirb ; fie ift 
alfo ibentifd^ mit 26). 3n ber Seitfd^rift b. ©d^Iömild^, ©antor unb fto^I 1880, 
©. 346) f^abt xtSi eine ftl^nlid^e grjeugungSart ber SSBeflcnfiad^e burd^ (SDipfoibe 
mit gleid^em ßentralfd^nitte angegeben , meldte auf bie 8flä4ie Wk in f olgenber 
SGßeife fid^ antoenben läfet: 

Sei ben gllipfoiben, beren gemeinfd&oftlid^er ©entralfd^nitt 25) ift unb beren 

große 2lje bie conpante Sänge 2 Vk — c l^at, befd^reiben bie auf berfelben 
liegenben ^auptbrennpunlte bie beiben ÜRöntel bon Wk. 

SWan fann aber aud^ baS oben eingefül^rte ^ilfSeflipfoib fi^l bon feiner 
urfprünglid^en Sage aus, »o ber SKittelpunft M ober (xi^v) nod^ auf (i) liegt, 
fo bemegen laffen, baß M ftets auf biefer gfläd^e bleibt, alfo bie große ^albau 
X allein conftant ift. SBirb e§ bann auS feiner jemeiligen Sage nad^ öerfe^t, 
fo baß es burdj bie gllipfe 26) gel^t, fo erl^äft man eine ©d^aar bon Sßipfoiben 
mit gemeinfd^aftlid^em ©entralfd^nitt unb conjlanter Sänge ber großen 3lje, bei 
meldten bie (Snbpunite beS bem ßientralfd^nitt conjugirten 3)urd^mefferS , baS 
gHipfoib (^) unb bie ^auptbrennpunfte eine neue bon (i) als @rgänjungSeDipfoib 
abgeleitete SBeflenfläd^e W;l befd|reiben. 

SBerben bie ^auptbrennpunlte mit F unb F' unb bie gnbpunfte beS bem 
gemeinfd^aftlid^en ß^entxalfdl^nitte 26) conjugirten S)urd^mefferS mit M unb M' 
bejeid^net, fo fonn man baS Sorl^ergel^enbe fo jufammenf äffen : 

3ft bie große 3l|e ber gflipfoibe allein conftant, fo befd^reiben M unb M' 
baS eOipfoib (i), F unb F' bie SBeflenfläd^e Wx. SBenn außerbem nod^ bie 
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mittlere 9(^e fi ober bie Keine v conftant tft, fo betoegen ftd^ M unb M' auf 
einer ftrümmungölinie (^) ober (v) bon (^) ; F befd^reibt einen ft)]&ärifd^n fieget 
fd^nitt unb F' eine eüipfoibifd^e Sinie auf W^ (alfo ebenfalls eine ihümmung^« 
Knie, bie aber auf einem anbern @Dipfoib liegt). 3ji enblid^ bie Duabratfumme 
ber großen unb Ileinen ober ber großen unb mittleren 9(£e conjtant, fo bemegen 
pd^ M unb M' auf ber SQSeHenflädöe Wk, wälftrenb F unb F' eine neue gläd^e 
bef(ä^reiben, bie axx% berfd^iebenen SBeHenfläd^en W;i angel&örenben, f}}l^ärifd^en unb 
eHipfoibifd^en ßinien befielet. 2Ran erl^ält alfo folgenbe neue grjeugungSart für 
bie ßrümmung§Iinien beS 6nit)foibS: 

Sei ben @ni))foiben mit gemeinfd^aftlid^em Sentralfd^nitt 
unb bon conftanter Sänge ber gro|en unb mittleren (ober Ileinen) 
Sl^e befd^reibt einer ber $auptbrenn))un!te, toie aud^ ieber @nb» 
1)unlt beö bem ßentralfd^nitt conjugirten 5)urdjmeffer§ eine 
ÄrümmungSlinie, toonon jebe einem anbern 6in))foib angel^ört. 

§.4. 

SDa bie eUipfoibifd^en Sinien ber SBeOenfläd^e jugleid^ J(rUmmung§Iinien bon 
6fli})foiben ftnb, fo l^aben fie aud^, »ie biefc, Srenn})unfte, toeld^e auf ben Sljen 
liegen. 3)iefe ©igenfd^aft, toie aud^ einige anbere, bie ftd^ anreil^en, ^abe id^ 
1. c. (1881, @. 383) unterfud^t. SRad^ einer 9loti§ im Apercu historique 
öon ß^aSleS (^ap. V, 48) l&at 61^. 35upin juerft gefunben, bafe bie 
ftrümmungSlinien auf 2)re]^ung§fläd&en liegen unb beStoegen S9rennl)unfte 
l^aben. ©iefelbe Semerfung l^at au^ 3acobi in feinem ©d&reiben an ©t ein er 
(grelle 1834, ©. 137) gemad^t, mo er am ©d^Iuffe anfül^rt, bafe bie »renn^ 
Jpunfte aus bem Sbor^ 'fd^en @a|e abgeleitet merben itönnen. 3)urd& 33ergleid^ung 
ber tSformeln 6) unb 7) mit ben ©leid^ungen 6), 7) unb 8) 1. c. ergibt fid^, 
bafe bie eDi})foibifd^en Sinien beS innern 3DlanteI§ unb be§ äußern, lejtere bi§ 
iur ©renje xv = (a — b) (a — c), toeld^e bem 3)rel^ung§c^Iinber angel^ört, auf 
Verlängerten S)rel^ung§eIIii)foiben liegen, bere n geme infd^aftlid^er äquatorialfreis 

in ber yz«@bene liegt unb ben |)albmeffer Vk — a l^at . g)ie S3renn|)unfte ber 

erfteren liegen alfo auf ber X'^it in ben ©renjen Va — b unb Va — c , 

biejenigen ber jtoeiten Don Va — c bis oo . S)ie übrigen eflipfoibifd^en Sinien 
be§ äußern aWantciS bilben jwei ®rut)|)en: bie 6inen jwifd^en ben ©reujen 

y = unb f = (a — b) ^^ _) _Ji ' ^^^^ ebenfalls einem 5)rel&ungS« 

c^Iinber angel^ört, ber aber bie y jur 9lje l^at, liegen auf berlängerten 2)re§ung§* 
ePijjfoiben , beren gemeinfd^aftüd^er Squatorialfreis in ber xz»@bene ben |)alb« 

meffer Vk— b_Jat. gl^re Srennpunite liegen auf ber y«3lje jtoifd^en ben 

©renjen Vb — c unb oo. S)ie anberen eHipfoibifd^en Sinien, toeld^e öon ben 
bciben c^Iinbrifd^en eingefd^Ioffen finb, liegen auf einmantligen SJrel^ungS^^per« 
boloiben mit bem gleid^en Äquator in ber xz»@bene, unb l^aben alfo leine ©renn« 
})un!tc. 

SSorftel^enben Setrad^tungen mögen nun nod^ einige ©d^Iufebemerlungen als 
gtefume beigefügt loerben, bie fid^ auf bie Sebeutung ber SSßeHenfläd^e als SSer» 
anfd^auIid^ungSmittel nid^t bloS in ber Optil, fonbern aud^ in ber 3:^eorie ber 
SErägl^eitSmomente, fotoie für bie ©cometrie ber Släd^en itoeiten ©rabeS bejiel^en. 



331 

SMan tarn fotool^I qI§ ©d^tocrpunft cmc§ ßörper^ , aU auöf im 3tmet n 

ein e§ jtpei apge n St^j tagg licgcnb onnd^mcn. ©inb im Ic|tettt gfaHe Vk — a , 

Vk — b, Vk — c bie rcctprolcn SSBcrtl^c bcr |)aut)tbtcc^un9§CDeffictcntcn, fo tfl 
bic gflöd^c Wk, abgeleitet au§ bem 6r9äniung§enit)foib 4) , jugleid^ bie SBeDen« 
fläd^e be§ ßt^ftoHS. ^ijxt ^olbmejfer geben bie @ef(ä^tDinbigfeiten ber beiben in 
einer 3tid^tung fid^ fi)rti)flanjenben ©tral^Ien an unb bie 2:angenten ber ellip- 
foibifd^en Sinien in ben 6nbt)un!ten bie ^albmejfer ber jugel^Örigen ttl&er« 
fd^tDingungen. S)iefe Sangenten jtnb aber aud^ bie SRid&tungen ber conftanten 
f)au|)tträg|eit§rabien in benfelben @nbt)unften. 

2)ie ©eignen ber fingulären ffreife bon Wk, tteld^e Dom ©nbpunfte ber 
maleren ot)tifdöen Stje auSgel^en, ftimmen bei bem Slo^b'fd^en SSerfud^e über bie 
innere fonifd^e Sftefraction mit ben 5poIarifation§rid^tungen ober ätl^erfd^toin« 
gungen ber paraHel auStretenben ©tral^Ien überein, töäl^renb fie anbererfeit§ bie 
Slid^tungen ber conftanten f)aui3tträg]^eit§rabien für bie ?ßunlte auf ber ^ßerip^erte 
eines fold^en ÄreifeS angeben. 2)a iebem SSßertl^e bon k eine befonbere aBeßen» 
fläd^e Wk entj't)rid^t unb aDe biefe gldd^en bie gleid^e SRid^tung für il^re wahren 
optifd^en Sljen l^aben, toeld^e in ber 6bene be§ größten unb fleinften ^autjtträg« 
]&eit§rabiuS im ©d^toerpunöe liegen, fo erhalten biefelben für bie SEI^eorie ber 
3:rög]^eit»momente bie Sebeutung , bafe fid^ in jebem il^rer fünfte conftante 
^au|)tträg^eit§rabien fd^neiben, toeld^e bie ©eignen bon itreifen finb, bie bie 
glöd^e 11) bilben. 

Sfäßt man bon auf bie Tangentialebenen beS grgäniungSeHipfoibS 4) 
5ßer|)enbifel, fo bilben i^re gu^punfte bie glafticitötäflöd^e , bie Quabrate i^rer 
Labien finb gleid^ ben elaftifd^en Gräften, toeld^e burd^ bie Setoegung eines 
ätl^ermolecüls in gleid^er Sftidl^tung erregt »erben, ßonftruirt man aber bie 
gu^punftflöd^e bom ©runbellipfoib 3), fo fmb bie C)albmeffer biefer gläd^e gleid^ 
ben i^rer 3lid(|tung entf^red^enben SErägl^eitSrabien. 

SOßeitere Analogien bieten bie ßaud^^'fd^en 5ßoIarifationSeIIi))foibe einerfeits 
für bie Optif unb bic ßaud^^^^oinfot'fd&en unb Sinet'fd&en Mipfoibe 
anbererfeit§ für bie SE^eorie ber Srägl^eitSmomente bar. 

S)a bie SBeDenfläd^e für ben (5omt)Ie£ bon (Seraben, burd^ »eld^e ftd^ an 
ein ßßipfoib retanguläre Tangentialebenen legen laffen, ©ingularitätenfläd^e 
(Surface limite) ift, fo bient fie, toie im Obigen an berfd^iebenen Seifpielen 
nad^gemiefen tourbe, jur Sluffinbung mand^er ßigenfd^aften be§ gllipfoibS, ju 
beren SSeranfd^auIid^ung bie mit ben confocalen ©omplejlegelfd^nitten berfe^ene 
ebene L toefentlid^ beiträgt, gnblic^ ift nod^ bie Sejie^ung ber aSeHenflöd^e ju 
ben ÄrümmungSlinien be§ 6IIi^}foib§ ju ermähnen, ba fie au§ fofd^en, berfd^ie« 
benen confocalen Släd^en jmeiten ©rabeS angel^örigen Sinien gebilbet ift. 

IIL m^nxtt. älttitiettbung auf bie 2:iieorie beS pmi^i^tn ^enbelg. 

SBenn ein Äörjjer um eine fefte 9Ije t)enbelartig fd^toingt, fo ift bie Sänge 1 
beS ifod^ronen einfad^en ^enbels gleid^ bem Srägl^eitSmoment beS Stitptx^ bibi« 
birt burd^ ba§ ftatifd^e Moment, beibe in S3ejie|ung auf bie ©d^toingungSaje 
genommen, ober 

v^ + d- 

V ift ber Srägl^eitSrabiuS , meld^er einer burd^ ben ©d^tt)er<)un!t gel^enben 
(Seraben paxaUd mit bcr ©d^mingungSaje entfjprid^t, unb d ber Slbftanb ber« 
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felben hon O. OJ ift bai^ bon auf bie ©d^mingungdaire gefaßte $erpenbtfe(, 
alfo J bet Suf^ängpuntt, buYd^ ben unter Um^dnben mel^rere ©d^mingungdairen 
fenfoe(]§t )U OJ ge^en, unb ed foQ bie gfroge unterfud^t toetben: 9Be((!^ed ift bet 
Ort ber fünfte J, fotoie anä) bie Slid^tung ber zugehörigen @d^mingung§apn, 
»enn 1 = confi. ? 3n biefem tSaUt »erben alfo bie ©d^ioingungen beS Körpers 
ifo(j(|ron fein. 

©inb a > b > c bie Duobrate ber brei bur(^ gel^enben f)aul)tträg» 
l^eitSrobien, fo ijt 

(2.) ^ + l! + ^ = l 
^ ' a b c 

ba§ ©runbeHipfoib. 93ejei(^net man ba§ Don auf eine Sangential-Sbene t)on 
(2.) gefäOte ^erpenbifel mit v, fo ift v ein Äabiu» ber Suftpunltflädöe Don (2.) 
ober ber inoerfen ^l&äit beS Saud^p-^oinfot'fd^en SentraleUipfoibd 

(3.) ax^ + by« + cz^ = 1. 

6rri(!^tet mon auf einem ßentralfiä^nitte ber 3fufepunftpä(ä(ie eine ©enlreii^te in 0, 
unb trägt barauf jwei ©tredten ON unb On ab gleid^ ben |)albajen beS 6en« 
tralfd^nittS, fo liegen bie fünfte N unb n auf ber SQBellengef^winbigfeitSflöd^e 

T^ V^ 7^ 

(4.) - + y +_A. =0. 

^ ' a — v^ b — V c — V 

aus (1.) erhält man v^ = Id — d* unb burd^ ©ubftitution in (4.) 

(^•) a— Id+d« + b^id + d~2 + c — Id^jld^ = ^- 

8etrad^tet man ^ier d als beränberlid^ unb fe^t d^ = x^ + y^ + z^ fo reprd» 
fentirt bicfe ©leid^ung bie ©renjflttd^e für ben Ort ber ^unlte J, wHd^e mit (J) 
bejeid^net werben foll. 

3ft in (5.) d conftant, fo ftettt biefe ©leid^ung einen Jfegel bom jioeiten 
©rabe bor; burd^ SSeränberung beS SBertl^eS bon d erhält man eine Sfteil^e bon 
ftegeln, bie confocal pnb; il^re Socallinien entfpred^en ben ©leid^ungen: 

(^•) y=^' ^+^=^- 

S)iefe Sinien pnb alfo bie Slf^mptoten ber gocol^^perbel beS ®runbeüipfoib§. 

ipierauS folgt , ba$ bie g^Idd^e (J) burd^ eine Steil^e bon fpl^ärifd^en jtegel» 
fd^nitten gebilbct wirb, bie auf confocalen itegeln liegen, bereu gocallinien un« 
ob^ängig finb bon 1 unb alfo aud^ bon d, 3eber ^albmeffer v ber gu^punft« 
fiäd&e beS ©runbellipfoibs ift glcid^ bem feiner Äid^tung cntfpredöenben Srägl^eitS» 
rabiuS; ift v conftant, fo befd^reiben biefe Sräg^eitSrabien einen ftegel bom 
jweiten @rabe, ber bie gfufepunftflödde in einer fp^ärifdjen ßurbe fd^neibet unb 
beffen ©rgänjungSlegel (4.) ift, 3)urd& ffieränberung beS SDBert^eS bon v erl^ölt 
man wiebcr bie ßegel (5.), nur giebt bie ©leid^ung (4.) auf ben 9KanteUinicn 
berjelben bie fünfte N unb n ber SBeKengefdötoinbigfeitSfläd^e an, wä^renb (5.) 
auf benfelben 2Kanteffinien bie fünfte J ber glöc^e (J) bcftimmt. gü^rt man 

nun eine neue Variable v^ = d ^ ein, fo erl^ält (5.) bie gorm 

X^ y2 2^ 

(t-=')-'5 (t-")-': {.{--")-< 
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S)ieS ift eine jtoeite aSßeHengefd^tombigfeitSfläd&e , bte mit V^ beieid^net werbeit 
foH, unb tt)el(ä^e unter bet 3Sorau§feJung -^^ > ^ ou§ ber gfufel^unftflä^e beS 
mWxU 

9 *> Si 

X V z 

(8-) -j2 + -p (- -yä = ^ 

— : a — ; b -1 — c 



abgeleitet ift. ®ie glöd^e (J) entjiel^t alfo au» V^, inbem man fämmtlid^e SRabien 

bet leiteten um eine conftante ©treie -^ öerlöngert. f)ierauS folgt , bafe fie 

au§ jtoei SWänteln beftel^t, toie Jebe aOBeßengefd^minbigfeitSflöd^e, unb bafe fie biet 
finguläte fünfte l^at, in meldten beibe 2RänteI iufammenfto^en, unb bie auf ben 
fjocallinien (6.) liegen. @ie ift bie eine ©renjfläd^e bet Sluf^öngpunÖe füt 
if od^tone @($tt)ingungen : bie fünfte be§ äußeren ^O^antefö foUen mit J, bieienigen 
be§ inneren mit i unb bie ^ßunfte jtoifd^en beiben aWönteln, bie gleid^faHS 3luf« 
l^ängpunöe finb, mit J^ 6ejei(^net »erben. 

Um eine SSorfteHung ju befommen über bie SSertl^eilung ber fünfte J unb. 
i^rer 2ljen für ifod^rone ©d^mingungen im 5Raum, benfe man fid^ für einen 
beftimmten SBert)^ bon v, olfo au§ bon d, bie ßugel, beren ^albmef[er d ifi, 
unb toeld^e bie gläd^e J in einem ft)Wnf<^^n Jlegelf(|nitt trifft, ober bielmel^r in 
iXüti congruenten Äegelfd^nitten , toeld^e eine Jlugeljone begrenjen. diejenigen 
^unlte Jür »eld^e nid^t blo^ einem beftimmten SBJertl^, fonbern audd einer be« 
ftimmten JRid^tung bon v entfpredden, liegen auf einem ©rofefreiS ber ftugel, 
toeld^er beibe Äegelfd^nitte berül^rt; bie 5D'lanteIIinien beS ©^linberS, toeld^er bie 
ßugel in biefem ®ro|!rei§ berührt, finb bie jugel^örigen ©d^toingungSajen. SSer« 
änbert v bie Slic^tung, aber nid^t ben SQBertl^, fo erhält man anbere ©roßfreife, 
toeld^e in ber ertoäl^nten J?ugeIjone liegen unb beibe Äegelfd^nitte berül^ren. 

2lu§ (1.) folgt 

(9.) d = -i- + V^--v^ 
^Ifo gel^ören ju einem beftimmten SBertbe bon 1 (toobei ftets borauSgefekt tpirb, 
böfe -1 > a ift) ätoei SBert^e bon d ober jtoei berfd^iebene S^ö^^n (J), ttjeld^e 

au§ Vi ober (7.) entftel^en, inbem man enttoeber, tt)ie oben angegeben, -^ auf 

ber Verlängerung eines SlabiuS bon V^ ober auf ber entgegengefe|ten ©eite auf 
bem gtabiuS felbft abträgt, ^määj^i foH aber blop bet etfte gfafl inS Sluge 
gefaxt metben. 2)ie f^lä^e V^ fd^neibet jebe ^aut)tebene in jmei ©urben, mobon 
eine ein firei§ ift; bie §aI6meffer biefer brei greife finb 

Ä ift in ber yz«, B in ber zx» unb C in ber xy=6bene. 9lIfo fd^neibet aud^ 
bie gläd^e (J) bie ^üulJtebene in brei ©reifen , beren ©albmeffer Ä + -q- r 

B + -ö~ ' Cl + -^- pnb ; burd^ biefelben gelten brei Äugeln mit bem SOlittel« 
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punit 0, A', B\ G\ mli)t (J) in bicfen ftteifcn berühren, unb jtoar A' ben 
inneren 9KanteI in ber yz-@6ene, B' fomol^I ben inneren als oud^ ben äußeren 
in ber zx- unb C ben äußeren in ber xy-66ene. 

Sei A' unb C* liegen bie ^uf^ängpuntte auf ben jtDei jfreifen, in xodcl^n 
biefe ftugeln (J) berül^ren, bie juge^örigen ©(ädmingungSajen finb bie SRantel» 
linien ber S^Iinber, melti^e bie Äugeln in biefen jfreifen berül^ren. SDagegen ifi 
auf B' ieber ißunit ein Slufl^ängpunlt; bie dier SDurd^f^ä^nittSpunlte Don B' mit 
ben ©eraben (6.) (toelc^e in ber Sl^eorie beS ßic^tS ben wal&ren optifd^en Jljren 
ent)pre(|en) feien O1O2O3O4; bur$ jeben biefer ^unlte gelten unenblid^ öiele 
©4in)ingungSajen, totläft fenfred^t finb entweber ju O1O3 ober ju O2O4. SBirb 
alfo ber ftörper j. 35. in Oj ouf gelängt, fo maäft er ifod^rone ©c^mingungen 
um jebe 3f je, roüäjt hnxäj O^ ge^t unb fenfted^t ju 00, ift. 3)ur^ olle anberen 
fünfte Jö auf B' aU 3luf ^ängpunlte gel&en nur jwei ©d^toingungSajen , »eld^e 
man erl^ält, inbem man burd^ J,, unb O^Og ober O2O4 jmei ©roßfreife legt unb 
auf il^ren ©benen in Jo ^erpenbifel enid^tet. 

3ebe ber concentrifd^en Äugeln itoift^en A' unb B' fd^neibet bie gläd^e (J) 
in jwei fpl^ärifd^en Äegelfd^nitten ; nimmt man auf einer fold^en Äugel einen 
ißunft Jo an unb legt burd^ benfelben jmei ©roßfreife, meldte bie ffegelfd^nitte 
berühren, fo pnb bie auf ben ©benen biefer ftreife in Jo errid^teten ^erpenbifel 
bie beiben ©d^mingungSajen öon Jo, b. f). menn ber Äörper in Jq aufgehängt 
wirb, unb um eines biefer ^erpenbifcl als 2lje fd^mingt, fo iji bie ©d^mingungS« 
jeit gleid^ betienigen beS einfad^en ^ßenbels Don ber Sänge 1. S)er ^unft Jq 
muß im 3nnern Don (J) unb auf ber öon ben beiben flegelfd^nitten gebilbeten 
ftugeljone liegen; biefe 3onen toerben um fo breiter, je me^r ftd& bie Äugel B' 
näl^ert, mo bie ftegelfd^nitte in bie fünfte 0^020^04 ftd& bermanbeln , fo baß 
bie 3one ber Sluf^ängpunlte J« gleid^ ber ganjen Oberfläd^e Don B' ijl. gür 
bie Äugeln jmifd^en B' unb C toerben bie 3onen iwifd^en ben fpl^ärifd^en Äegcl« 
fd^nitten fd^maler unb rebuciren fid^ enbli^ in C auf ben Serül^rungSlreiS 
mit (J). 

Sa bie ©renjfläd^e ber Sluf^ängpunfte (J) jmei SKäntel l&at, fo fd^neibet fxt 
jebe burd^ gel^enbe ©erabe in Dier 5ßunÖen, tooDon ixoti, J unb i, auf ber 
einen ©eite Don liegen, unb jmar J auf bem äußeren unb i auf bem inneren 
SKantel. Surd^ biefe ©erabe gelten jtoei pdj red^tminllig fd^neibenbe confocalc 
ftegel; bie burc^ J unb i ge^enben ülormalen berfelben finb bie ©d^mingungS- 
ajen biefer ^ßunfte. ßegt man alfo burd& OJ Siangentialebenen an bie übrigen 
jmifd^en ben genannten liegenben confocalen Äegel, fo finb bie in ben fünften 
Jo Jtt>if<^^n J unb i auf biefen Tangentialebenen errid^teten ^erpenbifel bie 
©d^mingungSajen für afle fünfte jtoifd^en J unb i. 

S)aS ^orl^ergel^enbe läßt fid& nun fo jufammenf äff en : 

3ine äußeren 2lufl&ängpun!te für ifod^rone ©(^wingung.en 
eines ftörperS liegen auf ober jmifd^en ben beiben 9JlänteIn einer 
gläd^e (J) (5.), meldte Don einer SBellengefdötoinbigfeitSfläd&e (7.) 
burd^ Verlängerung il^rer Slabien um bie l^albe ßänge beS ifod^ro» 
nen einfad^en ^enbels abgeleitet ift. gfür bie fünfte auf einem 
SWantel Don (J) giebt eS nur eine ©d^toingungSaje, für bie anberen 
itoifd^en beiben ^Kauteln jtoei. 35ur($ bie Dier 5ßunlte enblid^, 
in »eld^en beibe SKäntel iufammenfioßen, gelten unenblid^ Diele 
©d^mingungSajen. Sllfo gelten überhaupt alleSljen für ifod^rone 
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©d^mingungen jtoifd^en ben beiben !DlänteIn ber @ren)fläd^e bet 
Slufl^öngpunlte (J) l^inburd^. 

J)ie ©leid^ung (9.) giebt jtoci SBcrtl^e für d; ba -j- > a borau§gcfe^t 

»itb, unb v^ < a x% fo pnb bcibc SBcrt^c fiets reell; für 

2 ^4 

erl^ölt man eine jweite ®renjfläc|e ber Sluf^ängpunfte (J'), inbem man -g- auf 

ben aiabien bon V^ gegen l^in abträgt. 2)ie gläd^e {}') mirb alfo ganj Don 
(J) umf dfiloffen ; fie fd^neibet bie ^au|)lebenen in brei iheifen, beren ^albmeffer 

A g-, B s~# C ^ finb, unb burd^ toeI(|e bie concentrifd^en Äugeln 

A", B", C" gelten. 2)er 3KitteIt)unft liegt immer innerhalb bon (J'), unb 
beibe gfläd^en l&aben baö ©Aftern ber conf ocalen itegel gemein, meldte aud^ (J') 
in f))l&ärif(|en fiegelfd^nitten treffen. Überl^aupt laffen fidd bie oben angegebenen 
ßigenfd^aften bon (J) aud^ auf biefe neue glöd^e übertragen, beren fünfte J' 
unb i' auf bem äußeren unb inneren 3RanteI unb 3'^ jmifd^en beiben 3RänteIn 
man innere ^ufl^ängpunlte nennen fann. $ierau§ folgt alfo ber @a^: 
9{uf einer burd^ ben ©d^merpunlt gel^enben ©eraben liegen 
beiberfeits je bier Sufl^ängpunftc für ifod^rone ©djmingungen, 
burd^ meldte nur eine ©d^mingungSa^e gel^t; jmei biefer Sl^en 
burd^ J unb i' jinb parallel unb ftel&en fenfre(|t auf ben beiben 
anberen burdd i unb J', meiere alfo ebenfalls parallel finb. fjür 
bie »eiteren fünfte Jq auf Ji unb J'o auf J'i' (biefe beiben ©trecf en 
fd^lie^en einanber ftetS au§) giebt e§ je }tt)ei ©d^mingungSa^en, 
nämlid^ bie ^erpenbüel, toeld^e in Jq ober J'o auf ben tangential:» 
ebenen errichtet merben, bie man burd^ bie ®erabe an bie con» 
focalen ftegel legen fann. gür alle übrigen fünfte auf ber ®e« 
raben, enttoeber gmifd^en i unb i' ober auger^alb 3 unb J' giebt 
e§ feine Sljen, um meldte ber ftörper ©d^toingungen mad^en fann, 
toeld^e benjenigen beS einfad^en ^enbeU r>on ber Sänge 1 ifod(|ron 
finb. ^at bie ©erabe bie SRid^tung einer Slf^mptote ber gocal« 
l^^perbel be§ ©runbellipfoibs, fo liegen aufi^r bier^untte mit 
uncnblid^ Dielen ©d()tt)ingung§ajen, alfo giebt e§ für jeben ftörper 
im ®an§en ad^t fold^er fünfte, meiere einer befiimmten Sänge 1 
beS ifod^ronen einfad^en ^enbel§ entfpred^en. 

1 \ /V 
2)iefe ad^t fünfte l^aben Don bie Entfernungen d = -^+ V-i — b* 

2)ie ©umme ber beiben SBertl&e Don d in (9.) ift gleid& 1 unb il^r ?probuct 
gleid& v^ fomit ift Ji' = iJ' = 1 unb OJ . Ol' = Ol . OJ' = v^; legt man 
nun burd^ eine @bene fenfred^t ju OJ, meldte ba§ ßaud^^^^oinfot'fd^e 
©flipfoib in einer gllipfe unb bie gufepunftflä(|e beS ©runbetiipfoibs in ber 
inDerfen ©urDe (beren SRabien v mit ben gleid^gerid^teten ber gllipfe ein con« 
ftanteS ^robuct liefern) fd^neibet, unb bie mit (v) bejeid^net merben foH, fo fann 
man fid^ über bie ben einjelnen fünften ber ©eraben OJ entfprcd^enben 
©d(|tt)ingung§a£en folgenbe SSorfteüung mad^en: 9Kan befc^reibe über Ji' = 1 als 
©urd^meffer eine ftugel, fo mirb fie bie 6urDe (v) in ben gnbpunften i^rer 
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Ilcmcn Sttje bcrül^ren; burd^ biefc gnbpunitc unb Ji' lege man einen @rofefrei§, 
fo finb beffen Sangenten in J unb i' bie ©d^tDingungSojen biefer fünfte. 2)er 
3RttteIpunIt ber ftugel liegt auf Vi. »ürft berfelbe gegen l^in, fo toirb bie 
ffugel bie ©erabe ÖJ in bcn fünften Jo unb J'o (Wo = 1) unb bie ßurde v 
in jtoei ^ßunften fd^neiben, meldten jtoei gleid&e SSert^e öon v entfpred^cn. S)ie 
Sangenten ber burd^ biefe fünfte unb Wo beftimmten ©rofefteife finb bie beiben 
©d&TOingungSajen bon Jo unb öon J'o. 3^ mel&r fidd bie ilugel, beten SDurdJ« 
mejfer immer gleid^ 1 ift, nöl^ert, um fo weiter gelten bie ©d^toingungSajen 
fotoo^I in Jo als aud^ in J'o auS einanber. 3tn ätoeiten ©renjfatt, wenn bie 
flugcl burd^ i unb J' ge^t, wirb biefer SBinlel glei^ 180°, unb [\t berührt bie 
ßuröe (v) in ben ©nbpuniten il^rer grofeen Slje, 

$at bie ©erabe OJ bie 3lid^tung 00^, fo wirb (v) ein ÄreiS, beffen |)alb« 
meffer v unter einanber gleid^ finb, unb eS giebt nur gtoei flugein bom S)urd^» 
meffer 1, toeld^e burd^ biefcn ftreis ge^en, aber unenblid^ Diele ©ro^fteife, »eld^e 
fid^ in ben fingulären ^ßuntten 0^, O3 auf (J) ober 0\, O'g auf (J') fd(ineiben. 

Sie beiben gläd^en (J) unb (J') lönnen aud^ als 3fu|t)unBfIä(|en aufgefaßt 
toerben unb jtoar bon ben ^araflelfläd^en ber SBeHenfläd&e 

(10.) ^, ^ +^^ ^— +-^i <: = 0, 



z^ 



(^_a)-. (^-.)-. (^-e)- 



r^ 



bon \DÜä)ti bie SBcBengefd^toinbigfeitSfläd^e V^ bie §fu^punftpädje ift. S)iefe 

^araHelfläd^en l^aben bcn Slbflanb -^ bciber[eit§ bom gufepunft ber Jlormalen 

an gered^net. 

6S berbicnt nod^ bemerlt ju »erben, ba§ bie Sangenten ber eHipfoibifd^en 

(Surben ber SBeHenfläd^e (10.) bie JRid^tung beS conftanten |)auptträg^eit§rabiuS 

1 
gleid^ -^ für i^re Serü^rungSpunfte angeben, unb bafe fie ben ©d(|tt)ingung§« 

ajen ber auf ben Städten (J) unb (J') liegenben aiufl^ängpunlte paraßel fmb. 

SBenn bie »orrauSfe^ung ^ > a nid^t jutrifft , f nimmt bie gfläd^e V^ 

einen anberen ßl^arafter an unb gel^ört ju ben nod^ wenig unterfud^ten gflädöen, 
toeld^e aus bem cinmantligen unb jweimaritligen |)5perboIoib auf äl^nlid^e 3lrt 
abgeleitet werben, wie bie 2BelIengef(|n)inbigIeitspäd^e aus bem 6fli|)foib. 

©d^Iie^Iid^ möge nod^ an einem ft)ecicllen Seifpiel gejeigt werben, wie ein 
S^eil ber l^ier borgetragenen S^eorie t)ra(tifd^ nad^gewlefen werben lann. 

SBenn bie flantenlängen eines red^twinfligen 5paranelet)it)ebS 2«, 2/j, 2/ 
finb, fo ift 

alfo wirb bie ©leid^ung (6.) 

y = 0, ^+1^—1^ = 0. 

SBirb nun baS ^oralIeIct)i|)eb an einem 3)ra^t aufgel^ängt, weld^er einer bon ben 
beiben SRid^tungen biefer ©leid^ung entfprid^t, fo werben bie ©d^wingungen für 
aUe burd^ einen ?punft biefeS 2)ra^ts gel^enben SHjen i[o(^ron fein. 
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